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Eis ist alleD fflathematischen Naturforschero hinlänglich bekannt, dass bei weitem die meisten 
UntersQchangen auf dem Gebiete der Mechanilt, Astronomie, Physik, als erstes Resaltat, oder 
als Ausgangspunkt, eine Differentialgleichung oder ein System von solchen liefern ; diese sind 
aber grösstentheils lineare, was seinen Grund im Wesentlichen darin hat, dass man entweder 
schwingende Bewegungen von sehr kleinen Amplituden zu erörtern , oder, zu bereits in erster 
Annäherung bekannten Bewegungselementen, sehr kleine Correctionen zu rechnen hat und daher 
jedesmal, die Glieder höherer Ordnung vernachlässigend, zur linearen Form gelangen muss. 
Diese Form ist es somit, welche mit Recht von jeher, als die in Bezug auf ihre Brauchbarkeit 
im Gebiete der Natnrwissenscharten allerwichtigste angesehen und von den grössten Analysten 
mit besonderer Vorliebe gepflegt wurde , als allgemeine Form , in der uns zunächst die Natur» 
gesetze durch die mathemalische Analysis geboten werden , in einem so kurzen und Inhalt- 
reichen Lapidarstyle, dass es zur Entzifferung derselben einer eigenen Wissenschaft bedarf: 
Integration der Differentialgleichungen benannt. Gegenwärtiges Werk hat zum 
Zwecke, nicht sowohl diese Wissenschaft, insofern, als sie den Wissenschaftsforschem zu- 
gänglich geworden, zu erschöpfen, als vielmehr dasjenige, was der Verfasser 
selbst gefunden hat, in so viel möglich gerundeter Form mitzntheilen. Wenn man daher in 
demselben mitunter auch die Resultate der Forschungen Anderer findet, so geschieht diess nur 
in solchen Fällen, wo sie noth wendig sind, gewisse Lacken, die sonst übrigbleiben würden. 
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auszunilieD und jene Rundung herbeizurühreo i die ein selbstständiges Werk von dieser Aus- 
dehnung nicht wohl entbehren iiann und welches , wenn es dem Studierenden mit Bequemlich- 
lieit zugänglich sein soll, die Mitte halten muss zwischen einer academischen Denkschrift 
und einem Lehrbuche. Es schien daher dem Verfasser nnerlässlich und er glaubte sich beson- 
ders den Dank der studierenden Jugend damit zu verdienen, dass er Lehren wie: die Me- 
thode der Variation der Constanten, die Ableitung der von Fouri er, Liouville 
n. s. w. herrührenden Formeln, des Laplae eschen und anderer Integrale einschaltete und 
damit sein Werk , ohne Beihiire grösserer Bibliotheken , zugänglich machte. Ältere Mathe- 
matiker, denen diess Alles bereits bekannt ist, sucht er durch die Auswahl der zu diesen 
Ableitungen verwendeten Methoden zu entschädigen. Man wird, trotz dieser gebotbenen Cr- 
ieiehterungen, in dem Werke doch schwierige Stellen genug finden, die den Scharfsinn des 
Anfängers vollauf in Anspruch nehmen werden und die jede Erleichterung durch Interpolation 
bereits beteunter Lehren, besonders, wenn diese, wie es hier der Fall ist, von geringem 
limfange sind, um so wünschenswerther erscheinen lassen. 

Digenigen unter den linearen Differentialgleichungen, welchen, ihres häufigen Vor- 
kommens wegen, die höchste Wichtigkeit zuzuschreiben ist, sind die mit con stauten 
Coefficienten. Man stösst jedesmal auf solche, wenn man die Gesetze der Fortpflanzung 
einer schwingenden Bewegung in einem gleichförmig dichten, wenn auch mit verschiedener 
Elasticität nach verschiedenen Seiten begabten und unbegränzten Mittel sucht, ja selbst in der 
Mechanik des Himmels hängen die Störungen der Elemente der Bahnen der Himmels- 
körper von solchen Gleichungen ab und das zwar in Folge der besonderen Form der Grund- 
gleichungen, die den Beweis gestattet, dass die Störungscoeffieienten von der Zeit / unab- 
hängig seien. Zur Integration solcher Differentialgleichungen besitzen wir die glänzendsten, 
beinahe durchaus von französischen Mathematikern herrfihrenden Methoden, deren kurze Expo- 
sition auch hier nicht fehlen durfte, ohne der Verständlichkeit des Ganzen zu schaden. 
Die Integration geschieht durch Summen von Exponential^ssen , welche lineare Formen 
nach deu Coordinaten und der Zeit im Exponenten tragen, also durch Gbereinanderlegung 
von planen Wellen. Hat jedoch das fortpflanzende Mittel nicht die gleiche Beschaffenheit 
in allen Punkten oder ist es irgendwie begränzt, so wird man genöthigt, die Fiction 
planer Wellen zu verlassen und die analytische Frage an die Differentialgleiehung zu stellen. 



ob nicht anders gestaltete, sphärische oder eUipsoidische WeHen in einem solchen Mittel 
fortgepflanzt za werden vermögen, oder, ob an die Stelle der eonstanten Fortpflanzongs- 
geschwindigkeit nicht eine andere, variable, trete.- Erh&lt man auf diese Frage eine Antwort, 
so lautet sie gewöhnlich dahin, dass, anstatt einer Gleichung mit eonstanten Coefficienten 
oder eines Systemes von solchen , eine andere oder ein anderes zu integriren sei, mit ver- 
ftnderiichen Coefficienten' ond gerade fOr solche Gleichungen hatten wir bisher noch keine 
allgemeine Integrationsmethode, sondern nur einige specielle, je durch einen besonderen 
Kunstgriff integrirbare Formen und eben eine solche allgemeine Integrationsmethode 
ffir Differentialgleichungen, deren Coefficienten algebraische ond rationale 
Functionen der unabhängigen Veränderlichen sind, auseinanderzusetzen, ist der 
Zweck dieses Werkes — der Sinn, in welchem eine solche Integration verstanden wird, soll 
demnächst auseinandergesetzt werden. 

Der hier besprochene Gegenstand fing schon vor 18 Jahren an die Aufl^erksamkeit 
des Verfassers zu erregen und die erste Frucht der eingeleiteten Forschungen war eine Inte- 
grationsmethode fär Differentialgleichungen mit Coefficienten von der Form a + bx mittelst 
bestimmter Integrale, welche jedoch in vielen Fällen die nöthige Anzahl particolärer , Genflge 
leistender Werthe nicht lieferte. Einige Jahre später gelang es, durch Anwendung einer 
neuen Gattung von Transcendenten , auf die zuerst Liouville im Journal de Vecole 
polytechnique aufmerksam gemacht hat, Differentialquotienten nämlich mit 
allgemeiner Ordnungszahl, die Methode zu vervollständigen. Der Obergang 
voa einer Form zur anderen war der fruchtbarste auf diesem Felde gemachte Schritt und 
geschah gerade auf die , im vierten Paragraph des II. Abschnittes umständlich auseinander- 
gesetzte Weise, der vielleicht so mancher flberstrenge Mathematiker einige Kähnheit vorzu- 
werfen geneigt sein wird und die der Verfasser desshalb gerne mit einer anderen , selbst 
directeren , vertauscht hätte (welche sich auch im V. Abschnitte dieses Werkes vorfindet) 
wenn es nicht unerlässlich wäre, auf diesem Felde den Übergang von einer Form zur 
wesentlich davon verschiedenen anderen, auch durch Gebilde wie etwa ^, oder die diesem 
analogen, schon aus Räcksicht für die Bequemlichkeit des Rechners und die klare Einsicht 
in die Natur der Sache, zu verfolgen. Die Unzukömmlichkeiten, welche sonst solche Aus- 
nahmsformen begleiten, als: Vieldeutigkeit oder Unbestimmtheit des Werthes, sind hier von 
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wisse Vorbe^rlffe erledigt liat, den Beweis, dass d&^enige was man sacJit d. h. das Integral 
einer linearen Differentialgleichung der n^ Ordnung wirklich vo^ 
banden seiood diess zwar in derjenigen, dermalen einzig zu einem solehen Beweise pas- 
senden Form , in die sieh nach unserer Erfahrung alle Functionen giessen lassen , n&mlieh in 
der einer unendlichen Reihe, geordnet nach aufsteigenden Potenzen der Grundveränderlicheo. 
Da jeder Differentialquotient einer unendlichen und conveigirenden Reihe auch wieder eine 
eonveigirende Reihe ist, sohin auch das Gleichungspolynom einer linearen Differentialgleichung 
eine convergirende Reihe darstellt , wenn die abh&ngige Ver&nderiiche als eine solche gedacht 
wird, so hat offenbar der Beweis, in welchem lediglich gezeigt wird, dass der Differential- 
gleichung durch eine eonveigirende, anstatt der abh&ngigen Verllnderiichen gesetzte, Reihe 
Qenflge geleistet werden könne , nur beiläufig folgenden Sinn : Es lisst sieh das Gleichungs- 
polynom, durch EinfQhrung einer unendlichen Reihe anstatt der abh&ngigen Ver&nderliehen, in eine 
unendliche und convergirende Reihe verwandeln, von der die Anfangsglieder in beliebiger 
Anzahl, durch schickliche Wahl der Coeflicienten, zum Verschwinden und der Rest der Nulle 
beliebig nahe gebracht werden kann. Aus diesem Beweise erhellt zugleich die Form des allge- 
meinen Integrales, das als eine Summe von mehreren Functionen der unabhängigen Veränder- 
lichen erkannt wird , deren jede eine willkflrliche Constante als Factor trägt , und die Eigen- 
schaft bat, für sich der reduzirten Gleichung Genflge zu leisten. 

Die Differentialgleichung lässt sich aus den particnlären Integralen , die ihr GenOge 
leisten sollen, durch einen, die Constanten angehenden, Eliminationsprocess ebenso gut bilden, 
wie sich die algebraische Gleichung bilden lässt, welche bestimmte Wurzeln hat, mit 
dem Unterschiede jedoch , dass in der letzteren die Coeffieienten symmetrische Functionen der 
Wurzeln sind , in der ersteren aber als Coeffieienten zunächst solche Functionen der particn- 
lären Intc^ale auftreten, die, bei allen möglichen Vertanschungen derselben unter sich, nur 
zwei Werthe annehmen, die sich bloss im Zeichen unterscheiden. Hieraus wird also- 
gleich der Folgesatz gezogen , dass die linearen Differentialgleichungen, unähnlich in diesem 
Puncto den algebraischen Gleichungen, keine gleichen particnlären Inte- 
grale zulassen, weil die Einfflhrung von solchen das Gleichungspolynom identisch auf 
Null bringen wOrde. Die Methode der Variation der Constanten und eine Einthei- 
long des Werkes beschliessen den ersten Abschnitt. 
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Der zweite Absohnitt behandelt die Differeotial« und Differenzen- 
gieiohaDgen mit eoDStanten CoefficieDten ond mit solciien von der 
Form: a + bx nebst einigen anderen , die sich darauf zarflcitf flhren lassen , ond ist im 
Wesentlichen der froher erwähnten Deniischrift congraent, mit dem Unterschiede, dass einige 
Lflcken ausgefüllt , einige nothwendige Formeln, die die Denkschrift als bekannt voraussetzte, 
bewiesen und eine Methode angebracht wurde, sieh von der Allgemeinheit des erhal- 
tenenlntegraleszn überzeugen. Sucht man die diesem Abschnitte entsprechende Parthie 
in der Lehre von den algebraischen Gleichungen auf, so findet man sie allenfalls in der Auf- 
lösung der binomischen Gleichungen und sieht hier zum ersten Male an dem Umfange des 
Abschnittes, auf einem wie viel ausgedehnteren und inhaltsreicheren Felde man sich befinde 
und diess umsomehr, wenn man bedenkt, dass dieser zweite Abschnitt die Diiferentialgieichun- 
gen, welche lauter particuläre Integrale von einerlei Form zulassen, noch lange nicht erschöpfe, 
dass vielmehr noch viele andere Gleichungsformen dieselbe Eigenschaft darbiethen, bei deren 
Coefficienten eine gewisse Regelmässigkeit im Baue z. B.ein regelmässiges Ansteigen 
oder Abnehmen in der Ordnungszahl vom ersten derselben auf den letzten , oder ein Fort- 
schreiten in gleicher Höhe wahrnehmbar ist , die aber in diesem Abschnitte nicht behandelt 
werden konnten, weil die Form ihrer particulären Integrale erst aus den Lehren erhellt, die 
der folgende dritte Abschnitt in sich sehliesst , welche letztere hinwiederum diejenigen analy- 
tischen Erfahrungen, die im zweiten gewonnen wurden, unausweichlich zu ihrer Begründung 
voraussetzen. 

Aus der Theorie der algebraischen Gleichungen lässt sich ein Inbegriff von gewissen 
Lehren sondern, die sämmtlich zum Zwecke haben, die Beschaffenheit der Wurzeln (ob positiv, 
negativ, reell, imaginär, oder zwischen gewissen Gränzen enthalten) ans jener der Coefficienten 
zu erkennen. Hierher gehören dieSätzevon Descartes, Harriotte, Fourier, Sturm — 
sie bilden die F o r m e n 1 e h r e der Theorie der algebraischen Gleichungen. Die Differential- 
gleichungen eignen sich eine ähnliche Formenlehre zu, welche jedoch, der Natur der 
Sache nach, sich von der flrüheren wesentlich darin unterscheiden muss , dass sie nicht den 
numerischen Werth, sondern vielmehr die Form der particulären Integrale 
erörtert, welche der Gleiciiung Genüge zu leisten vermögen, indem sie untersucht, welche 
unverwischbaren Spuren eine jede Form eines neu eingeführten particulären Int^ales den 
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CMflSdenten aofpri^ Die mdstei Lekrei , toi weleheo hier die Rede ist » siod bbii woU 
grtssteiÜieUs ftbemselieBd eiifacli, da alier die Mannigfaltigiceit der miglielieB J^rmei ikrer 
eiie bedeateidere Fälle erzeugt, so tritt dos liier eia zweites Gapitel enlgegen , welelies das 
ihn eitspreehoBde wt dem «tderen Felde ao Umfang weit fiberbieten moss. Ohngeaelitei 
ilrer EiBfaehheit ist aber die im dxitten Absclinitte enthaltene FormoBlehre dook 
besoders wiehtig, man kaaa sogar sagen: je einfacher, desto wichtiger , weil sie ms 
lieht inr die Fotnen der Genüge leistenden partieolären Integrale, sondern aoeh die 
Wertke mancher darin enthaltener constanter Parameter liefert nnd 
diess zwar theils ohne alle Rechnong , theils mit Hilfe sehr geriogfOgiger Reehnangsentwiek- 
bvgen, nnd so geschieht es, dass uns oft durch blosse Anschauung Naturgesetze kund werden, 
befor wir noch die Differentialgleiehnng integrirt haben, die deren Abdruck ist. Exponen- 
tialgrtssen mit ganzen oder gebrochenen, rationalen oder irrationalen Exponenten, spielen die 
Hauptrolle bei den eine OUTerentialgleichung erföllenden Formen und denkt man sieh ein 
Froduet aus einer solchen in eine algebraische, ganze oder gebrochene Function , und dieses 
entweder schlechtweg mit einer Constante multiplizirt, oder, in Combination mit ihnlichei 
Formen dieser Art , den Rechnungsoperationen des Differenzirens nach allgemeiner Ordnui^ 
zahl und des integrirens zwischen bestimmten oder unbestimmten Gränzen unterworfen, so 
hat man so ziemlieh ein Bild von den Formen, die auf diesem Felde zu erscheinen vermögen. 
Wir heben aus dem Inhalte der Formenlehre nur noch hervor , dass der erste , zum höchste! 
Differentialquotienten gehörige Coefficient simmtiiche Nenner verratiie , die in den einzdnen 
particuliren Integralen, gleichviel ob im Exponenten der Exponentielle oder andorwftrts, vor- 
koBBen, dass die Beschaffenheit der Exponentialgrössen und der Exponent derselben ans des 
Ordnungisudden der Coefficienten erschlossen werde und diess zwar mit Hilfe von Regeln, dio 
so einfach sind, dass es beinahe Wunder nimmt, wie sie bisher unbekannt bleiben konnten. 

D«r nichste, vierte Abschnitt dieses Werkes ist der Transformation 
der Diff«rentialgleichungen gewidmet und steUt sich, eben so wie das &hnli(Ae 
Capitd in den algebraischen Gleichungen, die Aufgabe: aus der voi^^elt^en Differential- 
gleichung eine andere abzuleiten , deren particulire Integrale zu jenen der vorgelegten Glei- 
chung in einer bestimmten Relation stehen. Dieser Abschnitt hat, das Studium zu erleichtern, 
eine besondere JSinriehtung erhalten , deren hier mit wenigen Worten Erw&hnnng geschehen 



moss: es eothalteD Dintlich die ersten Paragraphe s&mmtliehe TransfomfttioDen der Glei- 
ehangen, von weleken, bei der wirldiehen Int^ration dersellien, nfltziicker Gebraoch gemackt 
wird , in Anwendung auf einrachere Fälle , w&brend der allgemeine , dorek sekr eomplizirte 
Reeknangen zn entsprecbend weitläufigen Formeln fflkrende Fall einer zu transformirenden 
Differentialgleiebung der n'" Ordnung, den letzteren Paragraphen zugewiesen ist, die man M 
einem ersten Studium des Werkes, ohne dem Verständnisse wesentlich Eintrag zo thon, 
allenralls Oberschlagen kann. Die Bearbeitnng dieser letzten Paragraphe ist ein Verdienst des 
Herrn JosephDerffel, derzeit Assistenten für das Lehrfach der Physik am hiesigen k. k. 
polytechnischen Institute. Für die wirkliche Integration der Differentialgleichungen ist die Trans- 
formationslehre von ungleich höherer Wichtigkeit, als die Lehre von der Transformation alge- 
braischer Gleichungen für die Berechnung der Wurzeln, weil sie Mittel an die Hand gibt, eine 
gewisse Anzahl constanter, in den particulären Integralen vorkommender Parameter zu bestim- 
men und so die vollständige Berechnung derselben vorzubereiten. Der Ver- 
fasser nimmt sich vor, in einem Anhange zu diesem Werke eine kleine Sammlung der unent- 
behrlichsten in demselben abgeleiteten Formeln , zur Bequemlichkeit des Rechners , zu liefern, 
damit man Alles, was zum wirklichen Integrationsgesckäfte gehörig 
ist, an Einem Orte beisammen finde und nicht im Boche zerstreut aufzusuchen brauche. 

Wenn, nach den Ergebnissen der Formenlehre, die einzelnen particulären 
Integrale ihrer Gestalt nach erkannt und, nach jenen der Transformationslehre, 
aof die, der wirklichen Berechnung sich am besten anschmiegende Form gebracht worden sind, 
so ist noch übrig, sie beiläufig auf ähnliche Weise zu isoliren, v^e man die Wurzeln einer 
ilgebraischen Gleichung isolirt und sodann der Berechnung zu unterwerfen. Eine hiezu dien- 
liche Methode lehrt der fflnfte Abschnitt dieses Werkes, der sohin die eigent- 
liehe Integration der linearen Differentialgleichungen mit alge- 
braischen und rationalen Goefficienten in sich schliesst, in einem Sinne, 
der zwar bereits aus dem Gesagten einiger massen erheUt, hier aber doch näher erörtert 
werden mnss , damit man nicht etwa veranlasst werde , in dem Werke etwas Anderes zu 
suchen, als darin wirklich enthalten ist. 

Man kann sich das Integral einer linearen Differentialgleichung auf drei v e r- 
sehiedeneArten in eben so vielen Formen als auffindbar vorsteUei: die erste 



dicm Fornei ist die eieer oonvergireDdeD , nach aofstelgendeo Poteozea der onabhiDgigen 
Keriiderliehea geordneten Reihe, aof die wir in der Regel jede Function bringen können, 
u deren nunwisehem Wertbe ans gelegen ist. Wir benötzen nun diese Form im grgenw&r- 
tlgen Werlie zwv allwdings , z. B. zom Beweise d«r Existenz des allgemeinen Integrales, 
sind sog» zar genauen Discossion aUer deijenigen Fälle genöthigt, in denen eine solche 
RethoiNitwicklnng iinznlissig ist, benfltzen sie aber zar wirklichen Integration der Glei- 
ehongen nicht; denn, eben weil sie die allgemeine Form ist, die jede Function annehmen 
kann , so ist sie aach die andorehsichtigste, d. h. die zar BestimmiiDg der speciellen Eigen- 
schaften der Functionen am wenigsten dienliche. Welch' ein ein Faches Bild macht sich das 
nathematisehe Anschannngsvermögen ¥on einem Sinns , Cosinus oder einer Exponentielle — 
■ai bringe diese Functionen in die Alles ^eichmachende Reihenrorm nnd alle analytischen 
Eigeisehaften : Periodicitit , Maximum-, Null-, Minimum- Werthe, unendliches Wachsen oder 
Abnehmen gegen eine bestimmte Gr&nze hin oder ober alle Giinzen hinaus, sind dem Auge ent- 
schwanden. Man gewinnt daher sehr wenig damit , wenn man die pariieoiiren Integrale einer 
Differentiidgleiehang in einer solchen Reihenrorm ermittelt bat, wiewohl aus einer solchen Reihe 
der numerische Werth der Function, (ur irgend einen bestimmten Werth der unab- 
Un^gen Veränderlichen, mit beliebiger Genauigkeit ermittelt werden kann ; denn der numerische 
Werth ist es nicht, den wir suchen — dieser nimmt vielmehr Thell an der Willkürlichkeit der 
Integrationsconstante — der analytische Bau des particuläreu Integrales ist es vielmehr, 
den wir als den Ausdruck des in demselben enthaltenen Naturgesetzes ansehen müssen. 

Eine zweite Form, in der man sich das Integral einer linearen üilTerentlal- 
^eiehang vorhanden denken kann, ist die geschlossene, wie wir sie für Gleichungen 
der ersten Ordnung besitzen ; sie deutet an, durch welche Rechnnngsoperationen man die 
Gleiehangseoefficienten, allgemein and ohne Rücksicht auf ihren speciellen Bau, zu verknüpfen 
habe, an die entsprechenden particulären Integrale zu erhalten. Auch solche geschlossene 
Formeln werden im gc^nwirtigen Werke nicht gesucht, ja man vermuthet sogar, dass sie 
fär Differentlal^elchungen der zweiten und höheren Ordnungen unmöglich seien — der 
Danöglichkeitsbeweis , der den ähnlichen Beweisen von R u f f i n i oder Abel analog w&re, 
wird aach nicht gegeben, was eine Lücke in diesem Werke ist, deren Ausfüllung jüngeren 
Talenten flberlassen wird, die auch vermuthlich mehr Dank dafür einernten werden. 

c* 
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Eadlich llsst sich noch eine dritte und letste Methede der Int^rfttiei 
Uiearer Differentialgieiehongen deniten, die einerseits die darehsichtigsten aller analytisehei 
Fomen) d. h. Biponentialgrössen, trigonometrische Functionen, nach absteigenden Potenzen 
der onabhingigen Verioderlichen geordnete, endliehe oder nnendliehe Polynome, denen die 
Eigenschaft Eokömmt, Ton einem gewissen Werthe dieser Ver&nderlichen an das Zeichen 
nicht mehr zd ftttdem n. s. w., zn Grande legt, andererseits aber sieh dem Jedesmaligen 
apeciellen Baue dw Coeflncienten anpasst and nicht nar eine andere wird, sondern anch 
10 anderen wesentlich verschiedenen Formen führt, wenn sich der Co^cientenbau anders 
gestaltet, ond eine solche Int^ationsmethode ist es, die man in diesem Boche ausein- 
andergesetit findet und die auch zu ihrer Bindung wesentlich einer Formen- und 
Transformationslehre bedurfte. Stellt man die analytischen Ausdrficke, in denen unendliche 
Eeihen Torkommen, dei^enigen gegenfibtf, wo solche nicht vorhanden sind, und nennt 
man letztere, im Gegensatze zu den ersteren, geschlossene Formen, so führt 
unsere Integrationsmethode zu solchen, so oft sie vorhanden sind, was äbrigens 
der Flui ist unter unendlich vielen verschiedenen Bedingungen, in der Regel besagend, 
dass ein, aus den constanten Parametern, die in der Diiferential^eichuog vorkommen, 
gebildeter Ausdrack, eine ganze Zahl sei. Unsere Methode führt ferner zu verschiedenen Formen 
der particuliren Integrale, deren Verbindung untereinander, oft nur durch Gebilde wie ^ 
vemittelt und ans welchen der Analyst die ihm am meisten zusagenden w&hlen wird. 
Nach dieser unserer Methode erscheinen nun alle Differentialgleichungen von linearer Form 
und mit algebraischen und rationalen Coefficienten als integrirbar, unter der, sich ohnehin 
von sdbst verstehenden Bedingung, dass die untergeordneten Reehnungsopera- 
tio neu, die sie erheischt: Auflösung höherer Gleichungen, Quadraturen u. s. w. prae- 
tisch durchführbar seien, was wohl in der Regel bei solchen Differentialgleichungen 
der Fall sein wird, die das wirkliche Eigebniss eines mathematischen oder physikalischen 
Probiemes sind, wfthrend sich andererseits ohne allen Anstand F&lle von Differentialglei- 
dmgen winden denkt» lassen , etwa mit einer grossen Anzahl unbestimmter darin enthal- 
tener constanter Parameter und von hohem Grade, die man, we^en der Undnrehflkhrbarkeit 
der unteigeordneten Rechnungsoperationen, nur insofern als integrirbar wird ansehen 
können, als man sich diese Rechnungsoperationen als durchführbar denkt; man wird nimlich 
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mgeflhr so reden mflssen: ,4)iese» fQr mich Qnaoflüsbftre, algebraische Gleiehong habe die 

Wonelii a,, a,, a, , SO Werden die partiealiren Integrale die and Jene sein, wenn 

unter den Woneln die oder Jene Relationen Statt finden;" man wird sieh dann in eine 
üniahl Yon Distinctionen Terwickelt sehen , die Formen der partienliren Integrale werden, 
oft bei der geringsten Anderong, angebracht an den eonstanten Parametern der DUferen- 
tiai^eiehang, sich, wie die Bilder eines Kaleidoseopes , in andere wesentlich versehiedene 
verwandeln and deijenige, der eine solche Differentialgleichnng von höherer Ordnung za 
integriren antemimmt, wird eine Ihnliche Arbeit damit haben, wie wenn er aUe Curven 
von irgend einer a. B. der vierten , FQnrten., sechsten , . . . Ordnong aufz&hlen wollte. Es 
versteht sich diess Alles im Grande von selbst und ist eine natürliche Folge der inhalts- 
schweren Sprache, welche die Analysis hier spricht ond kraft deren eine Jede Differential- 
gleiehang als ein Satz erseheint , der so viel ond so Mannigfaltiges sagt , dass man mit 
seiner Aasl^og oft Binde zo fQllen vermöchte. Der Verfasser ist nicht im Besitze von 
mehr als Einer Integrationsmethode dieser Art, glaubt Jedoch davon flberzeugt zu sein, 
dass man deren in der Folge mehrere finden wird, die Je eigene Vortheile darbiethen und 
sieh gegenseitig gewissermassen erginzen werden auf ähnliche Weise, wie diess mit den 
Approximationsmethoden zu den Wurzeln der algebraischen Gleichungen der Fall ist. Diese 
Methoden können sich, der Natur der Sache nach, nur unterscheiden in der Art, wie die 
Sonderong der particuUren Integrale von einander bewerkstelligt wird , um dieselben dann 
entweder einzeln oder grupp^iweise zu bestimmen, so zwar, dass die zu eineriei Form 
gehörigen zusammen berechnet werden. Die hier vorgetragene Methode der Sonderong grün- 
det sich im Wesenflichen darauf, dass man die F&Ue benötzt, in welchen die Analysis 
sdbst unter den particul&ren Integralen einen Unterschied macht, d. h. wo sie dieselben in 
Form von Reihen, geordnet nach aufsteigenden Potenzen der Variablen, zu liefern ver- 
weigert Man erzieltdaon, gehörig verfahrend, ein nach absteigenden Potenzen 
geordnetes Polynom, indem man eine solche Reihe wie die, deren eben Erwähnung 
geschah, zu verlangen scheint. Die so erzielte Form biethet aber den dreifachen grossen 
Vortheil: gelegentlich von selbst abzubrechen bei irgend einem Gliede, unter unzähligen 
Bedinpngen ; so sie nicht abbricht und nur Oberhaupt convergent ist, desto rascher zu 
eonvergiren , Je grösser der Werth der unabhängigen Veränderlichen ist ; endlich , von 
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irgend einem Wertlie der letzteren angefangen, fortw&iirend einerlei Zeichen beisobebalten. 
Wir bel(ommen sonach die geschlossene Form so oft sie existirt ond 9 wenn sie nicht vor- 
handen ist , mindestens einen Aasdniclt, der in den meisten Fäilen dieselben Dienste leistet. 
Erschwert wird das Integrationsgeschift dorch den Umstand, dass in der Differentialglei- 
chung als Coefflcienten nicht lauter Zahlen, in welchem Falle die Integration keinerlei Schwie- 
rigkeiten biethet und alle Unterscheidungen und Formänderungen der parliculiren Integrale 
wegfallen worden, sondern auch unbestimmt gelassene Buchstaben -Parameter vorkommen; 
diess macht , dass unsere Methode eher mit der Auflösung solcher algebraischer Gleichungen, 
die in ihren Coeificienten derlei unbestimmte Parameter enthalten, Ähnlichkeit gewinnt, und auch 
wirklich die Auflösung solcher Gleichungen erheischt, wobei man es noch als einen günstigen 
Umstand betrachten muss, dass solcher unbestimmter Parameter, wenigstens in all' deigenigen 
Fällen , wo ein wirkliches practisches Problem vorliegt , in der Regel nur eine beschränkte 
Anzahl auftritt, die noch flberdiess die Bedeutung von Druck , Spannung , Dimension u. s. w. 
haben, in Folge deren sie den Werthen nach, die sie anzunehmen vermögen, begränzt erscheinen. 
Da der grösste Theil derjenigen Differentialgleichungen, zu welchen man in der 
Theorie des Lichtes , Schwingungen elastischer Körper u. s. w. gelangt , partielle und zu- 
dem noch in grösserer Anzahl vorhandene sind, so würden die hier zur Sprache gebrach- 
ten Methoden nur Halbes leisten, wenn sie nicht auch die Anwendung auf Systeme 
von mehreren Differentialgleichungen und namentlich auf partielle gestatteten. 
Der sechste Abschnitt zeigt die Art dieser Anwendung mit ausschliesslicher Berück- 
sichtigung derjenigen Formen, die bei mechanischen Problemen wirklich vorkommen d. h. 
Differentialgleichungen 3 ra an der Zahl , wenn es sich um n sich g^enseitig durchdrin- 
gende Systeme von materiellen Puncten handelt, mit 3» abhängigen Veränderlichen, die 
in der Regel die Bedeutung von Projectionen kleiner Verschiebungen aus der Ruhelage auf 
3 Coordinatenaxen haben und 4 unabhängigen Veränderlichen : 3 Coordinaten nämlich und 
der Zeit, mit Berücksichtigung ferner der ähnlichen in der Wärmelehre vorkommenden 
Formen. Der Weg, den man hier einschlägt, ist der allgemein bekannte, schon von 
d'Alembert bei den Schwingungen gespannter Saiten betretene; man sucht sich näm- 
lich Genüge leistende particuläre Integrale zu verschaffen, die zugleich die Eigenschaft 
haben , einzeln die Bedingungen an den Gränzen des materiellen Systemes zu erfüllen ; 
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ih sodann in denselben noch flbrigbleibenden willkürlichen Constanten socht man so za 
wlUen, dass das gefundene Integral auch den anfänglichen Errcpngszustand repräsen- 
tirt. Hlebei wird die, allen Analysten hinlänglich bekannte, seit d*Alembert von 
PoissoB, Foorierond anderen Mathematikern vielfältig verwendete Methode in An- 
wndnig gebracht, welche darin besteht, dass man das gewonnene und fflr den anfäng- 
lichen Werth der Zeit / genommene Integral, mit einer entsprechenden Function der Coor- 

I 

dinatei mnltiplizirt und dann, behufs der Coeflicientenbestimmnng, der Integration zwischen 
geviissen Gränzen nnterwirft. Diess ist ein längst bekanntes Verfahren, zu welchem dem 
T^asser nur firigendes ihm EigenthQmliche hinzuzuthno Gelegenheit gebothen war: Er 
Uess d i e moltiplliirende Fnnction eine unbestimmte sein , wendete sich zur Bestimmung 
derselben an die Diflbrentialgleichung oder das System von solchen selbst und fand sie 
dureh Inti^ation einer ähnlichen Differentialgleichung oder eines ähnlichen Systemes wie 
das voigelegte , d. h. von •derselben Ordnung , nur mit anderen Coefficienten und entdeckte 
zwischen diesen Gleichungen ein gewisses, zur Bestimmung jener Constanten dienliches 
Reeiproeitätsverhältniss. Diesem Abschnitte . liegen daher wieder die schönen 
Arbeitet franzSsiseher Mathematiker zu Grunde, deren elegante Methoden der 
Verfasser nur erweitert and seinen Zwecken angepasst hat 

Die bekannten , glanzvollen Integrationsmethoden , besonders partieller Differential^ 
^eichnngen, von Lagrange, femer die von Pf äff hemlhrende nnd von Jacobi vollen- 
dete, ingleichen die schönen Untersuchungen von S t u r m und L i o u v i 1 1 e auf diesem Felde, 
welche die Ermittlung der Eigenschaften des Integrales einer Gleichung der zweiten Ordnung, 
ans eben dieser Gleichung selbst: und ohne Integration, zum Zwecke haben , sind in diesen 
Buche, wiewohl wir diese Arbeiten zu den herrlichsten Erzeugnissen des menschlichen Geistes 
lählM nnd eine neue zusammenhängende Darstellung derselben gerade jetzt fttr sehr ver- 
dienstlich hiUten worden, lediglich aus dem schon früher zur Sprache gebrachten Grunde nicht 
aufgenommen , weil alle diese Lehren zur Begründung der unseren nicht unumgänglich noth- 
WNidlg erscheinen. 

Die Erfahrung aller Zeiten hat gelehrt, dass umfangreichere und einen einzigen 
Gegenstand im Zusammenhange verfolgende mathematische Werke, zu denen wohl auch 
das voiii^ende zq zählen ist, sich äusserst langsam und oft erst nach mehreren Decen- 
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■teil Eingang verschaffen. Einzelne praetiselie Beispiele sind ein geeignetes bimu. 
diese Frist abzolcflnen nnd es ist liier aocli doreliaDS nicht schvirer» eine Aoswahl von 
solchen aas den Gebtethen der Mechanik nnd Physik zo treffen, nachdem es der 
onintegrirt gelassenen DifferentiiUgleichungen bei den interessantesten ündulationsproblemen 
eine gar nicht onbetr&chtliche Anzahl gibt Allein die Einschaltang solcher Beispiele würde 
dieses Werk za einem angewöhnlichen Umfange aasgedehnt and ihm Jenen rein analytischen 
Character genommen haben, den festznhalten wflnschenswerth wsehien. Man wird daher 
in demselben nur die einfachsten nnd nar so viele Beispiele gewahren, als zur Begrfin- 
dang and znm Verstindnisse der Lehren nothwendig erachtet wurde. Dm jedoch dii^enigen 
Leser, die sieh mit dem neaen Gegenstande angel^entlicher zo beschlftigen Last haben, 
in ihren Stadien za anterstfltzen and durch DarUethong gezogener Anwendungen ferner 
anzuregen, hegt der Verfasser die Absicht, eine Reihe einzelner Abhandlungen, die 
verschiedene bisher noch anerörterte Seh wingungsprobleme zum Gegenstande haben sollen , 
und wf^en des Vorkommens linearer Oifferentialgleichangen mit verinderiichen Coefficieaten 
hiehergehörig sind, dem. Werke nachfolgen zo lassen, von denen die erste sp&testens mit 
der dritten und letzten Lieferung dieses Werkes zogleich erscheinen wird. 

Legt man auf die Freiheit von Druckfehlem einigen Werth und sollte man flnden, dasf 
voriiegendes Buch diese Eigenschaft in höherem Grade besitze, als es gewöhnlich der Fall is/ 
so wftre diess ein Verdienst degenigen Schfller des Verfassers, welche die listige und zel 
raabende Arbeit der Correctur mit dankenswerther Bereitwilligkeit fibemommen haben. • 
Betheiligt haben sich daran, nebst bereits genanntem Herrn J. Derffel, dem der grösste T' 
der Arbeit zufiel, die Herren Dr. L Heger, F. Langer und Dr. J. Zampieri. 
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Einleitung. 

8. 1. 
Allgemeine Vorbegrirfe. 

Oleiehongen , in welchen gewisse veränderliclie Grössen : £, ij, , die man als Functionen gewisser 

anderer: x, y, ..... Iietrachtet, sammt iliren, nach diesen letzteren genommenen Differentialqnotien' 
tei Torkonunen« heissen Differentialgleiehnngen. Ihre allgemeine Form wire: 

„/ dS dl} dS . tTS \_ 

*r'^ ^•'^ di'di'd^^'d^' )~°' ^^^ 

Sie heissen partielle Differentialgleichungen, wenn in denselben partielle Difleren- 
dalquotienten, genommen nach mehren Veränderlicl^en erseheinen. Der höchste der darin vorkommenden 
Oiferentialqaotienten hesünimt ihre Ordnungszahl Diejenigen Variablen, die als Functionen von 
anderen ketraditet werden, heissen abhängige, die anderen, als deren Functionen man die ersteren 
ansieht« heissen unabhängige Veränderlidie. Linear ist die Gleidiung dann, wenn sie, nach den 
abhängigen Veränderlichen und ihren Differentialquotienten geordnet , nadi diesen nur entweder Glieder 
der ersten (Mnung oder von Einer Dimen«on, oder solche Ton der Ordnung Null, d« h. die die abhäif- 
gige Veränderlicdie gar nicht enthalten, darbietet. In einer Differentialgleidiung müssen daher minde- 
stens zwei Veränderliche vorkommen. Eine abhängige und Eine unabhängige. Nennt man erstere y, 
letztere a:, so ist die allgemeine Form einer linearen Differentialgleichung von der n^n Ordnung mit nur 
zwei Verändtf liehen folgende : 

unter A„, Xn.^, ... X« und F{x) beliebige Functionen von x verstanden, die kein y enthalten. 

Wir werden uns in diesem Werke vorzugsweise mit solchen Differentialgleichungei^ bei denen 

namentlich die Coeffiieienten A„, X^^^ X^ algebraische und rationale Functionen von x 
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«od, beschäftigen und fuhren, der Kfirze wegen, fär die Differentialquottenten Ton y folgende bequemere 
Bezeichnungen ein : 

deren Gebrauch die Gleichung (2) auf die Form bringt : 

(*) -X«y^"'+X»-.y'"-'+ JC^y^"-^+ . . .. +=X.y'+X.y=F(a;), 

und nach welcher y^^^ mit y schlechtweg gleichbedeutend ist 

Jede Function von x^ die anstatt y gesetzt die Gleichung (2) identisch macht, nennt man ein 
Integral derselben. So viele von einander verschiedene Ausdrucke dieser Art es gibt, so viele Inte- 
grale hat also die Gleichung. Diese Integrale auffinden heisst: die Gleichung integriren. 

Man kann sich sehr leicht in dem einfachsten , unter die Form der (2) fallenden Beispiele : 

(5) S = ^(*> 

Überzeugen , dass es eine Unzahl von Integralen einer Differentialgleichung geben könne , denn hier kann 
man sich den Werth von y direct, durch nmaliges Integriren an der Function F(x)dx^ angebracht, 
verschaffen. Erhält man durch eine solche Operation einen Werth o (x) , so wird offenbar auch : 

der Gleichung Genüge leisten, unter C«, C^, ... Cn.^, n willkfirliche Constanten verstandeu 
die man ganz nach Belieben wählen und durch deren andere und andere Wahl man eine unbegrinzt 
Menge von Ausdrucken wird erzeugen können, die simmtUch die Eigenschaft ab Integrale Genflf 
zu leisten, besitzen , die aber alle in der allgemeinen Form (6) enthalten sind, und aus Ihr durdi Specl 
Usirei der Werthe der Constanten hervorgehen. Es Usst sidi vorderiiand vermuthen, dass überhaupt i 
IHferentialgleichungen der n^ Ordnung solche mit n willkürlichen Constantei versehene Integrale 
kommen — man nennt sie: allgemeine Integrale, dagegen di^enigen Ausdrücke, weldie aus 
allgemeinen Integrale dadurch hervorgehen, dass man allen oder einigen der darin vorhandenen Consta 
bestimmte Zahlenwerthe , z.B. beilegt, particulfire Integrale genannt werden. 

Die analytische Erfahrung hat gezagt, dass eine Gleichung wie (4) leichter integrirt v 
wenn F(x)=0 ist, und dass man aus dem Integrale der Gleichung, in welcher diese Functio 
schwindet , sich jenes der anderen , in welcher dieselbe von der Nulle verschieden ist , zu verscha 
Stande sei. Diess begründet eine Eintheilung der Differentialgieidiungen inreducirte und com 
bei den ersteren ist nämlich der zweite Theil Null, bei den anderen ist er F(xy 
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tak^gration d«r ÜMsrai Differeitial- imd DüDranee-Gleiekugeii der erstell Ordaug. 

Biehten wir zuerst nnsere Aufmerksamkeit auf die einfachsten linearen Differentialgleichungen, 
namlieh die der ersten Ordnung. Die Form einer completen Gleichung dieser Art ist: 



und die der reducirten: 



^^^+^'y=o. (8) 



Die Integration der letzteren ist unschwer. Man bewirkt nämlich alsogleich eine Sonderung der 
Variablen und erhält : 



integrireiid 






'^^c J x[^" 



oder: 






(») 



C dM wflOcfiriidie Conatante Terstanden. 

Wir erbauten alao hier das Integnil «her reduzlrten Offisrentialgleiebiuig der ersten Ortoung 
in Form eines geschlosseaeB Ansdnekes, der «• im WeseBtUeiMn sagt, welche RechnungsopenttOBei 
SM nritde» Coefleientm X^ nid X^ fonmdimen habe, mn das gesuchte integral zu erhalten, was audi 
obrigens der Bau dieser CoefBcienten sein mag , und der Umstand , 4a6e eben diese RechaungsoperatkmeB 
nicht Inuner , Ja nur in sdtenen spedellen Fällen in anderer als Reihenform durchgeführt werden können , 
hindert uns gigr nicht den Ausdruck einen geschlossenen zu nennen, so wie wir überhaupt in der 
Analysis eine Redmungsoperation als durchgeführt ansehe» wenn wir de auf andere Rechnungsoperatio- 
nen untergeordneter Art zuruckgefohrt haben , gleichviel ob letztere ein geschlossenes Resultat liefern 
oder nidit. So betrachten wir die Wurzeln einer höheren algebraischen Gleichung als aufgefunden , wenn ' 
wir ihre Berechnung von den Rechnungsoperationen des Potenzirens und Radizirens abhängig gemacht 
haben , und so sehen wir auch eine partielle Differentialgleichung ffir intc^^ an , wenn es uns gelungen 
ist, ihre Integration auf die änderer nicht parüell^r Differentialgleichungen zurfickzufShren. Genau auf 
dieselbe Weise halten wir den eben gewonnenen Ausdruck für einen geschlossenen, und heben an demsel- 
ben die Eigensdiaft noch besonders hervor, dasa die Rechnungsoperationen, denen die CoefÜcienten X^ 

1 • 
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und X^ zu unterwerfen sind, um das Integral zu bilden, bei allen möglichen Formen derselben sich nicht 
ändern , sondern stets dieselben bleiben. Es werden uns später geschlossene Formeln von anderer Art 
begegnen * die mit der eben gewonnenen das gemeinschaftlich haben , dass die Auf findnng des Integrals 
auf die Ausfuhrung von Rechnungsentwicklungen niedrigerer Ordnung : Auflösung von höheren algebrai- 
schen Gleichungen, Integration gewöhnlicher Differentialausdräcke, sogenannte Quadraturen u. s. w. redu- 
zirt wird, die sich aber von ebenderselben dadurch unterscheiden, dass sie eine bestimmte Form 
der Coefficienten voraussetzen und eine Änderung, ja eine vollkommene Umgestaltung erleiden, 
wenn die Coefficientenform eine andere wird. 

Ein gewisses , dem menschlichen Geiste seiner Natur nach inwohnendes Streben nach Allge- 
meinheit macht, dass wir den geschlossenen Formen der ersten Art, so oft solche vorhanden sind, einen 
höheren Werth beilegen; demungeachtet ist es bis jetzt den Analysten nicht gelungen eine ähnliche 
' Formel für die Gleichung der zweiten Ordnung: 

aufzufinden , welche darthäte , wie sich das Integral aus den Coefficienten X^ , X^ und X, construiren 
. lasse. Dieser Umstand einerseits , und die mannigfaltigen Formen geschlossener Formeln der zweiten Art, 
die offenbar als specielle Fälle in der ersteren, so sie vorhanden wäre, enthalten sein mussten anderer- 
seits , machen es sehr wahrscheinlich, dass eine solche geschlossene Formel gar nicht existire. Der Beweis 
der Nichtexistenz , den man bisher zu fahren noch nicht versucht hat, wurde gleidiwohl auf diesem Felde 
genau denselben, ja vielleicht einen noch höheren Nutzen gewähren, als der Beweis des Nichtvorhanden- 
seins geschlossener algebraischer Formeln für Gleichungen , die den vierten Grad übersteigen, und wurde 
einer kommenden Generation von Mathematikern manche uunutze Muhe ersparen. Wir empfehlen daher die 
Aufsuchung dieses wichtigen Beweises allen jüngeren Talenten , die ihren Beruf für die Hefisimiigste aller 
Wissenschaften durch eine glänzende und nützliche Arbdt zu bethätigen Lust haben. 

Aus dem gewonnenen Integrale der reduzirten Gleichung lässt sich jenes der eompletei ohne 
Muhe ableiten. Es erscheint ersteres in der That in der Form: 

ein Ausdruck , in welchem C eine wiOkMiche Constante und 



(10) 



-f- 



dx 



ist Setzen wir das Integral der completen Gleichung (7) als auf dieselbe Form gebracht voraus, so, dass 
f&r sie 

(II) y=^yi 
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ist , 90 wird L nicht mehr eine (instante , sondern eine , annoch zu bestimmende Function von x sefül 
Diese zu ermitteln, substituiren wir dea Ausdruck (1 1) in die Gleichung (7) und erhalten:: 



L{x^^+X.y)+X,y^^=Fix), (I«) 



Der Coefficient von L ist hier der Nulle gleich , weil y^ ein der reduzirten Gleichung genfigen- 
der Werth ist ; wir erhalten daher kürzer : 

dL _, . ^ ^ _ rF(x) 



X,y,—=Fix) njaL=rf £^dx + C 



also das btegral der MmpIeteD Glddrang: 

9=C!f,+9, f^dx; ' (13) 

es setzt sich, wie man sieht, aus zwei Theilen zusammen c dem, mit einer willkürlichen Copstante ver- 
knüpften Intqprale der reduzirten Gleichung und einem zweiten Ausdrucke , der keine Constante enthalt 
und die Eigenschaft hat, der completen zu genügen. Han konnte den letzteren auch eine besondere 
A uflo SU ng dieser eompleten Gldehung nennen. 

Das hier entwickelte Verfahren passt nicht nur auf Differentialgleichungen , sondern ist auch 
anwendbar bei , der ersten Ordnnng angdiSrigen Glei<dinngen mit endlidien Diffwenzen « wie etwa : 

Jy+Xy = Fix). 0*) 

Man wendet sich zuvörderst an die rednzirte Gleichung: 



und zieht ans ihr: 



diess gibt sodann : 



^Jf+-Xy=0, (»*) 
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y=^^ii09{f-X)i ^16) 



WQ unter ^ eine periodische Function von x verstanden wird , die sich nicht ändert , wenn man diese 
Variable um ihr Increment Jx vermehrt Dieses Integral der reduzirten Differenzen-Gleichung wird nun 
in das der completen dadurch verwandelt , dass man den periodischen Factor ^ in einen andern L ver- 
wandelt , jffir w^Kehen eine leicht durchzuführende Rechnung folgenden Werth li^rt : 

F(x) 



L=il>+2 [£^ir2t'«ir(-JC)]J 



4 I. Ab«cliiill. 

]mA Meraoi : 

Audi dieses Int^ral der eompleten Differenzen - Gleidiiing liesteht ans dem der redozirten und 
efaier besonderen Auflösung der completen. 

Beweis der Existenz oad allgemeioe Form des lotegrals einer linearen DüferentialgleieliDng 

der n^ Ordiong. 

Wiewohl wir ähnliche Formdn, wie die im Torigen Paragraph eAtwieketten, fSr die bUigrale 
der linearen Differentialgleichungen der zweiten und der hSheren Ordnungen nicht mehr besitzen, so lässt 
sich doch zeigen , dass eine jede lineare DifferentialgldchBng tob der Ordnung n ein allgemeines, mit n 
wOlkfirlichen Constanten yersehenes Integral zulasse , von folgender Form : 

(18) Sf=C,f,4-e,f,+ .., +Cn9n + B. 

wo C^, C,, Cji die n wülkflrlichen Constanten, yi« y.« ... y« aber n von einander verschie- 
dene Functionen der unabhSngigen Yerfinderlichen x sind , die man sich , eben so wie den , eine b e- 
sondere Auflösung der completen Gleichung yörstellenden Ausdrudc A, wenn audi nicht in 
anderer , doch mindestens in der Form tou Converglrenden Reihen wird verschaffen können. Um diess zu 
beweisen nehmen wir die Gleichung (2) oder (4) des i. 1 vor, denken uns dieselbe durch X„ dividlrt 
und ertheilen ihr somit die folgende Gestalt : 

bemericen dann andererseits, dass die allgemeinere Mac -La nri nasche Formel jede Fnnetion y von x in 
Form dner Reüie liefere « wie folgt : 



m 



(x—aY (x—aV 



, ,.(.-.> (x-g)-' rn, i<t-ay ,^., jx-ay 

' 1.2.3...(n— 1) ' 1.2.3...n ' 1.2.3. . .(f • 



' wo y, /, y", . . . die Werthe sind, welche 2f« Sf'« S^t . • • erhalten, wenn man in ihnen x=a sc 
Man denke sich jetzt die Gleichung (19) mehrere Male hintereinander ins Unbeschränkte differenzirt, 
in die so ertialtenen Ausdrucke fBr die successiven Differentialquotienten 

die Werthe aus den varho^eaden GMelHngei gMetzt, s» wird man offisnkar für jedea dereellien 
l>ezfiglicb der Differentialqnotienten von y linearen Werth von der Form erhaltm : 

(81) y'^^=M^,y^*-*^-{-M^ir*'*^-{-H^l^'^^-\' .... -\-M,y-^N, 
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ter dann« «of dMi Wege derabenwHgcn DiffmenllatiM «nl Snbstitatien dte WertlM» aus der Gleieluing 
(19), den Dächtt hökerea DUtereatM^Mienten Defera wird: 



-{-JU^X^I -4-Jlf^,X^I +M^X^ 






.1 



Setzen wir in allen erhaltenen Gleichungen anstatt x die Grßsse a , eine Substitntion, die wir, 
dem bereits Gesagten gemiss dadurch andeuten, dass anstatt der 

y* jf% Jt üft -ST, 

M stehen kSount: 

80 erhalten wir sänuntUche Coeffidenten der, die Entwicklung von y gebenden Mac-Laurin*8dien Por- 
nel (20) bis auf die n ersten, zu deren Bestimmung kein Büttel vorhanden ist, die somit eben so vide 
Constanten vorstellen, deren Werthe aus der Differentialgleichung selbst nicht abgeldtet werden können, 
wohl aber aus den Nebenbedingungen der Aufgabe, die zu derselben geleitet hat, die somit so lange , als 
von solchen Nebenbedingungen keine Rede ist , als ganz willkfirliche Constanten dastdien. Nach diesen 
Constanten nun kann der in Rdhoiform vorkommende Werth von y geordnet werden, und gibt so geord- 
net offenbar dnen Ausdruck, wie der (18) , den wir als allgemeine Form des Integrals einer Differential- 
gidchung von der n^" Ordnung aufteilt haben , und in welchem die y^ , jf. , .... y« zuniehst eben- 
fdls in Rdhenform erschdnen. 

Damit nun aber eriielle, dass diese Reihen wirklich gewisse bestimmte Functionen 2fi« ^t « • • 9« 
von X darstellen, wird es nothwendig sein zu zdgen, dass de convergiren, wenn auch nicht fBr alle 
aSglichen Werthe von a und in beliebiger Ausdehnung der Werthe von Xy doch mindestens fir 
gewisse a und für solche ar ^ die Innerhalb , in endücbem Abstände von einander befindlicher Grinzen 
liegen; denn es ist allgemein bekannt, dass die Mac-Laurin*sche Reihe für gewisse Werthe von a, 
Sr welche die Function, die sie darstellt, endlich oder stetig zu sein aufhört, unendliche Coeffi- 
denten bekomme , und somit unbrauchbar werde. Diess nöthigt uns solche Werthe von a im Vorhinein 
auszuschliessen, für welche die eben genannten CeefQcienten unendlich werden. Auch ist es genfigend, 
wenn diese Reihen erst in ihren spatesten Gliedern zu convergiren anfangen. Weil nun aber, selbst 
unter diesen Beschrfinkungen , der Beweis der Convergenz einige Ueberlegung erhdscht, so wolleA 
wir ihn vor der Hand nur fir soldie GIdchungen, die wir zu behandeln gedenken, das hdsst: mit 
algebraischen, rationalen und ganzen Coeffidenten durishfBhren , und unterscheiden, um die fblgendeC 
Betraehtuiq^en ibersichtUcher zu machen, folgende zwd FHle: 



(*•) 
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Erstens. Den Fall, wo sammtliche in der Gleichung (21) vorkonunende Coefficienten 

Mn^^, ^n-t« ^0« ^ ffir x=a endlich bleiben« was aneh uwer t bedenten mag. 

Zweitens. Den Fall, wo diese Coefficienten mit t ins Unendliche wachsen, oder auch, bei 
dem unendlichen Wachsen von 9, in einen Zustand des Schwankens zwischen endlidien und unendli- 
chen Werthen gerathen. Diesen letzteren Fall zerl^en wir abermals in zwei andere, nämlich: 

ä) den, wo in der, durch Division ndt X^ auf die Form (19) gebraditen Differentialgleichung, in 

Folge des Umstandes, dass X» constant ist, sammtUche Coefficienten X^^^^ ^j^hi« -^o 

ganze Function von x sind; 
h^ den, wo dieselben als rationale gebrochene Functionen von x erscheinen. 

Im ersten Falle lässt sich die Convergenz der Reihen, von denen die Rede ist, ohne Schwierig- 
keit darthuen. Dcfun, sind sämmtliche mit dem Buchstaben M bezeichnete Grossen fär a:=a endliehe 
Zahlen , so wird es unter ihnen offenbar entweder eine grSsste geben, oder eine gewisse endliche Gränze, 
die sie far keinen Wertb von t überschreiten. Wenn wir nun dieses , numerisch und ohne Rücksicht auf 
das Zeichen grosste üf , oder diese Gränze , anstatt aller diesen Namen tragenden Coefficienten schreiben, 
sie einander gleich machend , so erhalten wir aus diesen letzteren zusammengesetzte Reihen , in denen 
sämmtliche Glieder grösser oder mindestens eben so gross sein werden, als die der anfänglich vorliegen- 
den. Lassen sich also erstere , durch schickliche Wahl der Werthe von x — a innerhalb endlicher Grän- 

zen, convergent machen, und zwar ohne Bficksicht auf das Zeichen ihrer Glieder , d. h. selbst dann, 

■i ■ 

wenn die etwa wechselnden Zeichen in dieselben verwandelt werden , so wird Gleiches um so mehr von 

• •• 

den letzteren zu sagen sein. Nun sind aber die ersteren, durch Gleichstellung aller M erzeugten Reihen, 
offenbar mit der für die Exponentielle : e"^ geltenden identisch , multiplizirt nur noch mit einem Factor 
wie ilf C, da aber diese (ur jeden Werth von x — a convergirt, so werden offenbar um so mehr dicge- 
nigen Reihen convergiren, für jedes x — a^ die die Entwicklung der particulären Integrale 2^^, 2^.,. . • «Sf«! 
darstellen, wenn sich nur darthuen lässt, dass alle mit üf bezeichneten Coefficienten endliche Werthe 
haben , was auch t bedeuten mag. Da sich aber diese Annahme nur in seltenen Fällen verwirklichen wird , 
zum Exempel : im Falle , wo alle Coefficienten der Differentialgleichung constant sind , so gehen wir zu 
den ungleich wichtigem beiden übrigen Fällen und namentlich zum ersten derselben , dessen unter a^ 

Erwähnung geschah, über, betrachten mithin die Coefficienten X|^^, X„.,, X^ in der (ileichung 

(19) als ganze Functionen von x. 

Wenn nun derjenige von ihnen, dessen Ordnungszahl entweder die grosste ist , oder weuig- 
sletfs von der eines anderen nicht fiberschritten wird, der m^ Ordnung angehört, also die Form hat: 

X=B««* + B^,a:-^*+ +B., 

so können wir auch alle übrigen von eben derselben Form voraussetzen , wenn wir nur zugeben , dass 
gelegentlich einige der B genannten Coefficienten , oder auch alle, der Nulle gleich sein können. Femer 
werden sämmUicbeüf in der Gleichung (21) auch als ganze Functionen von x erscheinen aus demGmnde, 
weil die ganze Beschaffenheit der Coefficienten in (21) die ähnliche Eigenschaft derer in (22) zur umuit- 
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telbaren Folge hat , weil also diese ganze Beschaffenheit sich von jeder Gleichnng die einen Differential- 
qnotienten von y liefert , auf die nächstfolgende übertragt Es erscheint also jeder der mit M bezeichne- 
ten Coefficienten , was auch t bedeuten mag, unter folgender Gestalt: 

M=A^x^+Ä^,x^'+ +A,. 

und es ist vor allem anderen yOn Wichtigkeit, dass wir uns über den numerischen Werth von p die 
notbige Kenntniss verschaffen. Zu diesem Zwecke fassen wir beliißbige zwei einander entsprechende Coef- 
flcienten in den Gleichungen (21) und (22) ins Auge, etwa die ersten demy^""^^ angehorigen, d. h. 

Jf„_, und Mj^^ + M'^, + M^,Xj^^. 

denn was hinsichtlich der Ableitungsweise aus einander von diesen beiden gesagt werden kann , gilt auch 
von den äbrigen. Nun zeigt aber die unmittelbare Ansicht, dass der erste der Ordnung p, der zweite aber 
der Ordnung p + m anzugehören vermag und es geht hieraus hervor, dass beim Übergänge von der (21) 
auf die (22) die Ordnungszahl der Coefficienten sich höchstens um m Einheiten steigere, also in den Wer- 
then von: 

yin) ^ -.(n+t) ^ y{n+%) «.(w-h») ^ y{n+^t) ^ 



beziehlich : 

m, 2m, 3m, tm + m^ «m + 2m 

betrage, mithin in der (21) ein jedes M als folgende Form besitzend angesehen werden kann : 

nf 4 ^gjtm+m t_ A «,«»+111-1 ■ 14 

WO wir abermals zugeben , dass gewisse Coefficienten A auch der Nulle gleich sein können, dass also nur 
kein Jf die Ordnungszahl «m+m zu äberschreiten vermag, wahrend unter ihnen jedesmal solche sein 
können, die sie nicht erreichen. 

Nachdem wir auf diese Weise fiber den Werth von p Aufschluss gewonnen , denken wir uns 
die Differentialquotienten 

alle gerechnet, und in den erhaltenen Werthen von der Form, wie sie die Gleichung (21) ersichtlich 
macht, a anstatt x geschrieben, sodann dieselben in die Mac-Laurin*sche Formel eingeführt, so zwar, 
dass in der letzteren die particulären Integrale bereits in Reihenform erscheinen, so ISsst sich der Beweis : 
dass diese Reihen für schicklich gewählte Werthe von x — a, in endlicher Ausdehnung der Grenzen dieser 
Werthe , wenigstens in den spätesten Gliedern , also f3r bereits sehr gross gewordene «, zu convergiren- 
den gemacht werden können, auch wenn die Polynome M mit « ins Unendliche wachsen sollten, auf fol- 
gende Weise fuhren: 

Verwandeln wir in sammtlichen Polynomen M nicht nur der Gleichung (21), sondern auch 
aller darauf folgenden und vorangehenden, also auch in der (19), mitbin in den Coefficienten, die mit 
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dem Buchstaben X beztichnet sind, alle vorkommenden negativen Glieder In positive und diess zwar nadi 
gescfaehenor Substitution von a anstatt x. Sueben wir femer von allen M oder X benannten Grossen die- 
jenige heraus, die den grossten numerischen Werth hat, und das zwar in der Gleichung (2i) sowohl, als 
auch in allen folgenden und vorangehenden einzeln. Diese so erhaltenen grossten M schreiben wir in jeder 
Gleichung anstatt aller äbrigen , und führen die auf diese Weise hervorgehenden Werthe der Differential- 
quotienten von y in die Mac-Laurin^sche Formel ein, so gehen anstatt der früheren . neue Reihen 
hervor , deren Glieder grösser sind als jene der fruh^en oder ihnen mindestens gleich. Können wir daher 
die ersteren zu convergirenden machen , so werden es um so mehr auch die letzteren sein. 

Es sei jetzt in der Gleichung (21) Mf^ derjenige der Coefficienten , der in dem ebenangedeu- 
teten Sinne den grossten numerischen Werth bekommt, so wird der ihm entsprechende, zu demselben 
y^*^ gehörige Coefficient in der Gleichung (22) , üf^^ + Jf j^ + M^^^ X^ sein. Dieser gibt durch den 
früheren getheilt den Quotienten : 

Ml, M„ Mf, 

Hievon ist das erste Glied kleiner als 1 , das letzte kleiner als Xf, , eben weil M/, der grosste 
Coefficient in (21) ist. Es bleibt daher noch der Werth des zweiten Gliedes zu erörtern. Diess zu leisten 
erinnern wir uns , dass der Form nach : 

ist, mithin: 

und dass, dem früheren Übereinkommen gnniss« ar in a, dann aber sammtliche Zeichen in dieselben 
verwandelt werden müssen. Der Quotient : 

muss also als lauter positive Glieder im Zähler und Nenner enthaltend gedacht werden. Nun ist er aber 
offenbar ein Mittelwertb aus der folgenden Reihe von Brächen: 

oder: 

» • •• f ^ 

a a a 

weil er aus denselben entsteht durch Addition aller Zähler und aller Nenner ; es ist somit : 

Bfk -- «w + m 
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eine Relation, die wenigstens insoferne riditig ist, als a nicht =0, oder unendlich klein erscheint, ein 
Werth , den man zu vermeiden stets berechtigt ist, weil man die Zahl a als eine willkfirliehe vollständig 
in der Macht hat Das allfällige Verschwinden einiger AnfangscoeCßcienten in Mf^ ändert an dieser Relation 
nichts nnd wir sehen , dass iUj^ gegen Mjt im Verhältnisse der unendlich gross werdenden Zahl t geg^n 
eine endliche wachsen könne, und es ist offenbar, dass sich dasselbe auch von dem Quotienten (23) 
behaupten lasse , nachdem in diesem das vorherrschende zweite Glied über die Art des Wachsthums ent- 
scheidet, dass mithin die Coefficienten von y^*^ in den zwei aufeinanderfolgenden Gleichungen (21) und 
(22) zu einander stehen werden in einer Relation wie folgt : 

QQter ^ eine endliche Zahl verstanden. 

Nun wird sich zwar in der Regel die Eigenschaft den grossten Werth zu haben, wenn sie ein. 
mal in einem der Coefficienten von jf^^^ vorhanden ist, in der Familie desselben forterben, gleichwohl ist 
es möglich, dass Inder Gleichung (22) nicht der ebenbetrachtete CoefDcient JkfA^^+iU^ + itf^iX/^ den 
grossten Werth erlangt, sondern ein anderer, von demselben verschiedener, etwa: 

Da aber in diesem: 
da sich femer auf dem betretenen Wege erweisen lässt , dass : 

^A< i«A< Mh 

^ CL OL 

aei, 80 folgt unmittelbar, däss der Coefificient, den mt als den grSssten vorau^esetzt haben : 



M^,+M;+M^,X,<M,i^!!^-\-X,+ i) 



9ei; also stehen auch die grossten Coefficienten in zwei aufeinanderfolgenden Gleichungen in keinem 
mscheren Verhältnisse des Wachsens als dem einer endlichen und massigen Zahl 3 zur ins Unbegrenzte 
ivachsenden t. Die Zahl — wird nun zwar selbst von « abhängen; da^sie aber auch für noch so grosse « 
einen endlichen Werth beibehält p so wird es offenbar entweder ein Maximum derselben oder eine Grenze 
geben , die sie zu fiberschreiten nicht vermag. Die Grenze heisse t , so lässt sich die Convergenz der in 
Bede stehenden Reihen , auf Grundlage der angestellten Betrachtungen , jetzt schon ohne alle Mähe 
ableiten. 

Wir wissen nämlich , dass eine unendliche Reihe ohne Rucksicht auf die Zeichen ihrer Glieder 
eonvergire, wenn das (n+t+i)^ Glied durch das nächstvorhergehende (n+«)*« getheilt einen Quo- 

2 • 
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tienten bietet, der bei dem unendlichen Wachsen von t gegen eine Zahl eonvergirt, die kleiner ist als 1. 
Dieser Quotient, wir wollen ihn Q nennen, ist aber im gegenwärtigen Falle, wie leicht einzusehen: 

Q< — (a?— a) 

n + n+i^ 

und seine Grenze wird kleiner sein als 1 , wenn man : 

1 1 

--<x-«<- 

wählt Haben wir aber diejenigen Reihen, die aus den ursprünglichen durch Vergrösserung der Glieder 
erzeugt worden sind, zu convergenten gemacht, so werden um so mehr die aus kleineren Gliedern zu- 
sammengesetzten ursprunglichen eonvergiren. 

Es eräbrigt nur noch die Untersuchung des letzten und allgemeinsten Falles , in welchem die 
Coefficienten X^^ , X^^ , X^ in der Gleichung (1 9) als Bräche erscheinen , die einen gemein- 
schaftliehen Nenner haben, wo also jedes Xdie Gestalt trägt: 

B^x^+B^^,x^' + + B,x + B, 

(x — «)« (x — 6) ^ (a: — ' 

Es erhellet in diesem Falle wieder aus den, beim Übergange von der Gleichung (21) zur (22) 

angedeuteten Rechnungen , dass auch die Werthe von 31^,^ , M^^ , M^ dieselbe Gestalt besitzen 

werden , was auch s bedeuten mag , etwa : 



.A^x^+^,x^^+ +A, 

ix—ay'ix—by ix—l)^' • 



eine Gestalt, in der wieder vor allen anderen die numerischen Werthe der Exponenten p , a' , b\ l\ 

insofeme als sie Functionen von s sind , unsere Aufmerksamkeit auf sich ziehen. Setzen wir um diese zu 
ermitteln voraus , es sei m die grosste Ordnungszahl , der die Zähler von X„_i , X,^ , X^ ange- 
hören , oder welche mindestens keiner überschreitet ; es sei femer : 

ö-f-b+ + I = r^m 

a'+b'+ 'hV=q. 

so erscheinen sämmtliche Coefücienten M als Brüche, deren Zähler von der p^^^^ die Nenner aber von der 
^tan Dimension sind, und wir gewahren, die Ableitung irgend eines der Coefficienten der Gleichung (22) 
etwa des 

aus jenen der (21) verfolgend, dass seine drei Bestandtheile auch Brüche sind, deren Zähler beziehungs- 
weise den folgenden Ordnungen oder Dimensionszahlen angehören : 

P» P+M — i. p + m. 
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WO fi die Anzahl der Faetoren {x — a), (ar— 6), (x^l)\si\ die Nenner aber und eben so von 

der Ordnung: 

q, q+p, q+r. 

Auf einerlei Benennung gebracht bieten diese drei Bruche eine gleichfalls gebrochene Summe, 
deren Zahler yon der Ordnung p+m^ der Nenner aber von der Ordnung 7 + r ist, so dass wir beim 

■ 

Obergange von der (21) auf die (22), im Allgemeinen, und ohne Rficksicht auf mögliche Abkürzungen, 
ein Steigen in den Ordnungszahlen von Zahler und Nenner der Coefßcienten um m und r Einheiten wahr- 
nehmen. Weil nun aber m und r von t ganz unabhängige Zahlen sind , so erscheinen die Coefficienten in 
den Werthen von : 

y^'^Ky^''^'^ y^'^K t'^'^'^ 

als Brüche, deren Zahler folgende Ordnungszahlen nicht überschreiten: 

ifi, 2ffi, #ifi*4-w, #111*4- 2ffi, ...., 

wahrend die Nenner den Ordnungen : 

r, 2r, sr+r^ *r + 2r, 

angehören, und mithin der Werth eines jeden M so aussieht: 

~ ix—ay^^{x—by^^^ (x—l)'^^ * 

Diess vorausgesetzt denken wir uns abermals sämmtliche Differentialquotienten y^^^ , y^^^^ , — y^^^^ • . • 
gerechnet in der Form (21), dann a anstatt x geschrieben, femer die Zeichen in allen Zählern sammt- 
licher M und X in dieselben verwandelt , die Nenner aber unberührt gelassen , und in einer jeden der, 
u*gend einen Differentialquotienten von y darstellenden Gleichungen , einzeln den grössten Coefficienten 
herausgesucht und anstatt der übrigen geschrieben, endlich die so eriialtenen Werthe in dieMac-Lau- 
ri nasche Formel eingeführt, so werden wir offenbar Reihen auftauchen sehen, die sich von denjenigen, 
welche die particulären Integrale der Differentialgleichung darstellen, darin unterscheiden werden, dass sie 
durchaus numerisch grössere oder in speeiellen Fällen mindestens gleiche Glieder haben. Dieselben Werthe 
nun von x — a, welche diese fingirten Reihen zu convergirenden machen, bringen offenbar auch die 
anderen zur Convergenz. 

Nun sei wieder in der Gleichung (21) Mi, deijenige Coefftcient, der in dem ebenangedeuteten 
Sinne den grössten numerischen Werth bekömmt, so wird ihm in (22)derCoetadentJlf^i+iVl+'9fn.tXA 
entsprechen, welcher durch den früheren getheilt, den Quotienten: 

M, '^ M,^ M, 

geben wird. Der erste und letzte dieser drei Brüche ist beziehlich kleiner als 1 und als X;^, der mittlere 
aber neuerdings von der Ordnung der t, d. h. eine ins Unendliche wachsende Zahl, die übrigens gelegent- 
lieh auch eine endliche werden kann. In der That erhalten wir zunadist: 
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»t*-«>^^<x— »)*^....(x— 0*^ L ap— a x-6 ar— /J' 

Wt kdna jcCd rarördent die Brfidie : 

X — a X — 6 X — / 

4iitf iGüMB^ BnMMB; za bringen , dann , in Mi^ sowohl als aach in 3f ]^ dem getroffenen Übereiukom- 
Wtt j^ra^fc». a aastait x zu sehreiben , und nur in den Zählern der erhaltenen Ausdrücke alle Zeichen in 
JbMriiMi Kt vvnrsuideln. Denkt man sich die Verwandlung bereits durchgeführt, so zwar, dass in den 
t^siai F^imeln anter einem jeden Buchstaben nur sein numerischer positiv genommener Werth ver- 
rtüiri wird, P aber da^enige andeutet, was aus dem Producte : 

{x—d){x—b) . .. {x—t) 

winl, wenn man x in a verwandelt , ohne eine Änderung in den Zeichen vorzunehmen , und auf dieselbe 
Weise U das Resultat der Substitution x=a in: 



{x—ay^^{x-bf^^ (x—l)^"^^ 

andeutet, so erhalten wir offenbar für Bäi^ und 31]^ die folgenden fictiven Werthe : 

Jf,= _ , . 

^. ^ [(^tl+»llt)ii.^^a^'^**--Km+m-lM,^^.a"'^^*+. ■ .+i4.](«-Hi)(a+6). .j a-^t) 



UP "'' 



Af^^ffgtt +-Aai+«,_,« -\-..._-\-A^ 



+^2ü55ei ±±Si^ +-+^ [(tt+M)(tt+6).,(a+0+(b-Hfe)(a-H»)..(a+0+- ]. 

Ihr Quotient ist: 

jr» ^ (itt+«m).4»^,a'»^-+0w+*OT-l)^m4^,— .«'"^'^+- • +A, (a-Hi)(rt4-6).. .(«+0 

(a + «o) (a + 6) (a + + (b+tb) (a + a) (a + O + 



+ 



Wir haben aber frfiher bereits gezeigt , dass der Bruch : 



^•+«,«"•^'"+^«««1-1«""^'+ • •+il.« + X' ^ a 
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8tt. Diese vorausgesetzt , lehrt die unmittelbare Ansicht des ebenentwiokelten Quotienten , dass sidi jedes- 
mal eine endlidie Zahl ^ werde denken lassen, so zwar, dass 

wird, weni^tens so lange P von der Nulle verschieden ist Wir kommen. dahelr auch hier wieder zu dem 
Schlüsse , dass Mh gegen M/^ nicht rascher als im Verhältniss einer endlichen Zahl zur unbegrenzten » 
zu wachsen vermöge , und folgern hieraus auf dieselbe Art wie firfiher , dass es eine gleiche Bewandtniss 
auch mit den grossten Werthen der Coefficienten M in zweien aufeinanderfolgenden Gleichungen habe, 
woraus wir denn wieder auf die Convergenz der Reihen den giltigen Schluss auf dieselbe Weise zu machen 
bo^ehtiget sind. 

Es hat kdne Schwierigkeit denselben Beweis auch anderen als algÄraischen Coefßdentenfor- 
men anzupassen, z. B. exponent|ellen oder trigonometrischen, wir betrachten ihn daher hier als im 
Wesentlichen allgemein durchgeführt. Seine Giltigkeit ist zwar an die Bedingung geknüpft, dass P nicht 
verschwinde für x = a , eine Bedingung , die man stets wird erfüllen können , da a willkürlich ist Aus 
dem Nichtstattfinden dieser Bedingung jedoch ffir irgend ein bestimmtes a folgt noch keineswegs , dass 
dne Entwicklung der particulären Integrale in convergirende Reihen nach Potenzen von x — a unmöglich 
sei, sondern nur, dass in Einem derselben oder in allen auch Potenzen mit anderen als ganzen positiven 
Exponenten vorkommen. Die Fille, wo die in Rede stehenden Coefftcienten eine Unterbrechung der 
Stetigkeit für irgend einen Werth von x erleiden , sind zwar hier nicht wesentlich , werden aber doch 
w^en ihrer grossen Wichtigkeit später ausfuhrlich zur Sprache kommen. 

Die l^lkürlichkeit der Constanten C^, C. C„ in (18) bringt es mit sich, dass auch 

einige von ihnen oder alle der Nulle gleich gesetzt werden können ; lässt man sie alle verschwinden, so ist : 

y = Ä (J4) 

eine besondere Auflösung der eompleten Differentialgleichung ohne Constante. Wird F(x) der 
Nulle gleichgesetzt, so verschwindet auch R aus dem einfachen Grunde, weil das Verschwinden von N in 
der Gleichung (21) auch das Verschwinden von N+Mn^^F(x) in der Gleichung (22) nach sich zieht, 
wir also nirgends in den Differentialquotienten von y Glieder gewahren, die reine Functionen der unabhän- 
gigen Veränderlichen x sind. Es ist also : 

y=C'.y. +<?.».+ +C'nyn («5) 

das Integral der reduzirten Differentialgleichung, in welchem man, wie schon gesagt, 
auch einige der Constanten verschwinden lassen kann; hieraus folgt, dass jeder der Ausdrücke: 

C,y,, C,y,, CnVn^ 

Vax sich die Eigenschaft hat, die Differentialgleichung zu erfüllen. Diese Ausdrucke, da sie aus dem allge- 
meinen Integrale durch Specialisirung der Constanten entstehen, sind particuläre Integrale, und 



(«6) 
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wir kommen demgemäss zn folgendem Schlnsse : das allgemeine Integral einer reduzirten DUTerenÜalglei* 
chang kann znsammengesetzt gedacht werden ans n particolären Integralen, deren jedes Eine willkfirliche 
Constante als Factor enthält ; das allgemeine Integral aber der completen besteht aus dem allgemeinen 
Integrale der reduzirten und einer besonderen Auflösung der letzteren. Umgekehrt : ist es uns auf irgend 
einem Wege gelungen mehrere , von einander verschiedene Ausdrücke aufzufinden , etwa : 



if y%9 :ft« :fiif 



deren jeder, anstatt y gesetzt, die reduzirte Gleichung identisch macht, so sind nicht nur auch: 

CiVi. <?.».• <?•»• CnVn 

genugende Werthe, sondern es wird auch ihre Summe die Differentialgleichung erfüllen , und wegen des 
Vorhandenseins von n wOlkfirlichen Constanten als allgemeines Integral gelten kSnnen. Um diess zu bewei- 
sen braucht man nur die particulären Integrale (26) in die reduzirte Differentialgleichung einzeln zu sub- 
stituiren ; diess gibt n identische Gleichungen , die man der Reihe nach nut C^ , C, , .... C„ multiplizirt 
und addirt , um zu erhalten : 

(W) X„[C,y[-^+C,y^-^+ + Cny':^'] + X^,[C,y^r^ + C,y^r'+ - - - + 

+ +X, [C,y, +C.y. +....+ C,y„ ] =0. 

Der erste Theil dieser Gleidinng ist aber offenbar das Resultat der Substitution der Summe : 

in die vorgelegte Differentialgleichung ; es wird daher diese durch jene Summe identisch erfüllt 

Diese analytischen Wahrheiten begründen , auf das Feld der Mechanik bezogen , ein Naturge.- 
setz: das der Coexistenz der kleinsten Schwingungen; handelt es sich nämlich um die Ge- 
setze solcher Bewegungen von sehr kleinen Amplituden , so müssen wir bei dem in Rechnungsetzen der 
sie veranlassenden Kräfte schon aus dem Grunde nothwendigerweise zu Differentialgleichungen gelangen, 
weil der zweite Differentialquotient des zurückgelegten Raumes nach der Zeit genommen , der Ausdruck 
der Kraft ist, die die wirklidie Bewegung erzeugen kann. Der Umstand femer, dass dieser Raum stets 
ein sehr kleiner ist, veranlasst uns in der ersten Annäherung die Glieder der höheren Ordnung nach eben 
demselben und seiner Differentialquotienten zu vernachlässigen ; diess führt nothwendigerweise zur linea- 
ren Form. Es sind also alle Gesetze kleiner Schwingungen in den linearen Differentialgleichungen ent- 
halten , und ein jedes particuläre Integral deutet auf diesem Felde irgend eine mögliehe Schwingungsweise 
eines materiellen Punctes oder eines Systemes von solchen an ; die spedellen Gesetze aber dieser Bewe- 
gungen gehen aus dem spedellen Baue der ihnen entsprechenden particulären Integrale hervor. 

Wir haben aber eben gesehen, dass wenn y=yi ein Integral der Differentialgleichung ist, 
auch y=^C^y^ ein solches sei; es kann jedoch die Constante C^ offenbar nichts anderes als die S chwin- 
gungsamplitude bestimmen; wir gewinnen hiermit einen Satz: dass die Gesetze kldn^r Schwingun- 
gen von den Amplituden unabhängig seien. 
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Wir haben femer gesehen , dass» wenn mehrere partiedäre Integrale der Gleichung Genüge 
leisten , auch die Summe dieser , mit willl^rlichen Constanten multiplizirten Integrale ein genfigender 
Werth sei; hieraus folgt, dass, wenn irgend ein materielies System mehre einzeln mögliche Schwin- 
gungsweisen besitzt, sie auch alle zusammen im Systeme Statt finden, sich so zu sagen über einander 
legen können ohne gegenseitige Beirrung. Hierin besteht aber eigentlich das Prinzip der Coexistenz der 
kleinsten Schwingungen, welchem in der Lehre vom Lichte die Phänomene der Interferenz und Beu- 
gung ihre Erklärung verdanken. Dieses Gesetz hängt also mit den Kräften, welche die Bewegung ver- 
anlassen noch gar nicht zusammen, ist somit in diesem Sinne einianalytisches und kein mecha- 
nisches; unsere mathematische Physik hat sieh also gar nichts auf die Explication solcher Phänomene 
zu Gute zu thuen, denn sie beweisen in Bezug auf die Haltbarkeit der Grundannahmen gar nichts , und 
gehen lediglich aus der vorausgesetzten Kleinheit der Amplituden hervor, wfirden also Statt finden hi 
jeder beliebigen, nach was immer für Gesetzen construirten Welt, in der es kleine Schwingungen gibt 

S. 4. 

Bildoig der Differentialgleiebong ans dei partiealftfeii Integralra* 

Die Theorie der linearen Differentialgleichungen steht mit jener der algebraischen Gleichun- 
gen in der innigsten Verwandtschaft ; gleichwie nämlich eine jede algebraische Gleichung des n^^ Gra- 
des n.Wurzehi zulässt, so verstattet auch eine lineare Differentialgleichung der it^» Ordnung nach den 
Ergebnissen des vorigen Parag|raphen n particuläre Integrale , die man allenfalls ihre Wurzeln nennen 
könnte, und deren Summe das allgemeine Integral gibt "V^r wollen hier noch mehre andere Ähnlich- 
keiten dieser zwei Abtheilungen der Analysis hervorheben; namentlich soll gezeigt werden, dass die 
Coefficienten in der Differentialgleichung Functionen der particulären Integrale seien , so wie die Coeffi- 
denten in einer algebraischen Gleichung Functionen der Wurzeln sind, nur mit dem Unterschiede, 
dass letztere symmetrisch sind, erstere aber angehörig deijenigen merkwürdigen Klasse von Functionen, 
die die Aufknerksamkeit der Analysten vielfältig in Anspruch genommen haben, und bei allen möglichdu 
Vertauschungen der in sie ergehenden Elemente zwei Werthe annehmen. Eine fernere Verschiedenheit 
ist noch die , dass algebraische Gleichungen gleiche Wurzeln zulassen , lineare Differentialgleichungen 
dagegen nie solche besitzen können. Fangen wir also damit an , den Bau der Coefficienten einer redu- 
zirten Differentialgleichung aus ihren particulären Integralen abzuleiten. 

Differenziren wir zu diesem Zwecke die Gleichung (25) des vorigen Paragraphen timal nach ar, 
so erhalten wir, mit Berficksichtigung der (25) selbst, ein System von folgenden (n+i) Gleichungen : 

— y + C,y, + C.y, + + CnVn =0 

-y' +C,y\ + C,y\ + +C„y„=0 

-y" + C,y': + C,y: + + C,y; =0 («8) 

- y " + C.yi") + Cy,"' + + C^yi,«^ = 0. 

3 
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Sehen wir diese Gleichungeo als BestimmiiiigsgleiehnDgeD an » nnd die Grössen : 

als diejenigen, deren Werthe aus den AnflSsungen derselben hervorzugehen haben, so liegt uns ein 
gewohnlicbes Eliminationsproblem vor , nnd wir erhalten namentlich für die erste dieser Grössen , d. h. 
für die negative Einheit, einen Ausdruck von der Form : 



• 



weil aber die zweiten Theile sämmtUcber Gleichungen (28) gleich Null sind , so ist auch L = , und 
^ somit auch: 

(«9) M = 0. 

Nun ist aber üf ein Ausdruck, welcher einerseits die durch Elimination weggefallenen C^, C, , — C„ 
nicht mehr enthalt , andererseits aber offenbar durch die aus den (28) gezogenen Wcarthe von : 

y. j/. y\ y^**^ 

erfallt wird, was auch die C^, C,, bedeuten mögen; folglich Ist die Differentialgleichung (29) 

gerade diejenige , welche die particulären Int^ale y t « Vi * Vn^ und den Ausdruck : 

V = <?iyi + <?»y« + + C'„y„ 

zum allgemeinen Integrale hat 

Die allgemein bekannte Eliminationstheorie lehrt uns nun, dass M der gemeinschaftliehe 
Nenner aller Bruche sei, welche die Werthe der aus den (28) zu ziehenden Grossen darstellen , und dass 
dieser durch ein von Kramer. herrührendes combinatorisches Verfahren gebildet werde, hinsichtlich 
dessen man einen kleinen Aufsatz fiber die Theorie des Grössten und Kleinsten in den Abhandlungen der 
Freunde der Naturwissenschaften , gesanunelt und durch Subscripüon herausgegeben von W. H a i d i n- 
ger, 2. Band einsehen kann. Die BUdungsweise ist kürzlich folgende: Man setze, der leichteren Über- 
sicht wegen : 

y = (0,0), jf = (1,0), y" = (2,0) y^«) = (/i,0) 

y. = (0,1), y; =(i,0. yt = (2,0, y?^ = (w,i) 

(30) y. = (0,2), y\ = (1,2), y; = (2,2), y?) = (n,2) 

yn = (0,n), y'„ = (l,n), yl = (2,ii), y^"^ = (ii,iO 
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80 dass also die erste der beiden Zahlen , die znr Bezeichnung der y benannten Grössen hier gebraucht 
werden , immer die Anzahl der Striche , die zweite aber den Stellenzeiger gibt , und die Gleichungen 
(28) unter folgender Gestalt erscheinen : 

- (0,0) + (0,1) C, + (0,2) C. + + (0,n) C^ = [0] 

- («,0) + (1,1) C, + (1,2) C. + +(l,ii) C„ = [I] 

- (2,0) + (2,1) C, + (2,2) C. + + (2,n) C« = [2] (81) 

- (n,0) + (n,l) C, + (n,2) C. + + (n/n) C^ = [n]; 

sodann bilde man aus den (n+ 1) Zahlen als combinatorischen Elementen . nämlich : 

0, 1, 2, 3, », 

alle möglichen Permutationen, so zwar, dass aus einer Gruppe immer die nächst hShere gebDdet wird, 
unter einer höheren Gruppe diejenige verstanden, die an einer früheren Stelle ein höheres Element trägt, 
oder mit anderen Worten: welche als Zahl im Decimalsysteme gedacht den höheren numerischen Werth 
ausweiset Zu den auf diese Weise vertauschten Elementen setzt man dann in einer jeden Gruppe die 

begleitenden Zahlen 0,1,2, n zu , dermassen , dass stets das erste Element den Begleiter , 

das zweite den Begleiter 1 u. s. w. , endlich das letzte den Begleiter n bekomme , und schliesst das 
Element mit dem Begleiter in Klammem ein. Man erhält hiedurch Producte aus Coeffidenten der Gleichungen 
(31) , von denen die Hälfte mit dem Zeichen +, die andere Hälfte mit dem Zeichen — versehen werden 
muss , damit hieraus M hervorgehe. Man wird sich dieses Verfahren durch ein Paar Beispiele am leich- 
testen klar machen. Suchen wir zunächst die Differentialgleichung der zweiten Ordnung, welche die 

■ 

particulären Integrale y^ und y^ besitzt Für diese gehen die Gleichungen (31) über in: 

- (0,0) + (0,1) C, + (0,2) C. = [0] 

- (1,0) + (1,1) C, + (1,2) C. = [1] (») 

- (2,0) + (2,1) C, + (2,2) C. = [2]. 

Die Elemente 0, i, 2 geben folgende Permutationen: 

12, 2 1, 10 2, 12 0, 2 1, 2 10. 

Jetzt setzt man zu jedem ersten Elemente den Begleiter 0, zum zweiten 1, zum dritten 2, schliesst in 
Klanunem ein, nimmt die erste Gruppe positiv, die zwei darauffolgenden negativ, das darauf folgende 
Paar wieder positiv und so fort, paarweise in den Zeichen abwechselnd , und erhält so : 

M= (0,0) [(1, 1)(2,2) - (2, OH,i)] - (1,0) [(0, 1)(2,2) - (2,1)(0,2)] +(2,0) [(0,l)(i,2) -(1, i)(0,2)] , 

3 • 
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oder , wean naa die nrsprän^ichen Bezeicbnongen wieder znrilclcsdtzt : 

Bilden wir jetzt als zweites Beispiel die Differeotialgleichnng der dritten Ordnung, die di 
particolären Integrale j^^ , y^, y, besitzt , so gehen die GMebnngea (31) in folgende über : 



(84) 



(0,0) + (0,1) C. + (0,2) C. + (0,3) C, = [0] 

(1,0) + (1,1) C, + (1,2) C. + (1,3) C. x= [1] 

(2,0) + (2,1) C, + (2,2) C, + (2,3) C, = [2] 

(3/0) + (3,1) C. + (3,2) C. + (3,3) C, = [3]. 



Die Elemente , 1 , 2 , 3 geben nun folgende Permntaüonen : 



12 3 


10 2 3 


2 13 


3 12 


13 2 


10 3 2 


2 3 1 


3 2 1 


2 13 


12 3 


2 10 3 


3 10 2 


2 3 1 


12 3 


2 13 


3 12 


3 12 


13 2 


2 3 1 


3 2 1 


3 2 1 


13 2 


2 3 10 


3 2 10 



und aus diesen geht auf dieselbe Weise wie früher der Werth von M henror, nämlieh: 



M = 



(0,0) 



+ (2,0) 



+ (i/i: 


) (2,2) (3,3) 


- (i/i; 


) (3,2) (2,3) 


- (2,i: 


) (1,2) (3,3) 


+ (2.1: 


) (3,2) (1,3) 


+ (3/i: 


) («,2) (2,3) 


- (3,i; 


) (2,2) (1,3) 


+ (o,i: 


) (1,2) (3,3) 


— (O/i; 


1 (3,2) (1,3) 


- (i,i; 


1 (0,2) (3,3) 


+ (i/i; 


) (3/2) (0,3) 


+ (3/»: 


) (0,2) (1,3) 


- (3,i: 


> (1/2) (0,3) 



+ (i,o) 



(3,0) 



- (0,1) (2,2) (3,3) 
(0,1) (3,2) (2,3) 
(2,1) (0,2) (3,3) 

- (2,1) (3,2) (0,3) 

- (3,1) (0,2) (2,3) 
+ (3,1) (2,2) (0,3) 



+ 



- (0,1) (1,2) (2,3) 
+ (0,1) (2,2) (1,3) 
+ (l,t) (0,2) (2,3) 

- (1,1) (2,2) (0,3) 

- (2,0 (0,2) (1,3) 
+ (2,1) (1,2) (0,3) 



= 



oder wenn mai wieder die Bcsprfingliobm Werthe einfährt : 



M = 



r 
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— 
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(35) 



= 



Die Bpokaehtuig der fo diesen zwei Beispielen Torkemieiidea FonDela lelirt uns, dass es 
eben so leicht sei eiae tiDeore Diffitrentiidcileiehang zu bilden» de gegeben« parlieilire Integrale bat, wie 
es nicht schwer ist eine dgebraiscke fileichang anfznstellra, die gegebene Woiz^n besitzt Die Coeffi- 
cienten in einer so erhaltenen Differentialgleicbung sind Functionen der particnlären Integrale , und zwar 
zweiwerthige, was aus dra Formen (33) end (35) für ffleidnmgeR der zweiten und drittea QrdiMig 
unmittelbar erliellet, und demnächst ganz allgemein nachgewiesen werden soll. Sollte es scheinen, dass 4m 
combinatorische Verfatiren bei Gleichungen von höheren Ordnungen ein etwas zu nmstandliches wäre , so 
bedenke man , dass sich dasselbe noch in etwas vereinfachen lasse dadurch , dass man nur Einen Coeffi- 

cienten etwa den von (0^0) bildet , was das Permutiren der n Elemente f, 2, 3, n erheischt, 

und die übrigen Coefflcienten ans dem gebildeten Einen durch die sehr einfiicbe Verwechslung einer Zahl 
mit einer anderen abieilet Es gdit nämlich der Coefficient von (1,0) aus jenem von (0/0) hervor, 
wenn in dem letzteren das Element 1 überall , wo es als Element und nicht als B^leiter erscheint , ver- 
wandelt wird in 0, wobei zugleich alle Zeichen in die entgegengesetzten verändert werden; eben so 
erhält man den Coeffidenten von (2,0) aus jenem von (1,0) durch Verwandlung des Elementes 2 in 1 und 
Änderung der Zeichen ; den Coeffidenten von (3;0) aus jenem von (2,0) durch Verwandlung des Elemen- 
tes 3 in 2 und Änderung der Zeichen n. s. f. Hätte man daher eine Gleichung der vierten Ordnung zu bilden, 
weiche die particnlären Integrale y ^ , jf, , 2^, , y^ besitzt, so könnte man damit anfangen nur die Elemente 
1 , 2 , 3 , 4 zu permutiren ; diess liefert die 24 Gruppen : 



12 3 4 


2 13 4 


3 12 4 


4 12 3 


12 4 3 


2 14 3 


3 14 2 


4 13 2 


13 2 4 


2 3 14 


3 2 14 


4 2 13 


13 4 2 


2 3 4 1* 


3 2 4 1 


4 2 3 1 


14 2 3 


2 4 13 


3 4 12 


4 3 12 


4 4 3 2 


2 4 3 1 


3 4 2 1 


4 3 2 1 



82 I. Absehnttt 

Aus diesen kann man sodann auf die eben ansdnandeigesetzte Art den Coeffieienten von (0/0)« 
d. h. von 2^ ableiten , der zunicbst in der Perm : 

+ (1/1) (2/2) (3,3) (4,4) - (2,1) (1,2) (3,3) (4,4) 

- (1,1) (2,2) (4,3) (3,4) + (2,0 (1,2) (4,3) (3,4) 

- (1,1) (3,2) (2,3) (4,4) + (2,1) (3,2) (1,3) (4,4) 
+ (1/1) (3,2) (4,3) (2,4) - (2,1) (3,2) (4,3) (1,4) 
+ (1/0 (4/2) (2,3) (3,4) - (2,1) (4,2) (1,3) (3,4) 

- (1/1) (4,2) (3,3) (2,4) + (2,1) (4,2) (3,3) (1,4) 

+ (3,0 (1,2) (2,3) (4,4) • - (4,0 (1/2) (2,3) (3,4) 

- (3,1) (1,2) (4,3) (2,4) + (4,1) (1,2) (3,3) (2,4) 

- (3,1) (2,2) (1,3) (4,4) + (4,0 (2,2) (1,3) (3,4) 
+ (3,1) (2,2) (4,3) (1,4) ~ (4,0 (2/2) (8,3) (1,4) 
+ (3,1) (4,2) (1,3) (2,4) - (4,0 (8,2) (1,8) (2,4) 

- (3,0 (4,2) (2,3) (1,4) + (4,1) (8,2) (2,3) (1,4) 

eneheineii, dann aber, dareh M^ederdnfSIinuig der nrsprflnglichen Bezeichnungen, sich verwandeln 
wird in: 



(38) 
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Aas diesen Coeffieienten von y geht dann nut Leichtiglteit jener von t/ hervor, durch Verwand- 
lung sämmtlicher erster Differentialquotienten in 0^ und Änderung der Zdchen , ferner der Coefficient von 
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^ ans jenem voo yf durch Verwandlmig sammtlidier zweiter Differentialqnotienlen in erste nnd Änderung 
der Zeichen n. s. w. Die Stellenzeiger werden bei diesem Verfahren nicht berührt nnd bleiben dieselben. 
Bei Differentialgleichungen von hSheren Ordnungen erleidet die regelmassige Aufeinanderfolge der 
Iteichenpaare eine Unterbrechung, hinsichtlich welcher die obenerwähnte kleine Schrift nachgesehen wer- 
den kann. 

Der Anblick des Polynoms (36) lehrt abennals, dass es eine zweiwerlhige Function der parti- 
cularen Integrale y^, y^ y, nnd y^ sei, die bei beliebigen Vertauscbungen derselben nur höchstens das 
Zeichen zu andern yermag. Es gilt diess für Gleichungen von beliebig hohen Ordnungen und ist eine allge- 
meine Eigenschaft des geneinschaftlichen Nenners, der oben mit Jf bezeichnet worden ist Seiner Bildungs* 
wc»se zufolge ist nämlich M fBr eine Differentialgleichnng von der n^ Ordnung ein Polynom, dessen 
Glieder Producte sind aus (n+1) Factoren, die paarweise zusammengestellt werden können, so zwar, 
dass je zwei zu Einem Paare gehörige Glieder (n— 1) Factoren gemeinschaftlich besitzen, und sich nur 
in zweien unterscheiden. Diese beiden Factoren haben aber nach der eingeführten Schrdbweise in dem 
Einen Gliede die Gestalt : 

(a;A) 08,*) 

in dem anderen aber: 

08/A) (a,*) 



und sind bezuglich der A^* und hf^ Verticalreihe der Coefßcienten in den Gleichungen (31) entnommen. 
Von diesen beiden Gliedern lässt sich leicht erweisen , dass sie entgegengesetzte Zeichen tragen. Diess 
vorausgesetzt, vertausche man die zwei particulären Integrale y^ und yi^ untereinander, so zieht diess 
einerseits eine Vertauschung zweier Verticahreihen der CoefBeienten in den Gleichungen (31), der A*^ 
und A^» nämlich, nach sich ; anderseits eine gegenseitige Verwandlung der zwei oberwähnten Glieder : 
des ersten in das zweite und des zweiten in das erste , und in Folge dessen eine allgemeine Zeichenän- 
derung Im Polynome M. Dieses erscheint daher als eine Function, die nur zweier Werthe fähig ist +ilf 
nämlich und — M. Es ist aber in der That auch klar, dass die Differentialgleichnng ilf==0 dadurch, 
dass man ihre particulären Integrale nur in eine mAßtt Ordnung bringt, keine wesentliche Änderung 
erfahren kann und sohin entweder die üf = bleiben , oder in die gleichgeltende — üf = fibergehen 
wird« Was hier von dem ganzen Gleiehungspolynome bewiesen worden , gilt offenbar auch von den ein- 
zelnen Coefßcienten als Functionen von genau derselben Art wie Jf , d. h. es sind auch diese , bei allen 
möglichen Vertauschungen der darin vorkommenden particulären Integrale , nur zweier Werthe lähige 
Functionen , irgend Eines nämlich nnd des dem Zeichen nach entgegengesetzten. Es geht hieraus hervor, 
dass der Character der Zweiwerthigkeit der Coefficienten bei einer Differentialgleichung auch verloren 
gehen kann ; diess geschieht z. B. dann , wenn die ganze Gleichung durch irgend einen der CoefBeienten 
wegdividirt wird , wodurch offenbar symmetrische Formen erzeugt werden. 

Aus den angestellten Betrachtungen ziehen wir unmittelbar die nicht unwichtige Folgerung , 
dass die linearen Differentialgleichungen keine gleichen particulären Inte- 
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grale zulassen, unaluilich den algebraisebeii Giekhingeii« die« wie man weiss« gleieke Wurzeln 
haben können. Denn die VoransseCzong: 

y* *= y* 

macht je zwei Glieder in M von der Art der oberwahnten numerisch gleich und dem Zeichen nach ent- 
gegengesetzt , reduzirt also das Gleichungspolynom Jif identisch auf Null, so.dassX^, ^/i-i« • -^o« 
d. h. jeder Coefficient der vorgelegten Gleichung für sich versdiwindet 

, 8. 5. 

Methode der VariaiioD der CoDstaDten. 

Wenn es gelungen ist von einer linearen Differenäalgleiehung Ein oder mehre parüculare Inte- 
grale zu entdecken, zu denen oft eine gluckliche Vermuthung, meistentheils aber die unmittelbare Ansicht 
der Differentialgleichung fShrt , in deren GoefBcienten , wie wir später an seinem Orte sehen werden , die 
entsprechenden particulären Integrale abgebildet sind, so tragen wir Sorge selbe von diesen bereits ermit- 
telten genügenden Werthen zu befreien, und so in der Ordnungszahl herabzusetzen, wie man es macht 
mit einer algebraischen Gleichung , von der Wurzeln bekannt sind. Wenn uns z. B. die höhere Gleichung : 

(37) ^nV^' + -X«-,y^"-*^ + + X,y' + X,y' = 

zur Integration vorliegt, so sehen wir ohne Muhe , dass 2( = C ein particulären Integral sei, und bewir- 
ken durch Einführung einer neuen abhängigen Veränderlichen mittelst der Substitution : 



eine Redaction auf: 

(38) X„«'»-*^ + X^,«('^«^+ +X.»' + X,» = 

und sohin ein Herabgehen tun die Einheit in der QrdnungszahL 

Die Ergebnisse der vortiergehenden Paragraphe setzen uns in den Stand, direct zu einer allge- 
meinen Methode diess zu leisten zu gelangen. Es ist diess die längst bekannte Methode der Varia- 
tion der Constantea, von der wir schon bei der Integration der completen Gleichung der ersten Ord- 
nung Gebrauch gemacht haben und deren vollständige Auseinandersetzung, der grossen ihr zukommen- 
den Wiehtigkeit wegen, hier nicht fehlen darf. Fangen wir an bei dem einfachsten Falle, und setzen wir 
voraia , es sei von der Differentialgleichung : 

(39) X^y^^ + X^^y^--^^ + + A,y' + A,|/ = 0, 

deren allgemeines Integral , wie wir wissen , in die Form fällt : 

(40) y = C,y, + C^y^ + + C„y,, 
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Eid particuläres Integral C, j^, ans kundgeworden, so wird die Einführung einer neuen abhangigen Verän- 
derlichen durch die Substitution : 

y = yi« 

offenbar zu einer neuen Gleichung in % führen müssen, die das allgemeine Integral: 

%= C, + C, ^ + C.^ + + C„ i^, (41) 

und somit unter ihren particularen Integralen eine Constante enthalt , also von der Form (37) ist und 
durch eine neue Substitution 

um die Einheit in der Ordnungszahl heruntergebracht werden kann. Die beiden Substitutionen in Eine zu- 
sammengezogen geben : 

y = y^fudx. (4«) 

\^r erhalten dann zum Behufe der Substituirung in die vorgelegte Gleichung : 

y = y, . fvdx 

i =y\ ' f^dx + y, . u 

tf' = y'[ , fudx + 2 . y; . M + y, . u' 

y>-i)= yin-^)fudx + (^*) y^^'u +i^^^) y['^^u! + + y, u(--> 

* 

wobei wir kurzehalber von den bekannten in der oombinatorischen Analysis allgemein üblichen Symbolen 
Gebrauch gemacht haben , nach welchen : 

{n\ « r«^ "(»— {n\ n(»— !) (»— 2) 



= 



dlgemdn: 

n(n— l)(n— 2) (n— p+i) 

2 . 3 p 

angenommen ist 

Werden nun diese Gleichungen (43) , von der ersten angefangen , nach der Reihe , mit den 

CoefQcienten X^, X^, X„ multiplizirt und addirt, so verschwindet die Summe sanuntlicher mit 

Judx verbundener erster Glieder in den zweiten Theilen derselben und wir erhalten demgemass die 

neue, kein y oder Differentialquotienten desselben, dagegen aber ti, vl^tf u^""^^ enthaltende 

Gleichung in vollständiger Entwicldung wie folgt : 

4 
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+ w^"-^ [(^) X,y: + (^*) X^,y\ + X^^y, ] + 



(44) 

+ 

Betrachten wir nun den Fall , wenn bereits r particuläre Integ^rale der redozirten Gleichung , 

nämlich C^y^^ C%y%% ^^.y^ ermittelt sind, und erwägen wir, welcher Weg einzuschlagen sei, 

um sowohl die (n — r) übrigen particulären Int^ale der reduzirten Gleichung als auch das allgemeine 
Integral der completen Gleichung zu erfahren. Dem Gesagten zufolge wäre die Summe der bereits aufge- 
fundenen particulären Integrale nämlich : 

C,y, + C.y, + C.y, + + C^y^ 

zum allgemeinen Integral der reduzirten Gleichung zu ergänzen. Denken wir uns nun das letztere 
bereits gefunden , so wird es immer gestattet sein, das allgemeine Integral der completen Gleichung 

' von derselben Form vorauszusetzen , sobald wir uns nur unter C^ , C, , C^, C,^^ , C„ 

nicht mehr, wie in jenem, willkürliche Constante, sondern variable Functionen von a? vorstellen , von 

der , Beschaffenheit, dass durch Substitution der für y« y'« y"« y^'^Maraus her /ergehenden 

Werthe in die vorgelegte Gleichung , dieselbe , nicht wie früher auf Null , sondern auf den zweiten Theil 
F{x) reduzirt wird. Noch mehr : es wird diesem Verlangen schon dadurch entsprochen werden können, 
wenn an die Stelle einer einzigen der Constanten C^ , C, , CV eine schicklich gewählte Func- 
tion von X gesetzt wird, so zwar, dass, wenn wir auch die (r— 1) fibrigen als variable Functionen 
von ar voraussetzen , zwischen denselben noch (r — 1) Relationsgleichungen bestehen können, die wir 
dann so wählen werden, dass der Gang der Rechnung so viel möglich erleichtert und vereinfacht wird. 
In der That wollen wir zwischen den, nunmehr als variable Functionen gedachten Grössen C^, C,,. . . C^. 
solche Relationen feststellen, dass durch dieselben die Form der (r—1) ersten Differentialquotienten 

y', y", y"' y^*^*^ derjenigen, die ihnen für constante C^, C,, .... Cr zukommt, vollständig 

ähnlich werde. Wir erhalten auf diese Weise : 

(4S) y = C,y, -h C.y, + + C.yr 



I 



(«) 2^= C. y. + C. y. + + C,y; 

+ C.y. + C;y. + + e,y. 

Dieser Wertb von y* würde nun offenbar für : 

(47) C.y. + C.y. + + c;yr = o 
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dieselbe Form , wie fBr constante C^ , C, C^ erhalten , and wir woUen daher aadi , der oben 

ansgesproehenen Absicht zufolge, diese Gleichung (47) als die erste der (r— 1), zwischen den Functionen 

Ct , C. , Cf nach unserem Belieben aufzustellenden , Relationen annehmen. Wir bekommen aber 

öberdiess: 

y" ^c,y\ +c.y; + + c?,y; 

+ c;y'. +c;y; + + c;^;. 

los demselben Grande wie frfiher setzen wir auch hier : 



(48) 



und erhalten weiter: 



C[y\ + e.y; + + c;!r; =o 



r = c, y: 



(4») 



C.y:' + + Cryr 

c;y; + + c;»; =o. 



(50) 



Wir bekommen so fortfahrend : 

yc.-«)= cy^r*) + c,i^r^ + + Crj^r'^ 

c.yr-^+ c;y(r«5 + + e^y?^' = o 

und es ist diess die letzte der (r — <) Relationen zwischen den C^« C,, C^. über welche wir 

nadi Beliebm yerffigen können. Es werden demgemiss die noch übrigbleibenden (n — r + 1) Differential- 

quotienten : y^**' , y^*^*) , y^**' durch yoUständige Differentiation des für y^*^" eben erhaltnien 

Werthes zu bilden sein. Wir bekommen so : 



(51) 



tC-) = 



y{"-«) = 



y("-) = 



c,y<{^ +e,y(;> + + Cry^;-^ 

+ C. yT«) 4- C.yr»' + + C, y?-'\ 

Cyf-r^ + e.y^r*) + + Cri/T'^ + 

+ i\c,t^P +c.yS-' + +.c;y5r>]+ 

+ C'ly^r'^ + c:y^r'^ + + c;y^r'^. 

C, y^r^ + C.y?*«' + + Cr y?+*5 + 

+ 3 [c. y(r+') + c, y?-+') + + c; y(r+*T + 

+ 3 [C;'y(-) + Cy?) + + (- y(r) ] + 

+ Cl'y'-r^ + C: yi«--') + + C7 y(r'). 



(«) 



(53) 
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Die (n — r+ 1)^« and zugleich letzte Gleichung ist: 

t"' = C, . yf^ +C, . sfi«> + + Cr . yt«^ + 

+ (n-r+1) [C; . y^r^ + C; . y?-^ + + C, . y^r'^ + 

+ -^-=^^^-^-^— ""^ [C: . y?-^ + c; . y^r^ + +c; . y^r'] + 

+ (n-r+l) [Cr'^ yf + Cf-^^ y^[^ + + C?"^) y^;^ ] + 



Diese ffir y^y^^y'^ • . y^"^ gewonnenen Werthe sind nun der Reihe nach mit X^, X^^ • X„ 
zu multipliziren und in die vorgelegte Gleichung hineinzusetzen. Hiebei wird aber offenbar die Summe 
sämmtlicher nur undifferenzirte Cs in sich enthaltender Glieder versehwinden müssen , da dieselbe für 
sich allein genommen der reduzirten Gleichung genügt, die Summe der übrigen dagegen wird dem Fix) 
gleichzusetzen sein , da wir ja Eines der zu bestimmenden Cs zu diesem Ende aufgespart haben. Die vor- 
gelegte Gleichung (39) verwandelt sich hierdurch in eine neue nach C, welche die ersten, zweiten u. s. w. 

bis (ri — r+ 1)^1^ Differentialquotienten der C^, C,, C^ in sich enthalten wird. Von diesen 

letzteren Cs sind aber (r — 1) an der Zahl durch die früher aufgestellten Relationen (47), (49), 

bereits bestimmt , so zwar , dass wir durch Elimination aus denselben alle übrigen eingestrichelten Cs , 
allenfalls : C, , C, , C^ durch C^ ausgedrückt erhalten. Durch Hineinsubstituiren der $o gewon- 
nenen Werthe für C, , C^ , Cy in die oberwähnte neue Gleidiung wird auch in dieser jede Spur 

der , mit den Stellenzeigem 2 , 3 , r versehenen Cs verschwinden müssen, und wir bekonunen jso 

endlieh eine Gleichung nach C^ vom Grade n — r+ 1 , in welcher aber kein mit dem 0^^ Differential- 
quotienten C^ verbundenes Glied erscheinen wird , die sich demnach alsogleidi auf eine neue , um die 
Einheit in der Ordnungszahl niedrigere , d. h. der (n — r)^>^ Ordnung angehorige , reduziren lässt. Da 
nun aber diese letztere eine complete ist, so wollen wir zuvörderst zeigen, auf welche Weise die eben 
vorgetragene Analysis aus dem allgemeinen Integral der reduzirten zu jenem der completen führe. 

Wir setzen dem gemäss n = r in unseren gegenwärtigen Rechnungen , und erhalten ffir die- 
sen speciellen Fall zur Bestimmung von C^ , C, , C, C„ folgendes System von n Gleichungen : 



C\y. + C'.y, + C„y„ =0 

C\y\ + C\y\ + t\y'„ =0 

C\y: + C\f, + C,yl =0 

C\ y^•^ + C; y^' + C; y^r^ = 

C\ yr' + CVyi"- ' + C; y^') = ^^ 
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Diese liefern durch das gewShoIiche schoo früher zur Sprache gebrachte EliminatioDsverfahren Werthe 
von C, bis C„ von folgender Gestalt: 

C,= q>,ix), C; = 9,(ar), ...... C„ = 9, (x) (54) 

und sodann durch Integration : 

C, — c^ +/9^(x)rfx, C, = c, +/9,(x)ite, C„ = c^ +/9„(x)rfx, (55) 

unter c^^ c^^ c„ willkürliche Constanten verstanden. 

Endlich wird man diese eben gefundenen Ausdrucke in die Formel (40) substituiren « eine For- 
mel , von der vorausgesetzt wurde « dass sie sowohl das Integral der reduzirten als auch der completen 
Gleichung gebe, ersteres in dem Falle, wenn C^ bis C„ Constante sind, letzteres aber dann, wenn sie 
auf schickliche Weise variabel gemacht werden ; und so erhält man das gesuchte Integral der completen 
Gleichung unter folgender Gestalt : 



+ yiJ9i(<^)dx + y.j0^ix)dx + + Vnf^ni^^äx, 

und es ist abermals ersichtlich , dass dieses Integral aus zwei Theilen zusammengesetzt sei , dem in der 
ersten Reihe erscheinenden Integrale der reduzirten Gleichung und einer die zweite Reihe bildenden Func- 
tion von ar, die keine willkürliche Constante enthält, und der completen Gleichung Genüge leistet. 

Auf ähnliche Weise wird man denn auch zuvorderst die oben erwähnte Gleichung vom Grade 
n — r als reduzirte behandeln und zu integriren suchen; dann daraus das Integral der completen 

ableiten , die Werthe von C, , Cy berechnen , was offenbar keine Integration erheischt , und 

endlich durch Integration C, , — C^ ermitteln. 
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Plan des voriiegeDden Werkes. 

Nachdem wir in den vorhergehenden fünf Paragraphen die nothwendigsten fundamentalen Lehr- 
sätze über die Existenz und Form der Integrale linearer Differentialgleichungen, sowie über den Bau 
dieser letzteren entwickelt und gesehen haben , dass der Gegenstand in steter Analogie mit der Theorie 
der algebraischen Gleichungen fortschreite , finden wir uns veranlasst, diese Analogie auch fernerhin fest- 
zuhalten , und die nun folgenden Lehren dermassen in Abschnitte zu theilen , dass einem jeden derselben 
ein analoges Capitel auf dem Felde der algebraischen Gleichungen entspricht. Es soll daher : 

Erstens der nächstfolgende zweite Abschnitt die Lehre enthalten von denjenigen Differen- 
tialgleichungen aller Ordnungen und mit bestimmtem Coefficientenbau, die wir in Folge dieses 
letzteren durch geschlossene Formeln zu integriren vermögen. Hieher gehören z. B. die Formen: 



(56) 
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^(Ä + AKr)"yW + it^. (A+AKr)»-'y(»-»)+ +A,(h+kx)tt+A,y = Fix) 

(«„ + 6„a?)y'"^ + («„-. + 6„-.a?)V»-'^+ + («. + 6, ar) y' + (a, + 6.x)y=F(ar) 

«„•«».yW+äc»-(«,^.. + *,_. x")y<^'^+ + («, + ft.a?*+c,x»"+ . . . h„x^y = F(x) 

und noch einige andere. Dieser Lehre entspricht auf dem Gebiete der algebraischen Gleichungen die von 
den binomischen, reciproken u. s. w. Gleichungen, welche, in Folge ihres speciellen Coefficientenbaues 
eine Auflosung durch geschlossene Formeln zulassen. 

Zweitens. Der dritte Abschnitt enthält die F o r m e n 1 e h r e der linearen Differentialgleichun- 
gen , deren CoefQcienten algebraische und rationale Functionen von x sind , und stellt die Kennzeichen 
auf, nach welchen die Formen der Genüge leistenden particularen Integrale aus jenen der Coefficienten 
abgeleitet werden. Diesem Abschnitte entspricht auf dem anderen Felde eine Reihe von Lehrsätzen , wie 
die von Descartes, Fourier, Sturm. 

Drittens. Ein vierter Abschnitt hat die Transformation der Differentialgleichungen zum 
Gegenstande, und lehrt, aus der gegebenen Gleichung eine andere abzuleiten , deren particuläre Integrale 
mit jenen der ersteren in einem gewissen analytischen Zusammenhange stehen. 

Viertens. In einem fünften Abschnitte werden Methoden entwickelt, die, der Form nach 
bereits bekannten particularen Integrale wirklich zu berechnen, und, da oft ein und dasselbe 
particuläre Int^jal unter verschiedenen Formen erscheinen kann, auch Methoden diese Formen in 
einander zu verwandeln, damit man aus denselben die vortheilhafleste « etwa die geschlossene 
oder eine andere, den Vorzug der Durchsichtigkeit in höherem Grade besitzende zu wählen im Stande sei. 
EndUch 

Fünftens wollen wir in einem sechsten Abschnitte unsere Aufmerksamkeit den Systemen 
von mehreren Differentialgleichungen und den partiellen Differentialgleichungen 
zuwenden. 
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DiffereDÜ&lgleiehDngeii mit partieDlircn iDtegralen von einerlei gesetüossener Form. 

JBis ist berdto im S. 2 des ersten Abschnittes darauf hingewiesen worden, dass es der geschlossenen For- 
meln ffir die particnlaren Intqjale linearer Differentialgldchongen zwei Arten geben könne : solche näm- 
lich « die die Ableitnngsweise derselben ans den Coeffidenten der Gleichung angeben , wie andi diese 
Coeffidenten gebaut sein mSgen , und die wir lediglich fSr die Differentialgldchungen der ersten Ordnung 
besitzen, und andere, die einen bestimmten Bau der Coeffidenten voraussetzen, somit nur 
für dne spedelle Classe von Gleichungen giltig sind. Von diesen letzteren nehmen aber diejenigen vor- 
zugsweise unsere Aufmerksamkeit in Anspruch, welche, im Allgemeinen wenigstens und ohne Ruduicht 
auf mögliche AusnahmsfSUe , lauter particuläre Integrale von einerlei Gestalt zulassen, 
weil diese Gleichförmigkeit der Form auch eine Gleichförmigkeit in der Auffindungsweise dieser particn- 
laren Integrale unmittelbar nach sich zieht Hierher gehört die den Analysten seit lange bekannte Form 
der Differentialgleichungen mit constanten Coefficienten: 

von welcher man weiss , dass sie in der Regel n particuläre Integrale von der Form : 

besitze. 

Hierher gehört femer die schon vonLegendre behandelte Gleichung: 

deren particuläre Integrale , wenn man von gewissen Ausnahmsfallen absieht , alle in der Form : 

C (h + kxy 
enthalten sind. 



« * 
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Ferner sind noch hierherzuzahlen alle unter folgender Gestalt erscheinenden Differentialglei- 
chungen : 

cPv cT""*!/ du 

^ («„ + 6„x) + — :f^ (fl^, + 6^,x)+ . . . . +^(a^ 

deren Integration den Gegenstand einer Denkschrift in den naturwissenschaftlichen Abhandlungen gesam- 
melt und durch Subscription herausgegeben von W. Haidinger, I.Band, Seite 177 — 257 gebildet 
hat, und deren Integrale unter der Form: 

c.f e^ Vdu 

u' 

auftreten. Diese nun und ähnliche Differentialgleichungen sollen im gegenwärtigen Abschnitte zur Sprache 
kommen. Wir werden hiebei einen Vorrath von Formen kennen lernen , unter welchen die particulären In- 
tegrale linearer Differentialgleichungen zu erscheinen vermögen , wodurch dann wieder eine allgemeinere 
Formenlehre vorbereitet wird, die den Inhalt des folgenden Abschnittes bilden soll. 

Unbezweifelt reduzirt sich das ganze Problem der Integration der linearen Differentialgleichun- 
gen auf die vollständige Kenntniss des Zusammenhanges zwischen den Coefflcienten derselben und den 
ihnen ent^rechenden particulären Integralen. Es ist daher auch nicht zu läugnen , dass ein Inbegriff von 
Lehrsätzen, welche aus den Formen der CoefBcienten Jene der particulären Integrale zu erschliessen 
lehren , ein fundamentales Gapitel in einem Werke über diesen Gegenstand bilde , woraus dann wieder zu 
folgen scheint, dass eine solche Formenlehre an der Spitze desselben zu erscheinen habe. Dessenun- 
geachtet haben wir es vorgezogen Mer den naturlichen Gang der Erfindung zu gehen, weil man 
ohne eine gewisse Summe von gemachten analytischen Erfahrungen gar nicht einmal auf den 
Gedanken einer Formenlehre gekommen wäre , weil femer diese Erfahrungen , die wir im gegenwärtigen 
Abschnitte gewinnen, den besten Eintheilungsgrund für jene Formen liefern , weil endlich die in 
den meisten Fällen so sehr wichtige Verwandlung verschiedener Formen, unter welchen die 
in Rede stehenden particulären Integrale erscheinen können, in einander, am allerpassendsten an den ein- 
fachen Beispielen dieses Abschnittes nachgewiesen werden kann. Spätere Wissenschaftsforscher , die sich 
mit diesem noch so sehr neuen Gegenstande beschäftigen werden, mögen immerhin' die Ordnung der Lehr- 
gegenstände in eine andere verwandeln , sobald diess durch die neu gemachten Fortschritte geboten sein 
wird ; uns ziemt es denjenigen Gang einzuschlagen , der die lichtvollste Klarheit verspricht. 



DifTerential^leichungen mit ptrticaliren lotegrtlen von einerlei geschlossener Form. 
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§. 1. 

Integration der Gleichungen von der Form: 

und: 

Zu den Integralen der linearen Differentialgleichungen, die man bisher aufzufinden gelehrt hat, 
gelangt man in der Regel durch eine glückliche Voraussetzung hinsichtlich der Form des Ausdruckes , der 
die Eigenschaft hat Genfige zu leisten. Hat man die Form errathen , so bekommt man auch gewöhnlieh 
nicht einen, sondern mehrere gleich gestaltete Ausdrucke, die sammtlich die Eigenschaft besitzen, der 
Gleichung zu genügen, somit als eben so viele particulare Integrale zu betrachten sind, die man dann je 
,mit einer willkürlichen Constanten multiplizirt und addirt, und so abermals einen Ausdruck erhält, der die 
vorgelegte lineare Differentialgleichung erfüllt , und ein vollständiges Integrale ist oder nicht , je nachdem 
in demselben die erforderliche Zahl von willkürlichen Constanten vorhanden ist oder nicht So integriren 
wir die Gleichung (1) , indem wir den Werth von y von der Form e^ voraussetzen. Und wirklich gibt e'^ 
statt y snbstituirt , folgende Gleichung : 

oder: 

Anr"" + A„^,i^' + + A,r + ^^ = 0. 

Es wird daher e^ ein particulares Integral sein , wenn r eine beliebige der n Wurzeln der 
Gleichung (3) ist Bezeichnen wir diese letzteren mit 

so sind 

e''*^, 1?'^»^, e^^^ e^'^' 

particulare Integrale , und in Folge der linearen Form der Differentialgleichung 

y = Ce***^ + C.e*'«* + C.e**«' + + C««'^"* 

das allgemeinste, mit n willkürlichen Constanten C^, C^ versehene Integral derselben. 

5 



(1) 



(«) 



(3) 



(4) 
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Auf ähnliche Weise gelangt man zum Integral der Gleichung (2) , 

y = (A + kxy 

voraussetzend. Diess führt nämlich zur folgenden Gleichung des n^" Grades in r: 

(5) ^^ft"r(r-l)..(r-u+l) + il;^,Ä«-*r(r— l)..(r-/i + 2)+ +.4,Ar + ^=0, 

deren n Wurzeln wir piit i\ ... r„ bezeichnen , und auf demselben Wege für das allgemeine Integral 
folgenden , mit n willkürlichen Constanten C^ , ... C,, versehenen Ausdruck erbalten : 

(«) y = C,{h + kxy^+C,ih + kxy*+ ... +Cnih+kxy^. 

Es ist klar, dass die Ausdrücke (4) und (6) nicht mehr die Form des allgemeinen Integrals 
der Gleichungen (1) und (2) darzustellen im Stande sind in dem Falle, wenn unter den Wurzeln der Glei- 
chungen (3) und (5) gleiche vorkommen, da die vorgelegten Gleichungen sonst gleiche particuläre Inte- 
grale besitzen müssten, was, zufolge der im I. Abschnitte, S. 4, geführten Untersuchungen, nicht sein 
kann. In der That haben dann nicht alle particulären Integrale der Differentialgleichung die ihnen voraus- 
gesetzte Form, und es steht namentlich, wenn: 



I* = r = . = 1* 



in 



in (3) sein sollte, anstatt des Ausdruckes (4) folgender andere als allgemeines Integral der Gleichung (1) 
da, nämlich: 



rnT 



(?) y = (C. + C.x + C.*» + + C^af"-) e^'- + C^+.e---^ + + C„e 

m 

Die natürlichste Art diess zu erweisen , wäre wohl der Gebrauch der im ersten Abschnitte, 
S. 5, auseinandergesetzten Methode der Variation der Constanten; man bedient sich indessen zu 
diesem Zwecke noch eines anderen , schon desshalb sehr erw ähnenswerthcn Kunstgriffes , weil er sehr 



schnell zum Ziele führt, wenn auch die darin vorkommenden analytischen Gebilde wie - oder . oo für 
den Anfänger einiges Abstossende haben sollten. Es ist unerlässlich, diesen und ähnlichen Formen einige 
Aufmerksamkeit zuzuwenden , weil sie nur zu oft den Übergang von einer Form des Integrales zur andern 
vermitteln , der einer nicht selten nur sehr geringfügig scheinenden Änderung in den Coefßcienten der 
Gleichung entspricht, und so den Rechner von der directen Aufsuchung neuer Formen und damit ver- 
knüpften Rechnungswiederholungen entheben. Der Kunstgriff besteht im Wesentlichen darin, dass man die 
gleichwerdenden Wurzeln nicht mit einem Schlage einander gleichsetzt, sondern allmälig gegen die 
Gleichheit convergiren lässt, indem man damit beginnt, anzunehmen, dass ihre Unterschiede sehr klein 
seien ; dem gemäss setzen wir im gegenwärtigen Falle : 



(8) r, = r, + «,, r, = r. + £,, r,„ = r, + £ 



m 
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und verstehen unter £,,£., £m ^^^ kleine Zusätze , die wir gegen die Nulle convergiren lassen. 

Anstatt der Formel (4) tritt dann folgende andere auf: 

y = (C, + C.e*«^ + C.c'»^ +.... + C«e'«^e^«* + ^„.^t e'"-«'' +.... + C„e''^^. (9) 

Wegen der vorausgesetzten Kleinheit sämmtlicher € genannten Coefficienten lasseo sich aber 
die sie enthaltenden Exponentiellen in sehr convergirende Reihen entwickeln, und man hat namentlich: 

^'»^ = i + a.x + ^ el x^ + — ilx' + 



e*«.- = 1 + £^ar + i elx' + ^ €iar» + 

Diese Werthe fähren wir in die vorhergehende Gleichuog ein, und setzen ooch fiberdem: 

C, + C, + C. + + C« = Ä, 

C.£. + C.£, + + C^^m = Ä. 

C.£; + C.£: + + C„,ei =2B, 



C,e'r+ C.£r»+ + C^eSr = 2.3 ... (m-OB,«, 



so erhalten wir 



m 



m 



y = (B, + B,x + B,x* + .. + Ä^ar'^O«*"*' + C*,,,^! «'"''*•'' + • C'„e'"* + flar^e'^«* 

unter fl ein nach aufsteigenden Potenzen von x geordnetes Polynom verstanden , welches nach den sehr 
kleinen Zusätzen £ der m^^ Ordnung angehört und nach den C linear ist Verstehen wir jetzt unter 
K^, A,, . . . Ag^ willkfirliche Constanten, so werden, kraft der zwischen ihnen und den C^, C^^ . . . C^ 
aufgestellten Gleichungen, letztere als Functionen der ersteren und der sehr kleinen Zahlen £, , £«,...£ 
erklärt. Von diesen Gleichungen verlangt die letzte, dass, wenn B„ eine endliche Constante bedeutet, die 
C, , C, , ... C^ Grössen seien , welche bei dem unendlichen Abnehmen der £ ins Unendliche w achseu, 
iu einem Masse , wie der Bruch 

1 

es anzeigt ; unter dieser Beschränkung aber wird man stets Werthe der C. , C„ ... C^^ finden, welche 
diesen Gleichungen Genüge leisten. Lässt man jetzt £, = £,= ... = £^ = o werden , so geht H 

5 ♦ 



II. Abschnitt 

•fdikar ak eiie Grfase der ersten Ordnung nach diesen verschwindenden Zusätzen in die Nolle über, 
lud «ir erkahea das allgemeine Integral der zu integrirenden Differentialgleichung: 

y = (B. + B.X + Ä.x* + . . . + Ä«x"-0 e'^' + C^+, if-+«^ + + C„e'^-', 

riiK Fm« « welche mit der (7) zusammenfallt. 

Sollte Jemand an dieser Art das unvollständige Integral zu ergänzen, Anstoss nehmen, so kann 
^ sich sehr leicht einen sjuthetischen Beweis verschaffen , dass , im Falle die Gleichung (3) fit gleiche 
Wurieln besitzt, der Differentialgleichung (1) durch einen Werth, wie: 



y = (Ä. + B,x + B,x' + + Ä,,ar~-0^''^ 

ticuü|;o geleistet werde. Zur bequemeren Fuhrung dieses Beweises stellen wir die Gleichung (1) dur in der 
syuibolischen Form : 

(10) y^(^) = °' 

so wird die (3) folgendermassen geschrieben werden müssen : 
(II) A(r) = 0, 

und da r = r^ eine mmal vorkommende Wurzel derselben ist, so haben wir identisch: 

fO\) = r o\) = ro\) = = r"-*^ C'-.) = o 

unter f\r\ •• /''^""'^ den !•«", 2^«, ... (m— 1)*«"* Differentialquotienten von /'verstanden. 
Bedenkt man nun andererseits , dass allgemein : 

^- («f'-^x*) = !?'•' [r.x* + kx^-'] 

dx 



dx 



d" 



dx 



^(e'^.x*) = e''*[r".x* + ('*jr»-' ftx*-*+(^'^*j?-^-.*A(A— l)x*-« + ..+('/ jr^'^Ä^^^ 



sei, 80 sieht man, dass, wenn k eine ganze Zahl ist, ein jeder Wcrth von der Form: e'*'. x^ anstatt y 
gesetzt, die Differentialgleichung (1) auf die Form bringe: 



r /'Yr) f *''Yr) / *Yr) i 

(12) e-[x*/(r)+&x*-rO-) + Ä(&-l)x*-^+ + A(Ä-l)./2x^L^_^+A(^^^ 



Ist nun r = r^ und zugleich &<!m, somit höchstens k = m — 1, so wird offenbar diese 
Gleichung (12) eine identische, und hiermit ist es bewiesen, dass das angegebene partieuläre Integral 
wirklich Geniige leiste. 
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Da die Gleichuog (2) durch die einfache Substitntion : 

h + kx = e"^ 

sich auf eiue mit constanten Coefficienten zurückzieht, wie man unschwer erkennen wird , wenn man 
bedenkt, dass durch eine derartige Substitution die Form des allgemeinen Integrales (6) offenbar in jene 
von (4) übergeht , so erfordert die Completirung ihres Integrales im Falle gleicher Wurzeln keine beson- 
dere Behandlung. Es wird sich daher sowohl die eine als auch die andere der Gleichungsformen (1) und 

(2) stets und allgemein integriren lassen , so zwar , dass man immer ein mit n willkürlichen C!onstanten 
versehenes, nur zwei verschiedene Grundformen möglicherweise enthaltendes allgemeines Integral 
bekonunt 

Wir bemerken noch schliesslich, dass auch Gleichungen , deren Coefficientenbau von jenem 
der Gleichungen (1) und (2) vollständig verschieden ist, einzelne particuläre Integrale besitzen können, 
die den beiden ebenbetrachteten Formen angehören, wiewohl es auf den ersten Anblick scheinen 
möchte, dass z. B. die Voraussetzung eines particulären Integrals von der Form e^ für Gleichungen, 
deren Coefficienten die Variable x enthalten, unzulässig sei, da einerseits die Grösse r bei den successiven 
Differentiationen als Constante behandelt, anderseits aber für variable Coefficienten Ä durch die Gleichung 

(3) als von x abhängig erklärt wird. 

Ertheiien wir nichts destoweniger dem y die Form e^^^ unter r eine constante Grösse verstan- 
den, so wird man, nach vollbrachter Einführung desselben, zu einer Substitutionsgleichung gelangen, 
die , für dem m^^" Grade nach x angehörige A^ folgende Form besitzen wird: 

L + Mx + Nx^ + + Px"* = 0. 

Haben nun L^ M^ N^ P einen gemeinschaftlichen nur r enthaltenden Factor, so ist 

es klar, dass jeder Werth von r, der diesen Factor auf die Nulle reduzirt, die vorgelegte Gleichung 
erfüllen , diese letztere demnach eben so viele particuläre Integrale von der früher betrachteten Form 
besitzen wird. 

Überhaupt ist es gestattet, sich auf diesem Felde mit einer gewissen Freiheit zu bewegen, da 
ja die gemachten Voraussetzungen rficksichtlich der Form der einzelnen particulären Integrale sich auf dem 
angedeuteten Wege ohnediess von selbst als zulässig oder unzulässig herausstellen. Es kann uns sonach 
nichts hindern, dem y was immer für eine Form 9(x, ti, v, ... a, 6, . . .) beizulegen, da hierdurch 
eigentlich nnr das Erfülltwerden der vorgelegten Gleichung von dem Erfülltwerden der Substitutionsglei- 
dmng abhängig gemacht wird , zu der man durch Einführung des so vorausgesetzten y gelangt Kann nun 
aber dieser letzteren durch schickliche Wahl der früher noch unbestimmt gelassenen Constanten a, 6, . . . 
Genfige geleistet werden , so verwandeln eben diese genugenden Werthe die obenaugenommene Form in 
ein particuläres Integral, und zwar wird man der letzteren so viele erhalten , als es verschiedene Systeme 
der Grossen a, 6, ... gibt, welche besagte Substitutionsgleichung erfüllen. 
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liitegratiou der Gleicjiungea voa der Form: 

(13) ^(«i, + M)+^^(«n-i + 6n-ia:)+...+ ^(«, + 6,a:)+y(a„ + 6,x) = o, 
wo ün tfo * ^A ^0 coüstaute CSoefficienten bedeuten von willkärlichem Werth. 

Genau aut dieselbe Weise, wie sich durch eine glückliche Voraussetzung die Form des Aus- 
druckes ergab, der eine Differentialgleichung wie (1) oder (2) erfüllt, liegt uns die Verniuthuug nahe, 
dass die Differentialgleichung (13), die der Gegenstand unserer Untersuchung sein soll, partieuläre Inte- 
grale zulasse von folgender Form : 

(14) y =f e"^Vdu 

wo V eine Function der Variablen u, v! und vi' aber schicklich gewählte Integrationsgreuzen andeuten. 
Um nun die Werthe von F, u' und u", die eben den Ausdruck (14) wo möglich in ein particuläres 
Integral umwandeln, zu bestimmen, substituiren wir denselben in die Differentialgleichung (13), und 
erhalten , wenn wir bedenken , dass 

ist, und fiberdiess 

(16) tf„M" + a,^,M«-' + + a,u + a^= 17,, 

(17) b„u" + K_,u"-' + + 6,11 + 6o - t;, 

setzen , als Resultat : 



V 



(18) ./■ [Uo + U,x]e'"- Vdu = 0. 

'tt' 



Endlich suchen wir F, ti', u" so zu bestimmen, dass die Gleichuug (18) eine identische 
wird. Nun lasst sich aber dieselbe so schreiben : 






(19) / t/o^"' Vdu + xf U,€'" FdM = 0, 



und man erhält durch das Verfahren der theilweisen Integration : 

^ r r r 17 I 

(80) xfU, e"' Vdu = e ' U.V ^ fe'" — r^ - d« : 
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somit , wenn man das Symbol 






da^enige bedeuten lässt was man erhält, wenn man in den eingeklammerten Ausdruck erst die obere 
der rechts angefügten Zahlen tT, dann die untere w' substituirt, und das Resultat der zweiten Substitu- 
tion von jenem der ersten abzieht : 



tr y tr 



d[U,V\ 



xf i;.e"*Fda = |«'«r.F| —f e^ *- , ' W «. («l) 

-i • '„, V du ^ ' 



In Folge dieser Gleichung gellt uns die (19) über in 



[<;«' r. V\ +f e"' \v,Vdu- -'^—^ dv\ = («) 



Vi M 



und dieser letzteren ist nun identisch, d. h. für jeden Werth von x, durch eine schicklich gewShlte Fonc-* 
tion von t/ anstatt F» und durch passende Werthe der Grenzen vi und tT, Genüge zu leisten. Diess 
Mird offenbar erreicht, wenn man 

I/o vdu — rf[r, r] = 0* («3) 

setzt « und äberdiess für vi und vi' solche , weder x noch u in sich enthaltende Werthe substituirt , die 
der Gleichung 

vT 

y'v^^\ =0 («4) 

vi 

Genüge leisten. Es ist natürlich die Gleichung (22) eben auf diese Weise in zwei zu zerfallen, weil der 
PaiU dass das zweite Glied des ersteu Theiles derselben, durch wirkliche Integration ermittelt, sich mit 
dem ersten aufhebt, ein unzulässiger ist; wäre nämlich die unter dem Integralzeichen sich befindende 
Function in endlicher Form integrabel, so konnte sie offenbar nur ein Integral von der Form e^P zu- 
lassen. Da aber 

d _ rdP 



d ruf \ 

— ie^'P) = e"^ (— - + xP] 

du \ du J 



ist, 80 sieht man, dass der erwähnte Ausdruck unter dem Integralzeichen, um als ein Differential des 
ausserhalb befindlichen gelten zu können , noch ein Glied mit dem Factor x in sich schliessen mfisste ; da 
ihm jedoch dieses fehlt, so fallt die Nolh wendigkeit, die Gleichung in zwei zu zerlegen, unmittelbar in 
die Augen. Es ist aber (23) eioe Differentialgleichung der ersten Ordnung von linearer Form, und gibt 
auf dem betretenen Wege integrirt* folgenden Werth für F in Function von ti: 

F = -^ e^ ^' , (25) 



%# n. Absehnilt. 

der in (24) snbstituirt , diese Gleichung verwandelt in 

(•«) C/""^^.'" =0. 

' uf 

Man wird jetzt damit anfangen diejenigen Werthe ?on u zn ermitteln , welche der in (26) ein- 
geklammerten Function einerlei Werth A ertheilen. Gesetzt man hätte deren mehrere u^, ti,, u,, . . . Up 
gefunden, so kann man: 

oder 



M — Uj, u — u,, 

oder 

ü = u^^ u" = u^ 

n. s. w. substituiren , und wird so particuläre Integrale , p — 1 an der Zahl erhalten, welche in der Regel 
unter sich und von verschieden ausfallen werden , nämlich : 



u 



,,= , ... *f^.-.^. ,.=/■%./' ^/-".^ 



^1 ^u. 



,.=/• c./'*/^- f . ,^.=/ c^, r*f> .^ 



M. II 



und weil die Differentialgleichung lineare Form hat, so wird ihr auch die Summe dieser partieulären 
Werthe Genfige leisten. Wir haben somit 

"i U^ * II, 

Man kann sich auch a posteriori iavon fiberzeugen, dass dieser Ausdruck statt y gesetzt die 
vorgelegte Differentialgleichung erfülle ; es reduzirt sich in der That durch die wirklich gemachte Substi- 
tution desselben und durch das angewendete Verfahren des theilweisen Integrirens ihr erster Tbeil auf die 
Summe : 

(») C,e J ""^ + C.e ^^' +. .+ C^.e ^ ^' | , 

deren einzelne Glieder, in Folge der ffir ti^, u, u^ aus der Auflösung der Gleichung (26) hervor- 
gehenden Werthe , jedes ffir sich der Nulle gleich werden. Es geht hieraus hervor , dass es nicht einmal 
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nothweDdig sei jene Werthe der IntegratioDSgrenzen so zu wählen wie im Vorhergehenden auseinander- 
gesetzt worden ist; es genfigt vielmehr, wenn bloss die Summe (29) versehwindet, was z. B. dann der 
Fall ist , wenn die darin vorkommenden Ansdrficke : 



, «• "i 



sämmtlieh einen nnd denselben von verschiedenen Werth B annehmen , und uberdioss zwischen den 
Constanten C, . . . C^^^ folgende Relation festgesetzt wird : 

C, + e, + + C^, = 0; 

oder wenn dieselben Ausdrucke sich auf die von einander verschiedenen constanten oder mit derselben 
Function von x als Factor verknfipften Werthe 

^1 » Ä, , Äp_i 

reduziren, während zugleich 

gewählt wird. 

Ist es uns auf diese Weise gelungen ein Integral der zur n^«» Ordnung gehörigen Differential- 
gleichung mit n von einander unabhängigen willkürlichen Constanten , oder auch mit Constanten n + Ar 
an der Zahl , und k zwischen denselben Statt findenden Bedingnngsgleichungen aufzufinden , so ist diese 
Integral ein allgemeines, sonst aber nur ein particuläres , durch den Zusatz einer neuen Function von o?, 
die für sich die Eigenschaft haben muss Genüge zu leisten , und die noch fehlenden Constanten enthält, 
zu vervollständigendes. 

Wir wollen in diesem Paragraphe bloss zeigen , wie man sich auf dem hier betretenen Wege 
particuläre Integrale verschaffen kann; die Untersuchung aber, ob der aus diesen particulären Werthen 
zusammengesetzte Ausdruck ein allgemeines Integral sei und dessen Vervollständigung, wenn er einer 
solchen bedürfen sollte, für den nächsten Paragraph aufsparen. 

Fasst man das bisher Gesagte zusammen , so ergibt sich daraus folgende Integrationsmethode 
für Gleichungen , deren Coefficienten von der Form a'\-hx sind : Man bilde zuerst die mit V^ und V^ 
bezeichneten Polynome dadurch , dass man in der Differentialgleichung anstatt der vorkommenden Diffe- 
rentialquotienten von y\ 

dPy d"-'y d^y dy 

dfl?»' ds^' d»«' Ix' ^' 

bezüglich die Potenzen 

U" , tl^* , tl* , II , 1 , 

6 
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substituirt, und in dem so geformten Polynome die Summe aller Glieder obne x mit V^ , den Multiplikator 
von X mit U^ bezeichnet; sodann verschafft man sich das Integral: 



/^*" 



wobei man offenbar nur mit deiyenigen Schwierigkeiten zu kämpfen hat, denen überhaupt die Zerlegung 
gebrochener Functionen in Partialbrfiche unterliegt und sucht endlich die Wurzeln der Gleichung : 

unter A eine beliebige, von der Nulle verschiedene Grösse, oder auch die Nulle verstanden. In den 
meisten Fällen werden wir es mit der Gleichung : 



(30) 



f/x+ / —rfu 



zu thuen haben. 

Sind nun diese Wurzeln t/^ ^ u, , ... t/^ , so hat man das Integral der Differentialgleichung 
bereits gefunden , es ist nämlich das in der Formel (28) enthaltene. Es wird jetzt am gerathensten sein, 
an einigen Beispielen die Wirksamkeit dieser Methode zu erproben, weil so am allerbesten erhellen kann, 
in welchen Fällen sie die nothige Anzahl particulärer Integrale wirklich liefert , und somit zum allgemei- 
nen Integrale fuhrt ; und in welchen andern Fällen sie sich, wenigstens insofern als sie bisher entwickelt 
wurde , als unwirksam erweist , und einen zwar der Differentialgleichung genägenden Ausdruck liefert, 
der aber nicht die nothwendige Anzahl Constanten in sich schliesst, somit einer Vervollständigung bedarf, 
um zum allgemeinen Integral erhoben zu werden. 

Nehmen wir als erstes Beispiel die allgemeine Gleichung der zweiten Ordnung : 

(31) 0, («.M- *.^) + -^ («I + *i^) + y («0 + M) = 0. 

Scheiden wir hier zwei Fälle, den wo 6, gleich Null ist, und den wo dieser CoefDcieut von der Nulle 
verschieden ausfällt Im ersten Falle bekommen wir durch das Verschwinden von 6, selbst, eine ein- 
fachere Form ; überdiess lässt sich noch die Gleichung durch a, dividiren , und erhält folgende Gestalt : 

+ -^ («i + *ia:) + y{ii, + h,x) = 0, 
welche ihrerseits noch durch Einführung einer neuen Veränderlichen, mittelst der Substitution 

X — Xj , 
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auf die noch einfiiehere Ponn : 

unter der Bedingung jedoch, dass b^ von der Nulle verschieden ist, zurückgeführt werden kann. 

Ist aber 6, nicht Null, so wird man x— -z- anstatt x setzend, die (31) in die einfachere: 

^ 3 + ^ ^''^ + 6i^) + yK + b,x} = (33) 

verwandeln, so dass es sich numnehr bloss um die Integration der beiden letzteren handelt Wir wollen 
die (33) zuerst vornehmen und haben in derselben: 

I/o = «i M + «0 » 

U, = u' + b,v + b,, (34) 



J U, J W + b,u + 6. 



Nennen wir , um zu dem Werthe des letzten Integrales zu gelangen , a und ß die Wurzeln 
der Gleichung 

u* + b,u + b, = 0, 

so wird sich der Bruch unter dem Integralzeichen in zwei Partialbrüche zerlegen lassen von der Form : 

und 



u — a u — ß ' 
und es wird 



f^' du = Alog(u-a) + Alogiu-ß) = logHu-ay^u-- ß^]; 



(35) 



und die Stelle der Gleichung (30) vertritt jetzt folgende : 

(u - ay^ (ti — ßy^' e"^ = 0. (36) 

Hier können erstens die Exponenten A und A' reel und positiv , oder auch imaginär sein , so 
jedoeh, dass ihre reellen Theile positiv ausfallen. Findet diess Statt, und ist noch uberdiess x selbst 
positiv , so wird man offenbar der Gleichung (36) Genüge leisten durch die Werthe 

u ^= a^ u = ß^ u = — oo; (37) 

ist aber der Werth von ar, negativ, durch folgende andere: 

u e=: a\ u = ß^ ti = + oo. (38) 
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Es ist diess keinem Zweifel unterworfen, im Falle A und A ree! und positir sein sollten ; wenn 



jedoch a und ß zwei correspondirende imaginäre Wurzeln sind, die sich nur im Zeichen des mit \J—i 
verbundenen Gliedes unterscheiden , so werden auch A und A eben solche zwei correspondirende ima- 
ginäre Ausdrucke: 

(89) A = C-\-D^^^, A^C — Dyf^, 

und es könnte ein Zweifel erhoben werden , ob 

für u=a wirklich gleich Null sei. Man äberzeugt sich indess hieven auf leichte Weise im Falle C 
positiv ist, wenn man bedenkt, dass 

0^= 0, 0^^= (e-°°)^^~*= e-°°^^^= cos (oo D) — V"-^ «<>* (ooZ)), 

gleich einer endlichen imaginären Grosse sei, deren Modulus die Einhait nicht zu überschreiten vermag. 
Wir stossen hier gleich auf eine merkwürdige Erscheinung : wir sehen nämlich , dass das Integral der 
vorgelegten Differentialgleichung ein anderes sei , wenn der , der Variablen x beigelegte Werth positiv 
ist , und wieder ein anderes , wenn derselbe negativ ausfallt ; namentlich haben wir fiir positive x : 

oder, da 

n* + 6,17 + 6o = (m — a) (w — /5), 

(40) y = Ci f e"^ (m - ay-' (u — /:i/'-' du + C, /' e"^ (m — «)*- (« - yS)*'- d%i : 

a a 

für negative Werthe von x aber : 



js oo 



(41) y = Ci f e^^iu — ay-'iu — ßy-'du + C^f <?"^ (u — a)^-* (1/ — y^' du. 

Es ist wichtig hier noch die Bemerkung hinzuzufügen , dass , im Falle a und ß imaginär 

• 

wären, etwa a=X+)jL^—i und somit ß = X—fi V — i» nwn auch die Integrationsgrenze oo in 
den Formeln (40) und (4l) umsetzen könnte in + oo (A +/x \J — 1), nur wären dann die Zeichen so zu 
wählen, dass der reelle Theil der imaginären Grenze in der Gleidiung (40) negativ, in der Gleichung (41) 
aber positiv ausfällt. Ferner wird man in diesem Falle, die in die letzteren Formeln eingehenden Ausdrücke, 
durch die Kunstgriffe der Umwandlung der Grenzen und der schicklichen Transformation , in ihre reellen 
und imaginären Bestandtheile zu zerlegen Sorge tragen , um die dem Auge mlssfalligen , die \f — 1 in 
sich schliessenden Formen zu vermeiden. 
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Nehmen wir jetzt einen zweiten möglichen Fall an , den nimlich wo einer der Exponenten A 
«nd A positiv, der andere negativ ist, und setzen wir, nm diese Beschaffenheit derselben ins Ange 
fallen zn lassen, — A anstatt A ^ so erhalten wir anstatt der Gleichung (36) folgende andere: 

deren Wurzeln für positive x sind : 



u = a^ ti = — 00, u = ±: CO ^^— 1, (43) 

Die ersten beiden Werthe von u leisten der (42) immer Genfige ; der dritte aber nur dann , 
wenn A^Ä ist Übrigens sind hier A und A\ so wie a undy3, immer reell, der Natur der Sache nach, 
weil , wenn sie imaginäre Grössen wären, sie einander correspondiren mfissten, und sich bloss im Zeichen 
von ^ — 1 unterscheiden könnten, man also nicht leicht von einem positiven A und negativen A spre- 
chen könnte , es sei denn , dass A die Form B y^ — 1 und A die verwandte — B ^ — 1 annähme, 
in welchem letzteren Falle der dritte der in (43) aufgezeichneten Werthe von u gänzlich wegzufallen hat, 
gerade so wie derselbe auch wegfallt , wenn A^A ist ; für negative x hingegen bekommt die Glei- 
chung (42) die Wurzeln 



tt = a, M = + CD, II = + 00 y— T; 

die letztere derselben in der Voraussetzung, dass A^A ist Das Integral der vorgelegten Differential- 
gleichung erscheint nun abermals in zwei verschiedenen , der positiven und negativen Beschaffenheit der 
Variablen x entsprechenden Formen, nämlich: 



'—00 r*» /v^ ^-» //•# /•-Hoo V — J /o — /v\-A-» 









— 00 V — I 



Die erste dieser Formeln gilt für positive, die zweite fSr negative Werthe von x. In beiden 
muss der zweite mit der Constanten C, verbundene Theil weggelassen werden, wenn entweder A=^A 
oder A^A ist; der sodann übrig bleibende, nur mit einer einzigen Constanten C^ verbundene Werth 
von y, hat den Charakter eines allgemeinen Integrales verloren, und muss durch den Zusatz eines andern 
pi^culären Integrales, welches eine zweite Constante in sich schliesst, vervollständigt werden. Wir 
verweisen Jedoch in Betreff der Methode dieses zu leisten , wicf schon gesagt wurde , auf den folgenden 
P&ragraph* 
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Betrachten wir jetzt den dritten Fall, wo A und A negative oder imaginäre Zahlen sind, deren 
reelle Theile negative Werthe haben. Verwandeln wir , um diess dem Auge ersichtlich zu machen, A und 
A\ in — A und — A\ so dass die Gleichung (36) jetzt in 

^**^ (i/-a)*(u-/3K "" ^ 

übergeht und erfüllt wird durch einen jeden , für u gesetzten Ausdruck von der Form 



w = 00 (ilf + iV V"— 0, 

unter N eine beliebige positive oder negative, unter M aber eine andere dem numerischen Werthe nach 
ebenfalls willkürliche , dem Zeichen nach aber der Variablen x entgegengesetzte Zahl verstanden , die , 
wenn man will , auch gleich Null sein kann , so dass es gestattet ist für u folgende zwei Werthe anzu- 
nehmen : 

tl = 00 \J— 1 , ti = — 00 Y — 1 . 

Hieraus folgt der Werth von y : 

/e du 

— 00/-1 

mit einer einzigen Constanten C^, der also abermals ein unvollständiges particuläres Integral ist , auf 
welches wir im folgenden Paragraphe zurückkommen werden. 

Ein vierter Fall ist, wo einer der beiden Exponenten A und A der Nulle gleich wird. In diesem 
Falle geht die Gleichung (36) über in : 

(48) (m — a)^ ^"' = 

und kann nunmehr durch die Werthe : 

= a, w = — 00 

erfüllt werden , wenn A und x positiv sind; ist aber A positiv und x negativ, durch die anderen : 

u = a^ tl = + oo; 

für negative Werthe von A aber durch : 

tl = ± 00 v^— 1. 

In allen diesen Fällen erhalten -wir aber nur ein einziges particuläres Integral, das nur mit Einer 
Constanten verknüpft ist. Zugleich kann hier bemerkt werden, dass das Verschwinden der dritten Wurzel 
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der Gleichong (36) , die wir hier gebraneht hätten , om zom vollständigen Integral zu gelangen , dadurch 
veranlasst werde , dass in dem Bruche : 



Zahler und Nenner den gemeinschaftlichen Factor u—ß bekommen. 

Endlich ist noch der Fall zn betrachten , wo die beiden Wurzeln der Gleichung : 

einander gleich sind. Der Bruch (49) wird dann in zwei Partialbruche zerlegt von der Form : 



(49) 



und 



(u — a)* u^ a 

Es wird femer 



rU. ^ r Adu , rA'du —A , ., , , . 

j^ du= 1 ' + / = 1- A log (11 — a) 

J U^ j (u— a)" J u — CL u — a 



(50) 



und wir erhalten statt der Gleichung (36) , folgende : 



A 

ux — 



iu-aY'e »-«=0; (51) 

und dieser wird für verschiedene Werthe von ^ , A, a und x auf versdiiedene Wtise Genfige geleistet 
So haben wir » wenn alle diese Grossen bis auf x positiv wären, 

u = a + £ ^ u = 00, 

unter s eine verschwindende Grosse von positivem Werth verstanden. Diess führt abermals zu einem 
Integral mit einer einzigen willkärlichen Constanten , nämlich : 

-f oo A 

/ ttJC — - 

e «-« (u-ay*-* du, (6«) 

und Mir sehen, dass in sehr vielen Fällen das Integral, zu welchem wir durch diese Methode gelangen^ 
ein unvollständiges sei. Die Ursache hiervon ist : weil die Differentialgleichung in solchen Fällen particu- 
läre Werthe zulässt, die nicht unter di^ ihnen vorausgesetzte Form eines bestimmten Integrales fallen , 
sondern entweder die Form einer reinen oder, mit einer algebraischen Function von x multiplizirten 
Exponentiellen haben , wie demnächst gezeigt werden soll. 
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Ein speeielleres Beispiel bietet die, in vielen Disquisitionen der maUiematischen Physik wieder- 
kehrende, der Form nach hieher gehörige Gleichung: 

(63) ,.g^ + «^±6';ry = 0, 

die wir desshalb zu integriren nicht unterlassen wollen. 
Wir haben in derselben: 

U^ = au. 



/U^ r udu 1 

•^ du =^ a / — — — = ^ a log (ii* ± 6') ; 
U, J u'±b' 2 ^^ ^ ^ 



MX-f" 

(54) e 



die Wurzeln aber der Gleichung: 

sind entweder: 

(55) tt = 6, ti = — 6, ti = — 00, 

wenn X positiv ist, und man von den beiden Zeichen + das untere wählt, oder: 

(56) u = b. u = — b, M = oo, 

für negative x. 

Nimmt man im Gegentheile von den beiden Zeichen d:: das obere an, so erhält man für 
positive x: 



(57) u = + b )/— 1 , M = -^ 6 y — 1 , u = — 00 , 
für negative x : 

(58) u = + b y/— t, w = — 6 V~^ • ti = CO, 

Es besitzt somit die Gleichung: 

d^y dv 

ein allgemeines mit zwei Constanten versehenes Integral, das für positive x gegeben wird durch die 
Formel : 

(59) y = C,f (ti'-6«)?- e^ du + C. /"'(««-ft'yi- ^- du. 

— > —00 

für negative Werthe von x aber durch folgende andere : 
(80) y = C,f (ti«-6«)'-* e«' du + C.f'^iu'-b^ß-' e«' du; 
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auch sieht man ohne Schwierigkeit ein , dass diese beiden Formeln sieh in eine einzige, fär positive und 
negative x giltige , zusammenziehen lassen , nämlich : 

-»■ft 00 ^— 

y = C, r («'— 6')"-' ^' du + C, / (?/* — 6»)"-* e'"'''' du. (61) 

-b b 

Hingegen entspricht der Gleichung: 

für positive x , folgendes Integral : 

y=C,/'' "V+ft*)" -' e"' *' + C*,. /'"(«' + *')"'* «^A* + C,/ (u'+6')"-V"^rfM, («8) 

• 

für negative x folgendes andere : 

y= C,/" ~ in' + &•)?-* e^^du + C. /""* "^^^ (u« + fr*)*"' e"^ rfw + C, f (m'+6')? V'^i/m, (63) 







während die Constanten der Bedingungsgleichung: 

C, + C, + C, = (64) 

unterworfen sind. 

Das bestimmte Integral: 



wird, wenn man u \j — 1 anstatt u einführt, umgewandelt in: 



b 





ebenso verwandelt sich : 



durch Einfuhrung von — u y"— 1 anstatt ti, in: 



- / (6« - ti')"-* ^~"' ^ ^' rfM V — i . 

« 

und die Summe: 

C.y'*''"' (/.• + 6*)?- e" du + C, /"* ''"' («' + 6')""* *'" d«. 
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weoD man 



C. = - ^ (Ä. + B. \f=^i), C. = - ^ (Ä, - Ä. V^=T) 



:-% 



setzt, geht über in: 



b 



B,f (&• — M*)*"* tüiuxdu + B^f (6' — !!•)*"* coÄtixdti; 



daher sich denn die Formeln (62) und (63) aueh so sehreiben lassen : 



-00 



(65) y = y (*' — «')*"* [fi. «öl to? + Ä, CO» Mar] du + C,f («» + 6')?-* e^ du , 



• 



00 



(66) y =y* (6' — «*)'"' [Ä.«'»»«««:+*t««»t«p]<'«+C.y* (u» + 6»)?-» e^ d«. 

O 

Von diesen gilt die erste für positive , die zweite ffir negative x. Die Constanten B^ nnd C« 
sind dureh die Bedingungsgleiehung : 

B, — C, = 

aneinander geknüpft ; B^ ist ganz willkürlich. 

Die Gleichung (53) wird also nach unserer Methode stets vollständig integrirt , wenigstens so 
lange der CoefBeient a nicht und nicht negativ ist , und selbst in dem letztgenannten Falle wissen wir 
uns das allgemeine Integral , welches dann unter einer andern Form vorkommt als die vorausgesetzte , 
ohne bedeutende Schwierigkeit zu'verschafTen. 

Um so viel als möglich alle die verschiedenen Fälle zu erschöpfen , und alle Schwierigkeiten 
kennen zu lernen« die der Anwendung unserer Integrationsmethode sich in den Weg stellen können« 
wollen wir die bisher noch ausser Acht gelassene Gleichung (32) : 

einer ähnlichen Untersuchung unterwerfen. Wir haben in derselben: 

17. = u» + «„ 



(67) 






und die Gleichung: 
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geht, wenn wir der Kurze wegen 



setzen, ober in: 






(6. « + by e "" »J = 0. (68) 



Ist A positiv , 80 sind die Wurzeln dieser Gleicliang fSr positive 6, : 



*. 



für negative 6, aber : 



tt = — T^. tt = ±coy^-n. 



tt= — — , U = + CO 



■nd das zwar ob x positiv oder negativ ist 

^r erbalten somit ein allgemeines Integral , das für positive 6, folgende Gestalt hat : 

y= C,f »• (6.fi + b,y-' e ^ "'^ "' du + 



+ C,f (6.11 + 6.)*- e ^ »V =»». du + 



+ C,f (6.„+6j/i-e ^ "'^ ""du. 



(69) 



Zwischen den Constanten C. , C. , C, findet die Bedinpngsgleichnng : 

C. + C. + C. = 
Statt Die letzten zwei in der Formel (69) yorkommenden bestimmten Integrale wandeln wir, durch Ein- 



führung von ti y — 1 und — u ^ — 1 anstatt u um, und bemerken zudem, dass, in Folge der zwei 
identischen Gleichungen : 

ib.±b,u ^~iy^' = (6; + b\ u'i~' ^cos(iA—i) arc tg. ^)± \J~i sin ((^—1) arc tg. -^) ] , (70) 



±«v~''- *• 



-'('-^f) = co.«(x-||)±v^:rT«^u(x-^) 



(71) 



Und der noch fiberdiess willkürlich hinzogefügten: 



2C, = 1», — 11, V— «. 2C, = B. + B, V-1. 

7 • 



n. Abichnitt. 



die Formel (69) auch so geschrieben werden kann : 






du + 



(78) 



A-t 



+ 1i,f e "' (6; + b\ u*) •' CO» [« (a? — ^) + (.4 - l) arc lang ^1 d« - 

n »0 



- B,J e~^ ibl + b\ u')~^ «n [tt (x _ ^) + (^ - i) arc taug ^] dw. 

® 

Die Constanten Ä^ und C^ müssen so gewählt werden, dass B^ + C^ = wird; B, ist 
willkürlieh. 

Für den Fall , dass 6^ negativ ist , hat an die Stelle der Formel (69) oder (72) folgende 
andere zu treten: 

(73) y=C,f (b.^b.uy-'e ''^ ^ *f^rfw + C./ (6,-6,ti)^-*e ''• ^ '*^du. 

-00 h 

Wir haben hier 6^ in — 6^ umgesetzt, um die negative Beschaffenheit dieses Coefficienten dem 
Auge ersichtlich zu machen. 

Die Formeln (72) und (73) setzen beide ein positives A voraus , und gelten nicht mehr, wenn 
dieser Exponent wird oder negativ. Ersteres tritt ein , wenn Zähler und Nenner des Bruches j^ einen 
gemeinschaftlichen Factor besitzen, ein Fall, der das nach unserer Methode gefundene Integral inuner 
unvollständig macht Wir haben in der That für verschwindende und negative A anstatt dreier, nur mehr 



zwei der Gleichung (68) genügende Werthe, nämlich: ii = + oo ^ — 1 , für positive 6^, und 
u = +oofur negative Werthe dieses Coefficienten, und somit für positive b^ folgendes particuläre 
Integral : 



00 V —1 



für negative 6^ hingegen: 



+ 00 

(75) ^ = ^'/ 



-wM-'^) 1« 



-00 



(6. - 6, «) *^' • 



Wir haben in der ersten dieser beiden Gleichungen — A anstatt ^, in der zweiten aber — A 
und -—b, anstaU A und 6, gesetzt, um die negative Beschaffenheit dieser Grossen auffallend zu machen. 
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Wir werden im folgenden Paragraphe auf diese Formeln zurfickkommen und sehen , wie die 
U^ gewonnenen unvollständigen Integrale sich vervollständigen lassen, wo wir auch die Überzeugung 
gewinnen werden, dass die anscheinende Unzulänglichkeit unserer Methode, weit entfernt eine Unvoll- 

» 

kommenheit zu sein, sich vielmehr in einen Vortheil umgestaltet, so wie sich überhaupt in sehr vielen 
Zweigen der mathematischen Analysis die Bemerkung machen lässt, dass eine überwundene Schwierigkeit, 
nebst dem dutch Überwindung derselben errungenen Vortheil , auch noch meistentheils den anderen dar- 
biete, neue Wege zu eröffnen, und oft neue Entdeckungen zu veranlassen; 

Kommt endlich der bisher noch nicht betrachtete specielle Fall vor, wo fr« =0 ist, dann wird 
das Integral : 

nicht mehr den durch die Formel (67) dargestellten Werth besitzen , sondern folgenden anderen : 



J U, J 6, 36. ^ 6, 



(76) 



An die Stelle der Gleichang (68) aber tritt : 



e '*• *• =0; (77) 

(fieser wird dardi alle jene Werthe von u Genfige geleistet, die die Gleiebnng: 

— = — CO 

erfüllen ; die Wurzeln aber dieser letzteren sind ffir positive 6, : 



M = — 00, ti = oo(— 1 + ^—3) und « = oo (— 1 — y— 3). 
Es kommt also das Integral der Gleichung : 

^. + y («• + *•«?) = 0, (78) 

f a folgender Form vor ; 

y = c,f f^ »«^ '*• du + c.y e^ »»^ ^ rfu + 



-f- P.y e ^ **^ '*• du. 



to «ler die Constanteo C,, C,, C, der Bedingupgsgleichung: 

' C. + C, + C. = 
BAterworfen gedacht werdeur 



(79) 
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Von den drei bestimmten Integralen • die den zweiten Thdl der Gleichung (79) bilden , formen 

wir das erste durch Substitution von — ti anstatt ti, das zweite durch Setzen von ti(— 1 + V^ — 3) an- 

« 

statt ti, das dritte durch Setzen von ti(— 1 — V~-3) anstatt u um, und bezeichnen der Kurze wegen 
die beiden imaginiren Binome — 1 + ^ — 3 und — 1 — ^—3 durch r^ und r, und erhalten 
anstatt (79); 

y ^f e ^** du — C,e ^ **^ + C^r.e ^ *^ + C.r^e ^ **^ . 

L J 

Ist fro negativ , und handelt es sich also um die Gleichung : 



(80) 



(8t) 



so erhält man genau auf dieselbe Weise: 



/•°° -^- r «-('-?) '••«('-?) 'A^-rh 

y =y e ^** i/t/ 1 C, e ^ V + C, r, e ^ »^^ + C. r, e ^ **^j; 



es ist dann abermals : 

C, + C, + C. = 0, 

nur r^ und r, bekommen eine etwas andere Bedeutung ; sie gehen nämlich über in die zwei imaginären 
Wurzeln der Gleichung : 

tt» = 1. 

Hiermit wären denn alle die Fälle erörtert, die bei der Integration einer Differentialgleichung 
der zweiten Ordnung von der betrachteten Form voricommen mögen , und es ist uns meistentheils gelun- 
gen , ein allgemeines Integral mit zwei Constanten aufzufinden ; wo wir aber ein solches nicht fanden« 
bekamen wir wenigstens Ein particuläres mit einer einzigen Constante. Bevor wir nun zeigen , wie das 
letztere zu completiren sei , wird es gut sein , noch einige Beispiele der Integration solcher Gleichungen 
anzuführen , die die zweite Ordnung überschreiten. 

S. 3. 
ADweodung der vorgetrageoen IntegratioDsmethode aaf einige allgemeinere Beispiele. 

Wir wollen jetzt zu einigen allgemeinen Differentialgleichungen der n*«« Ordnung übergehen« 
unter n eine beliebige ganze positive Zahl verstanden , und wollen namentlich zuvorderst folgende Diffe- 
rentialgleichung der Betrachtung unterwerfen, die schon Kummer in Grelles Journal durch Ent- 
wicklung des Integrales in Reihen zu behandeln versucht hat : 

^^) ~ + axy = 0. 
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Hier ist: 

U, = ti». U, = a. 



J U, aj a (n + 1) ' 



/Um «*+* 

Dieser Gleichung genügen alle Werthe von u, die der Gleichong : 

u»+* = — 00 ; (^ 

Genüge leisten , vorausgesetzt , dass a positiv ist Nennt man aber die Wurzeln der Gleichung : 

ti*+* = — 1 
ßi^, /i^^ /i^, ßi^t^ , so sind die Wurzeln der (85) : 

/l, 00, /l, 00, /l, 00 /^i^fi <»• 

woraus schon das allgemeine Integral von (83) folgt , nämlich : 

tc"-l-t tco+1 tfO+t 

(8«) 



»P-Ä+tOO UX-j- 



+ C^./ * •^" + *> A«, 



t 



wahrend zwischen den Constanten die Bedingungsgleichuog besteht : 

C, + C, + C, + + C„+, = 0. 

Die (n+1) bestimmten Integrale in der Formel (86) lassen sich in ein einziges zusammenzie- 
hen, wenn man in ihnen, der Reihe nach /x^ti, /i^ti, /^n+i ti anstatt u einfuhrt, und zugleich 

j^i ^i« A^t ^t« /iiH-i ^iH-i durch die willkfirlichen Constanten B^, B,, B^^^ ersetzt 

wie folgt: 

00 !!■■+' 

y =y e «(»+1^ du [u.el*'«' + B.et*.«* + B.cl^.«» + + B^. ci'-+.«'J. (87) 

Die zwischen den Constanten B stattfindende Beziehung ist jetzt folgende : 

^ + ?> + ^ +^ = 0. 

/*! Mt M» f^t 
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Die Formel (87) gilt auch für negative Werthe von a; d. h. sie gibt anch das Integral der 
Gleichung : 

nur sind dann /i., /i., ^, p„^^ nicht die Wurzeln der Gleichung: 

sondern vielmehr die der andern : 

Wählen wir jetzt als zweites Beispiel folgende Differentialgleichung der n^^ Ordnung : 
(88) d"y d"-'y d"^*y 

in welcher die eben betrachtete (83) als ein specieller Fall enthalten ist, so bekommen wir: 

i\ = u'' + a^, u"-' + «„_. u^* + + a,, 

r^.,„ = ^rj^ + ?^+iv^+ + «j 

J L\ 6^Ln+l n n — 1 J 



fix 4- /'Sdii 



und anstatt der Gleichung : 

e ^ ""^ =0, 
die folgende: 

(89) / ^^U-t-i^ n ^ „-1 ^ ^ * J ^ 0; 

dieser aber wüd Genüge geleistet durch alle jene Wertlie von u , für welche 

(^) — -— + a„-i V «n-t 7 + +«roti = -hoo 

M -H l n n — 1 

ist , von der im zweiten Theile enthaltenen unendlichen Grösse das obere oder untere Zeichen genommen, 
je nachdem b^ positiv ist oder negativ. Diese Werthe von u können nur unendlich sein , es wird also das 
Gleichungspolynom in (90) mit seinem ersten Gliede zugleich unendlich, und zugleich positiv oder 
negativ. Hieraus folgt, dass man dieser Gleichung die einfachere: 

(91) u»+* = T 00 

wird substituiren können. Setzen wir, um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, 6« positiv, und 
nennen wir die Wurzeln der dieser Annahme entsprechenden Gleichung , die die (91), genommen mit den 
oberu der beiden Zeichen ist: 

}i, CO, JU, CX) , JU, 00 , Jirt+i 00 , 
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SO ist das gesuchte allgemeine Integral unserer Differentialgleichung: 

y «= C, J € »•■*+* " J du + 

t 

itgoo u^^lnL^.^^ «!l . +«.til 



4- C', / e ••L»+i « J du + 



(9«) 





Die Constanten der Integration : C^ , C« , .... C,|+t ^i^d an die Bedingungsgleichung : 

C, + e, + C, + + C^, = 

gebunden. Die n+ 1 hestimmten Integrale, die in der Formel (92) enthalten sind, lassen sich in ein ein* 
ziges zusammenziehen , indem dieselbe zunächst auch so geschrieben werden kann : 

»=S[C«/ e »•'^+* » JAiJ, (93) 

das Sumnienzeichen auf die Zahl a bezogen. Nun setzen wir jiaU anstatt u, und formen so den letzten 
Ausdruck um in : 

«t+i 1 r a? u* * 

y=/ e »•<•+•' du S I /*»«-«« '^ ^ • («4) 

' 1 

Dieselbe Formel gilt auch ffir negative 6« , und bietet somit das Integral der Gleichung : 

^ + «- Ä^ + + («• - *-^>2' = «' 

wenn man nur unter jx^, ji^, ji^^ /i^^ nicht mehr die Wurzeln der Gleichung u"^* =: — i , 

sondern vielmehr die der andern: u"^^ = 1 versteht. 

Wählen wir zuletzt als Beispiel noch eine Gleichung der n^^ Ordnung , bei welcher unsere 
Methode die mindeste Wirksamkeit besitzt, weil wir mittelst derselben nur ein particuläres Integral, mit 
2 oder 3 Constanten weniger als nSthig ist , und als die Ordnungszahl der Gleidiung Einheiten in sich 
enthält, erhalten; nämlich: 

*^±«y = Ö, (96) 

t 

8 
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Es ist hier: 



I/o = ± a\ U, = u», f^du^±a* f^ = + 7— T.— -i- 

J U^ J u^ (n — l)tr 



und die Gleichung zur Bestimmung der Grenzen : 






welche letztere , wenn m = — gesetzt wird , übergeht in : 



(96) e" "^^*~ = 0. 



Betrachten wir hier zuerst den Fall, wo x positiv ist, und von den beiden ' Zeichen + das 
untere gilt. Die Wurzeln der letzten Gleichung sind dann alle diejenigen Werthe von r \ die eine der 
beiden folgenden Gleichungen erffillen : 



n-i 



© = — £ , »""* = — CX) , 

unter t eine ins Unendliche abnehmende, entweder reelle positive oder solche imaginäre Zahl verstanden, 
deren reeller Theil positiv ist. Bezeichnen wir jetzt die Wurzeln der Gleichung r**"* = — 1 , mit 
/i, , //, , //, , jXn-^ , so sind die der Gleichung »""* = — oo : 

//, 00 , /l, C» , /l, CX) /i^4 00. 

Unter ihnen wird es reelle negative oder solche imaginäre geben , deren reeller Theil negativ 
ist, und andere reelle positive oder solche imaginäre, deren reeller Theil positiv ist; man sondere sie von 
einander , so, dass man zwei Abtheilungen von Wurzeln bekommt , und wir wollen voraussetzen , dass 

yu^ 00 , //, 00 , ji^co die der ersten Abtheilung, /x^+i oo , /i^, oo , . . /i^^ oo die der 

zweiten Abtheilung angehörenden seien , den speciellen Fall einstweilen ausser Acht gelassen , wo unter 
den besprochenen Wurzeln ein Paar rein imaginäre: + y"— 1 und — ^— 1 vorkommen. 

Es bieten sich uns unter diesen Voraussetzungen vor der Hand r particuläre Integrale an, die, 
je mit einer willkürlichen Constante multiplizirt und addirt, für y folgenden Ausdruck liefern, der, wie 
schon gesagt , bloss für positive x giltig ist : 



(97) 



X . ä^v'*-* 



+ C,f e' "~* »"-'rfr. 



."•r« 
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ond dessen einzelne Theile, dorch bezugliche VerändeniDg der Variablen r in/i^r, /i,v, ... /tr^« ver- 
wandelt werden können , so dass man erhalt : 

y = —f e "-* r»-dr [C, e^'"" ^ C, e^'' + + Cr e^. (98) 

Dieses innerhalb der Grenzen ond oo genommene Integral nuiss hier als die Grenze ange- 
sehen werden t der sieh das innerhalb der Grenzen b und oo genommene fortwährend nähert, bei dem 
Ck>nyergiren von b gegen die Nulle. 

An die Stelle der Formel (97) hat, wenn x nicht positiv, sondern negativ wäre , offenbar foi- 
geode andere zu treten : 

\ 

y=,Cr^^f e' "-^ tf^* dV -k- Cr^.^ f C' ""' P»"» rf» + 

(99) 

Ujg.iOO 1 

oder, nach vorhergegangener ähnlicher Reduction , wie die eben angewendete: 

^ a* p*~* X X X 

y = -/ e" "-' v^'dv (Cr^.e^^^^'' + Cr^.e^^^^^ + + C^.ei^^^^). (loo) 

Wir haben bisher nur von einem Theil der Wurzeln der Gleichung t/^~^ = — f Gebrauch zu 
machen vermocht ; die äbrigen bieten bei ihrer Erscheinung als Grenzen der Integration entweder den 
Nachtheil , dass die Function unter dem Integralzeichen innerhalb der Grenzen durch Unendlich durch- 
steht , das Integral selbst also in eine Form übergeht , die etwas Analoges mit einer divergirenden Reihe 
hat , oder es werden gar beide Grenzen unendlich , und das bestimmte Integral der Nulle gleich. 

Gleiches widerfährt uns in dem zweiten, bisher noch nicht betrachteten Falle, wo von den 
beiden Zeichen + in (96) das obere zu gelten hat, d. h. wo: 

die zu integrirende Gleichung ist. Sind nämlich /i^ , /i, , -- - ßir und /ir+if /tr+t« • •*• Mn-i « ^® Wur- 
zeln der Gleichung t^^=^i bereits in zwei Abtheilungen zerlegt, deren erste diejenigen begreift, die 
reelle aegatlve , die zweite diqenigen , die reelle positive Bestandtheile besitzen , so haben wir fSr posi- 
tfre X dne Formel für y , die der Form nach mit der (98) , und fSr negative x eine andere zu erwarten, 
die wieder der Form nach mit der (100) übereinstimmt 

Kommen endlich unter den mit /jl bezeichneten Wurzeln die rein imaginären : + y — 1 und 
— y — 1 vor« 90 entspricht ihnen ein einziges particuläres Integral von der Form: 

8 • 
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I 

die man durch Umwandlung von v in v ^— 1 umsetzen kann , in : 



,+ 00 — 



y=.Cy e «^ ""* r'^d». 



— Cö 



und dieses particuläre Integral ist dann zu den übrigen in die Formeln (98) und (iOO) eingehenden, noch 
hinzuzufügen. 

Gehen wir von dem behandelten allgemeinen, zu dein specielleren Beispiele der Gleichung der 
dritten Ordnung über : 

(101) a:g-3, = 0. 

80 erhalten wir an die Stelle der (96): 

(10«) e^"^^"* =0, 

und somit : 



' © = + 00 V— 1; 
diess ^ibt ein particuläres Integral mit einer einzigen Constante : 



X . 1 



y = Cf e"" ^ vdv, 

— oo/^ 



oder durch Umänderung von v in 9 ^ — I : 



-|-00 pi 

y ^— cf e ' * vdv. 

— 00 

Da hier: 



X 



e ^ = cos \/— 1 «w — 

ist^ so lässt sieh dieses Integral in zwei zerlegen, von welchen das erste, mit dem com — verknaplte, 
identisch NuU, das andere aber aus zwei gleichen Theilen zusammengesetzt ist: dem swiseheft dei 
Grenzen — oo und und dem zwischen und oo genommenen , so , dass der Werth von y auch fei- 
gendermassen wiedergegeben werden kann : 



(103) ^""*/ 



e sin — vdv. 
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Hätten wir aber anstatt (101) folgende andere Gleichung der dritten Ordnung: 

x^. + » = 0, (104) 



2n integriren, so bekämen wir: 



e-"^" = 0. 



domit: 



© = + 00, 



und somit entweder: 



-00 f 1„. 



y = Cf e'' ^ vdv. 



oder: 



.+ 00 £«ipt 



je nachdem x posiÜT ist oder negativ, so dass man allgemein f&r beliebige x schreiben kSnnte : 

y = Cf e ' V r«fe. (i06) 



In jedem Falle haben wir von einer derlei Gleiehung der dritten Ordnung auf dem hier betre- 
tenen Wege nnr ein particnläres Integral mit einer einzigen Constante gewonnen, welches noch durch 
einen Zosatz zu vervoUstindigen sein wfard , der zwei willkfirUche Constanten enthalten muss. 

Noch nngfinstiger ist das Resultat, dem wir bei folgender Gleichung der ffinften Ordnung 
b^egnen : 

^~ + y = 0- (106) 



Hier wird zuvorderst 



«?" * = 0, 



«nd somit: 

© ^ ± c» oder r = + oo y — 1 , 

* 

als« für positive oder negative x: 

^ /.-« ^-i». ^+oo,/:rT £_1^ 

y==C,/ e' * v*dv + C,f e' * »•*>. (107) 

ateo nur ein Integral mä zwei Constanlen, das daer Vervollständigung bedfirftig ist, die drei andere in 
sieh begreifen muss. 
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S. 4. 

Betr&chtuDg deijenigea Fälle, in welcheo die vorgetragene Integrationsmethode nor onvoU- 

stiodige Integrale liefert, und Vervollst&ndigaog derselben. 

Der Weg, den wir zur Integration von solchen Differentialgleichnngen eingeschlagen habeQ, 
deren CoefBcienten lineare Functionen der unabhängigen Variablen sind , ist im Wesentlichen folgender : 
Wir setzen das gesuchte Integral voraus unter der Form : 



(108) y=f «""^»"rf". 



vT 



und erhalten nach gehöriger Rechnung: 






(109) V ^ 

und zur Bestimmung der Grenzen : 

Uiuj )-- ^' =0. 

Nun kann offenbar nur dann von einer Differentialgleichung der n^n Ordnung ein allgemeines 
Integral mit n Constanten gefunden werden, wenn die Gleichung (HO), oder die gewöhnlich an ihre 
Stelle tretende: 



(111) 



^» =0 



Wurzeln zulässt , n + i an der Zahl , zwischen welchen n Intervalle vorhanden sind , die sich zu Inter- 
vallen der Integration machen lassen , was dann zu n particulären Werthen fuhrt Wir werden also 
jedesmal ein unvollständiges Integral erlangen : 

1. wenn die Anzahl n+i der Wurzeln der Gleichung (111) durch was immer ffir einen Umstand, 
der eUiige derselben wegfallen macht , verringert wird , und 

2. wenn unter den particulären Integralen, die man sich verschafft hat, einige entweder identisch 
gleich Null, oder von den äbrigen nicht verschieden sind, oder unter Formen erscheinen, weldie 
eine Analogie mit der Form einer divergirenden Reihe haben , was z. B. dann der Fall ist , wenn 
die Function unter dem Integralzeichen innerhalb der Integrationsgrenzen durch Unendlich hin- 
durchgeht * 

Verfolgen wir jetzt die Fälle, in welchen einige der Wurzeln der Gleichung (Hl) wegfallen. 
Offenbar kommt hier alles an auf die Form , in welcher das Integral : 
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J u. 



du (,j^ 



erscheint , und man verfährt bekanntlich bei der Berechnung desselben auf folgende Weise : Der Bruch 
jf wird , falls er ein unechter sein sollte , zerlegt in eine ganze Function und in einen echten Bruch ; 
diess gibt die Form: 

und es ist L ein Polynom vom r^ Grade, wenn U^ vom Grade n — r ist Jetzt zerlegt man U^ in 

M 
Factoren, die entweder einfach oder wiederholt vorhanden sein ktanen, und den echten Bruch -=■ 

in Partialbruche, multiplizirt mit du und integrirt, wobei man offenbar nur mit Formen zu thun hat, wie : 

Ädu r Ä du 



/¥ A f Adu r Adu 

J u--a J (u—üCy^* 



(113) 



Der erste dieser Ausdrücke ist eine ganze Function N vom Grade r + 1 , der zweite ein Lo- 
garithmus von u — a , der dritte ein algebraischer Bruch. Es geht hieraus hervor , dass die Gleichung 
(1 1 1) jederzeit folgende Gestalt annehmen wird : 

a^9 a^9 ßt* ß%% sind sammtlich einfache , y vielfache Wurzeln der Gleichung 

I/^^ssO, femer sind A^^ A^^ B^^ B^, constante Zähler von Partialbrfichen , so ge- 

nonmien , dass sämmtliche Exponenten entweder reell und positiv , oder imaginär mit positiven reellen 
Theilen, sind. 

Die sorgfältigere Betrachtung der Gleichung (114) lehrt nun, dass, wiewohl unter den Wur- 
zeln derselben die der Gleichung U^=0 vorflndig sein können, demungeachtet dadurch, dass U^ 
zufällig ein Polynom niederem Grades wird als U^ und als die Ordnungszahl n der Differentialgleichung 
Einheiten enthält, keine Wurzel der Gleichung (114) verloren gcihe, indem dann nothwendig U^ vomn^'^ 
Grade ist , uns somit die Wurzeln der Gleichung : ^ 

N =^Jhdu = — cx), 

die auch der (114) Genüge thun, zu Gebote stehen, dass somit Wurzeln nur verloren gehen können auf 

folgende verschiedene Weisen : 

1. Wenn einer oder mehrere der Exponenten , respective Zähler von Partialbrücheuilt, A\^ ... 
B^^ B^^ ... verschwinden , ein Fall , der dann stattfindet , wenn JJ^ und 17« einen gemein- 
schaftliehen Factor besitzen. 
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2. Wenn mehrere Zahler der einfachen Partialbruche negativ -, oder imaginär mit negativen reellen 
Theilen sind, die dann zn einem Factor von der Form (u—ß)^ im Nenner Veranlassung geben, 
wodurch eine Wurzel u=ß verloren geht 

3. Wenn die Gleichung CT^ = gleiche Wurzeln besitzt. 

Wir wollen jetzt der Reihe nach sehen , wie das in diesen drei Fallen unvollständig werdende 
Integral ergänzt werden muss. 

Im ersten Falle, wo U. und U^ einen gemeinschaftlichen Factor haben von der Form (u -r- a) 
oder (u — a)^ « entspricht der Differentialgleichung , nebst denjenigen Integralen , die wir durch unsere 
Methode gewinnen , noch ein einfaches partienläres • welche» entweder die Gestalt einer reinen E^KpoBM- 
tiello bat, nandich ^, oder fotgende andere: 

(115) ef^ iC + C,x + C.x' + + C,^^,x^''). 

In der That, setzen wir in der Differentialgleiehung (13, S* 2.)* y = e^^, so erhalten wir 
als Resultat der Substitution : 

(116) iU. + ü,x) €^ = 0. 

Wenn jetzt U^ und U^ den gemeinschaftlichen Fkictor (u — a) besitzen , so wird dieser Glef- 
ehung ffir u=a Genfige geleistet, und man hat ein particuläres Integra): 

(117) y = c**. 

Wären nnn ebenso (u — a J , (u — a,) , (u — a^-i) gemeinscbaftliche Factoren von 

(7, nnd Ut , 80 erhielte map ein particuläres Integral : 

Lässt man die Wurzeln a, a^, ... an^^ gegen einander convergiren, und setzt: 

unter £ sehr Ideine Zusätze verstanden, so geht die Formel (118) über in : 

« 

« 

Entwickelt man endlich die eingeklammerten Exponentiellen in die ihnen gleicbgeltendeo, 

wegen der Kleinheit der £ sehr convergirenden Reihen, und setzt uberdiess: 

« 

c+c, + c. + + c^ -»fl, 

Ci £, -|- C £, + + C,,., £,„_j = B, , 

C,e\ + C.£l + + C^i-. = 211,, 



C,tr' + <?.£?-' +...... + C«_.£S:: = 2.3 ... (m-l) i»«_.. 
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Bei dem CoDvergiren von £ gegen Null nähert sieh nnn offenbar dieses letztere der Grenze 






was offenbar die , mit einer willliurliehen Constante multiplizirte , oberwühnte Exponentieile ist. 

Hätten ebenso die beiden Polynome U^ und U^ nieht Einen, sondern mehrere gemeinschafl- 
liehe Faetoren : 

u — a , u — a^^ u — a, , u — a^^^ , 

so wurden es auch ebenso viele« d. h. m besondere Integrale sein » die der Differentialgleichung Genüge 
leisten , und die sich auf ebenso viele mit wilikfirlichen Constanten multiplizirte Expouentiellen zurück- 
führen iiessen. — Convergiren aber die zwischen a, a^, ... a^^.^ bestehenden Unterschiede gegen die 
Nulle, so dass sich diese Grössen der Gleichheit nähern, so werden auch die m besonderen Integrale 
sämmtlich Grenzen erhalten , die ungemein nahe aneinander und zugleich an a liegen ; solche Integrale 
werden es also sein, die der Differentialgleichung Genüge leisten, wenn U^ und U^ , m gleiche Faetoren 
u — a gemeinschaftlich besitzen. Zu gleicher Zeit wird aber die Function V den Factor (u — ä)^ im 
Nenner erhalten, während der erste Theil der Gleichung (iil) ganz davon frei sein, also die Eigenschaft 
besitzen kann , für u = a nicht unendlich zu werden , sondern einen endlichen Werth beizubehalten , 
woraus unmittelbar folgt , dass jene nahe an a liegenden Grenzen zwar nicht der Gleichung (1 1 1) wohl 
aber der (110) Genüge leisten werden. Es kann ferner ohne Schwierigkeit gezeigt werden, dass die 
Summe dieser m besonderen Integrale auf den geschlossenen Ausdruck (115) oder (119) zurückgeführt 
werden kann; wir wollen aber an diesem Orte noch mehr darthun. Wir wollen nämlich zeigen, dass, ob 
auch f/o und U^ einen gemeinschaniichen Factor besitzen oder nicht, sobald nur V einen Factor von 
der Form u — a, in beliebiger Potenz im Nenner hat, der Differentialgleichung stets durch ein 
besonderes Integral , oder durch eine Summe von mehreren solchen Genüge geleistet werden kann. Viel- 
mehr, um noch eigentlicher zu sprechen: die besonderen Integrale als Übergangsform führen zu Integra- 
len der vorgelegten Differentialgleichung, welche letztere zunächst in Form eines Differentiales mit 
beliebigen ganzen oder gebroehenen, positiven oder negativen Exponenten vorhan- 
den sind , dann aber , wenn man will, als Product dargestellt werden können aus einer Exponentielle , in 
eine endliche oder unendliche , nach absteigenden Potenzen von x geordnete Reihe. 

In der That: setzen wir voraus, V enthalte den Factor (ti — a)^ im Nenner, unter m vor 
der Hand eine ganze positive Zahl verstanden. Lassen wir £ eine ins Unendliche abnehmende Grosse 

bedeuten , und A^ , A, , h„^^^ Zahlen von unbestimmtem endlichen Werth , die man sich nach 

ihrer natürlichen Grössenordnung hingeschrieben vorslellen kann, so, dass mit £ zugleich auch 
Ai£, A, £, ... A,n4i£ im Zustande des unendlichen Abnehmens sich befinden, so wird immer folgende 
Summe : 
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C,f e^Vdu+ C.f ^Vdu+ + ^^f ^""Vdu, 

ein Integral der Diflferentialgleichung darstellen , wenigstens mit Einer , oft mit mehreren willlcnrlichen 
Constanten. Wir wollen, der Kärze wegen « diese Summe symbolisch andeuten durch den Ausdruck: 

«~ »'*']• (IM) 



SK/ 



SO lässt sich derselbe , dem frfiber Gesagten zufolge , mittelst der Sabstitation ; 






auf die Form: 






bringen, während anch noch der erste Tbefl der Gleichung (Hl)« nämlich: 

ux + r Y du 

e •/ ^« , 
eine ähnliche Form: 

t/'OO 



(184) 



(u — ex)* 

annehmen wird , in welcher der Exponent k stets , und zwar mindestens um die Einheit , kleiner ausRillt 
als m, ^ (i/) aber und i^ {u) Functionen sind, die für ti = a nicht mehr unendlich werden. Die Fälle, in 
welchen diess Letztere nicht Statt finden kann, weil Feinen Bruch, dessen Nenner eine Potenz von n — a 
ist, im Exponenten der Exponentielle enthält, sollen hier einstweilen ausser Acht gelassen werden. 

Um jetzt zu zeigen, dass die Summe (121) anstatt y gesetzt, die Differentialgleichung wirklieh 
erfüllen könne, wird es nur nothwendig sein darzuthun, dass man durch schickliche Wahl von C^^- .C, 
machen kann , dass : 

i/^ (w) '^*-+« 



m 



S <^a L ^ \,, 1 = P (125) 



wird, während zugleich die Summe (121) einen endlichen und von der Nulle verschiedenen Werth be- 
kömmt, der wenigstens Eine, oft aber auch mehrere willkürliche Constanten in sieb schliesst Führen wir 
zu diesem Zwecke eine neue Variable ein , mittelst der Substitution : 

9 • 



(126) 
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entwickeln die Functionen 9 und i/) mittelst der Taylor'schen Formel, so dass wir erhalten 

_©(tO_ _ £(«) 9'(ft) 9" («) . 9'" («) . 

(h — «)"• t"»"* £«-'»'»-■• "*" 2. £"-•»"-• "^ 2. 3. «"•-•»"'-• ■ 



^(»-O (ft) 9"'^(a + 5£p) 

2.3. ... (m— l)£r 2.3. ...m ' 



(127) 



1^ ^"'- (g) i^ ^(a + ^£r) 

2.3. ...(Af— 1)£» 2.3. ...& " 

ond setzen die gefundenen Werthe in die Formeln (123) und (125). Die daselbst vorhandenen Summen 
werden sich sodann in so viele Theile zerlegen lassen, als in den zweiten Theilen der Gleichungen (126) 
und (127) Glieder vorhanden sind, und jeder derselben wird wieder eine Summe sein. Es kann femer 
in jedem ein von// unabhängiger Factor gesondert, und vor das Summenzeichen gestellt werden, da die 
Summirung nur nach jx zu geschehen hat. Fuhrt man diess aus, so gelangt man zu folgenden Ausdrucken : 



y-i^^[^^J ^«J+i^»rf^-/ r«-J'^2:i«-HW "i^J 



+ 



2 



:jS:^oS[-.^'T]+äT^S[c,/->'(<.-..»,H- 



1 A- Afi A^ 



(1«9) 

+ 






Man überzeugt sich leicht auf den ersten Anblick, dass in den letzten beiden GleichuBgeo die 
Ergänzungsglieder bei dem unendlichen Abnehmen von £ gegen die Nulle eonvergiren, und dass der zwei- 
ten derselben durch solche Werthe der Coustanten C^ , C, , ... C^ Genüge geleistet werde , die das 
folgende System von k Gleichungen erfüllen : 



5 [\H"'\ = S [^ - fr] - « 

(130) ' ». • '^ 



Sil-?!-] =sU!:;-f:] =». 
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unter B^^ B^^ ... J?^^.;^ eben aueb ganz willkurliebe Constanten verstanden. Das damit versebene par- 
Üeuläre Integral der Diflferentialgleichung erhält nun oflfenbar folgende Form : 



(18t) y = B,(j>ia) + Il.9'(a) + ll,9"(a) + + i»«^i9^*^Ha) + B^q>^^'\a). 

Um über den Bau dieses Ausdruckes näheren Aufscbluss zu erhalten, bemerken wir, dass 
sowohl 9 (n) als auch ^^ (u) die Exponentielle e^^ als Factor besitzen « also von der Form sind : 

(135) 9 (w) = e^ Af , ij) (ti) = e"^ N, 

unter M und N solche Functionen von u verstanden, die weiter kein x in sieb enthalten. Die successiven 
Diflferentialquotienten dieser Ausdrücke wird man erhalten, indem man von einer bekannten allgemeinen 
Formel der Differentialrechnung Gebrauch macht , nämlicb : 

(136) ^ (P(?) = (PQY^^ = pC») + (^) p(ii-i) Q ^ (») pin^*) QT + (w^ p «-•) (^ " + 

und aus welcher man, e^ anstatt P , ilf anstatt & setzend, in der Form einer nach absteigenden Poten- 
zen von X geordneten , und mit der Exponentielle e^ multiplizirten Reibe ganz allgemein den Werth 
erhält von : 

(137) 9^'*^(ii) = e«* Uf M + ([) of'' M + (j^) x"-* M" + (j) x"* Ji ' + 1* 

in welchem die eingeklammerte Reihe, eben, weil der bisherigen Voraussetzung nach, die stillschweigend 
in unseren Entwicklungen niedergelegt ist, r eine ganze Zahl bedeutet, eine endliche, bei derj 
(r+ l)ton Gliede abbrechende Reihe ist Hier muss man sich noch u = a gesetzt, r der Reihe nach in 
0, 1, 2, (m — Ä — 2) und (m — 1) verwandelt, und die so gewonnenen Ausdrücke mit den Con- 
stanten B^ , J?, , ... J?|,|.A multiplizirt denken , um die Bestandtheile des Werthes von y zu erhalten, 
welcher letztere sodann in folgender Form erscheinen wird : 

y = e'^ \d, + D,x + D,x' + Z>,x* + + Z>«.^.t a^^"*"*] 

(^38) 

D^^ D^^ Dfn-k-i bedeuten ganz willkürliche Constanten, wie man unmittelbar aus den na 

folgenden Gleichungen erkennt, durch welche die Werthe derselben gegeben sind, und in denen O' 

iH, 31\ M\ bereits die Werthe verstanden werden, welche die Function 3/ und ihre soec« 

ven Differentialquotienten erhalten, wenn man in ihnen u=^a setzt: 
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der frfiheren Deduction, die uns zu der Gleichung (119) führte, unmittelbar klar und kann ubeirdieas di 
directe Substitution sehr leicht erwiesen werden. In der Thal, setzen wir in unsere Differentialgleichi 
der n^^ Ordnung e^ anstatt j^, so geht sie uber^in : 

(140) V ü, + U,x = 0. 

Enthalten nun die Polynome IT, und U^ den gemeinschaftlichen Factor (u — a)\ so wird i 
ser Gleichung Genüge geleistet werden, wenn man u = a setzt, und somit ist der Ausdruck: 

ein particuläres Integral. 

Allein auch jeder andere Ausdruck von der Form : 

(141) B.xT.d", 

wird, wena r eine ganze Zaiil liedeatet, die Icleiner ist als «, dieselbe Eigenschaft darbieten; denn s 
stitniren wir : 

(1«) y = *•■«"• 

in die Differentialgleichung, und achten darauf, dass dann: 



^ = c"*[u .«'^+ rx'-] 



(143) ''^ 



L = e«* Tu« .x''4- 2 M.rx^-'+ r(f— l)x'-'l 



1-^- = e"« ru'".ar'"+(7)?i"-'.ra?'-'4-(")»«"-* r(r-0ar'""'4- • 4-»-(»' - ») (r— m+l)«?" 



df-y 
dx 



ist, so erhalten wir: 



„«»«'[r.+H+ö.'-lf+^^-HOx^^^-g.x]-.. 



H -^ —X 



eine Gleichung , die ffir u=^a identisch wird , weil der Vorausserzung nach den Polynomen (/, und 
der Factor (u — a) «-mal angehört, und r<« ist. 

Es ist somit erwiesen, dass der Ausdruck (141) für solche ganze Werthe von r, die klei 
sind als «, der Differentialgleichung Genüge leistet, und, weil man der Reihe nach r = 0, 1, 2, ... t- 
setzen , und zugleich die angehängte Constante B in B^, B^ ... B^^ verwandein , ja auch die Sun 
aller so hervorgehenden Werthe nehmen kann, so erhellet unmittelbar, dass, wenn U^ und 17^ gemi 
schaftliche Faetoren (m — a), « an der Zahl, besitzen: 

y = e^^ [B. + B,x + /i.x' + ... + B^^xf^^'],. 
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werden iniiss, wShrend die (146) als kurzer symbolischer, swar gesddossenert aber praetiseh vnbmdhr 
barer Aiisdruek dasteht, that der Aawendbarkeit derselben auf dem Felde der Medumlk oder mathemaÜsAei 
Physik darchaos keinen Eintrag, wenn nnr der jederzeit nothwendigen Bedingong der Convergenz Getffe 
geleislel ist, ohne welcher solche Reihen bekanntlieh unbraoehbar werden. Anf diesem Felde bedeutet sitt- 
lich y in der Regel die sehr kleine Verschiebung aus der Ruhelage eines in Schwingungen von gertegei 
Amplituden begriffenen materiellen Theilchens , x aber die Entfernung desselben ?on der ErregUigasteUe, 
oder, bei anderen Gelegenheiten, die Zeit, die vom Anfange der Bewegung an verflossen ist Da nua der 
für y gewonnene particuläre Werth, d. h. die unendliche Reihe (145) ihrer Natur ^ach desto convergiren- 
der wird, je grosser man x annimmt, so erhalten wir aus derselben die Gesetze sehr kleiner Schwingun- 
gen mit desto grösserer Genauigkeit , je weiter das schwingende fheilchen vom Orte der ursprungttdieii 
Erregung entfernt ist oder in anderen Fallen, je weiter man in der Zeit fortschreitet Diess ist aber ge- 
rade dasjenige, was man bei der Auflosung ähnlicher Probleme wünscht, indem man in der nächsten Nähe 
der Erregungsstelle in der Regel, wegen der Grösse der Excursionen der sich bewegenden Theilchen, gar 
noch nicht zur Annahme der linearen Form der Differentialgleichungen berechtigt ist, welche letztere man 
ohnehin nur dadurch erzeugt hat, dass man die Glieder höherer Ordnungen nach y als sehr klein vemacli7 
lässigte und somit die Giltigkeit der erhaltenen Formeln auf kleinere Schwingungsamplituden besehrankte* 
die meist nur in grössern Entfernungen von der Erregungsstelle wirklich Statt finden. Ueberdem sind der- 
artige Ausdrücke mit jener wunschenswerthen Durchsichtigkeit begabt, die ihre vornehmsten Eigenschaften, 
als da sind: Periudicität, Maximum-, Null- und Minimumwerthe u. s. w., ohne mühevolle Rechnungen, in 
den meisten Fällen erkennen lässt; wenigstens besitzt in dieser Hinsicht die Form eines bestimmten Inte- 
grals vor der letzterwähnten , eines Differentials mit beliebigen Exponenten keinerlei Vorzug. 

Es sind uns bisher bei der Integration der betrachteten linearen Differentialgleichungen drei 
verschiedene Formen aufgestossen, nämlich erstens : die eines bestimmten Integrales, zweitens : die eines 
Differentiales, dessen Exponent eine allgemeine Zahl ist, die positiv oder negativ, ganz oder gebrochen, 
ja auch irrational oder imaginär sein kann, genommen nach einer Variablen ti, die in der Differential- 
gleichung nicht erscheint, und wofür nach vollbrachtem Differenziren irgend ein constanter Werth a gesetzt 
wird, und endlich drittens: die eines Productes aus einer Bxponentielle in eine ganze algebraische Function 
der unabhängigen Veränderliehen. Und diejenige Analysis, die uns zur KeifBtniss der zwei letzten Formen 
verhelfen hat, führt uns zugleich zur Vervollständigung der im zweiten Paragraphe vorge- 
tragenen Integration smethode hinsichtlich derjenigen Fälle , in welchen dieselbe nnr onvoll- 
ständige , nicht mit der genügenden Anzahl willkürlicher Constanten versehene Integrale lieferte. Diese. 
nach den letzten Ergebnissen vervollständigte Integrationsmethode, wird nua in Folgendem bestehen : Man 
ersetze in der gegebenen Differentialgleichung die Grössen : 

dy d^y (fy 

^' rfx' dx* rfx"' 

beziehungsweise durch die Potenzen : 

i^ u^ m' u**. 
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oind bezeichne das Resultat der vollbrachten Substitution mit : 

0,+ U,x, (U7) 



berechne ferner den Werth des folgenden Integrales : 



J u. 



du^ 



und achte bet der Zerlegung des Bruches in Partialbruche darauf, ob die beiden Polynome V^ und V^ 
gemeinschaftliche Factoren besitzen von der Form (u — a) , was sich bekanntlich dadurch verräth , dass 
gewisse Zähler der erfialtenen Partlalbrfiche der Nulle gleich werden ; findet dieser Umstand Statt « und 
haben namentlich V^ und U^ nur Einen derartigen Factor gemeinschaftlich, so entspricht der Differential- 
gleichung ein particuläres Integral: 

C e"^. (148) 

Erscheint aber dieser gemeinschaftliche Factor in jedem Polynome mindestens «-mal, so besteht 
auf dieselbe Weise ein , willkürliche Constanten « an der Zahl enthaltendes particuläres Integral : 

^ (Co + C,x + C.a?« + + CU,a?^'); (149) 

und wir werden sohin jedesmal so viele parttonläre , der Gleichung Genüge leistende Werthe anmittelbar 
erhalten , als die Polynome ü^ und U^ gemeinschaftliche Factoren von der Form (u — a) besitzen. 

Femer suchen wir dicgenige zweite Reihe particulärer Werthe auf, die unter der Gestalt eines 
bestimmten Integrales erseheinen , nämlich unter der folgenden : 

f ^Vdu. <I50) 

Hier hat man , dem früher Gesagten zufolge : 

V^^y^' ; (15!) 



nf und tt" sind Wurzeln der Gleichung : 



^ "* =0. 



e ^ ""' =0. (15«) 



Letztere erscheint nun jedesmal unter folgender Form , wie im Anfange dieses Paragraphes 
nachgewiesen wurde: 

(w — aj^« (ti — oj^« ««+^+7Si^SJ^+- 

und wird erfüllt , erstens : durch die Werthe : 

ti = a^ , II .36= a, 

10 ♦ 
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zweitens durch diejenigen , die der Gleichung : 

N = — OD 

I 

Genüge leisten. Diese wird man also für u' und u" nehmea können» und so eine zweite Reihe particulirer 
Werthe erhalten, die in Form von bestimmten Integralen erscheinen, aber gelegenheitlich die UnzukSrnm- 
licbkeit bieten werden , dass die Function unter dem Integralzeichen innerhalb der bezeichneten Grelizen 
durch Unendlich durchgeht, ein Obelstund, der nicht immer leicht wird vermieden werden können « und 
z. B. gleich vorhanden sein wird, wenn ^^ seiner Grösse nach zwischen a^ und a, fiUt» M dem inner- 
halb der Grenzen a^ und a, genommenen bestimmten Integrale. 

Eine dritte Reibe endlich von particulären Werthen, und zugleich das beste Gegenmittel gegen 
den letzterwähnten Obelstand, wird uns in der Form von Differentialen mit bdiebigen Eiq^onenten an die 
Hand gegeben. Um diese Reihe zu erhalten, entwickeln wir die Form (151) und bekommen offenbar: 

(164) l^. ~ («-iÖJ*' («-/8.)*- ~ ' 

woai = ^4 — t, a, = ^,— i, ... 6i = J?i + ^» 6i = JJ« + l» ••• sein werden , wenn nicht etwa 
a^ , a, , . . . ^^ , /^, . . . wiederholt vorkommende Wurzeln der Gleichung {7^ ^= sind, in welchem Falle 
a^, a,, . . . b^, 6, . . . andere Werthe erhalten, und zugleich die entsprechenden Factoren (u — aj, 
(u — a,) , . . . (ti — ß^ , (w ^^80 , ... als Nenner von Brdchen Im Exponenten der Exponentielle vor- 
kommen können. Dieser letzte Umstand ist sorgfältig zu beachten; findet derselbe nicht Statt, d. tu kom- 
men diese Fbctoren im Exponenten als Nenner gar nicht vor, so erhalten wir, den Wurzeln /^t « /8, • ... 
entsprechend , eine Reihe von particulären Integralen : 

(155) ö. -^ [e-3f J, ö. -^ [e-3f.] 

in Form von Differentialquotienten nach u genommen , in denen : 

(n - ft.)«. (u - «,)'. ... y + (Tz:^ + 

(166) M, = («-«.)'' («-^0'' •••■ Z+ÖT^:?)^ + 



ist und nach der Differentiation im ersten der Ausdrücke (155) u^sySi , im zweiten ti=/3, gesetzt werden 
muss. Diese letzte Substitution wollen wir künftighin durch ein, dem eingeklammerten Ausdrucke als 
Stellenzeiger angehängtes ^^ und/J« andeuten, so: 
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Ähnliche particulfire Werthe konnten wir aneh fSr die Wnrzeln a^ , a« , ... erhalten , wenn 
uns die ihnen entsprechenden bestimmten Integrale , des obenerwähnten Obelstaqdes wegen , nicht zu- 
sagen sollten , nämlich : 



^'^k''']| ' !«• ^ [*"' ''Jt • 



(»58) 



wo: 



' («-/8.)*' («-/SO*« ... 
^ (ti-gj"- /+-(5=S^ + 



sind. 



Endlich wäre noch der Fall gleicher Wurzeln der Gleichung (^, = zu erörtern ; y. sei eine 
solche und es erscheine namentlich, nach Absonderung aller gemeinschaftlichen Factoren (u — y) aus. den 
Polynomen U^ und U^ , wenn solche wirklich vorhanden sein sollten, in U^ noch (u — y)^ als Factor, so 
gibt derselbe Veranlassung zu einer Reihe von Partialbrüchen mit Nennern: (ti — y)"*, (u — y)*"'*f . . •♦ 
deren Integrale , die wieder Bruche sind« mit Nennern : (u — ^)"^\ (u — ^)"^% ... im Exponenten der 

» 

Exponentielle vorhanden sein werden. Hier werden wir, um derjenigen particularen Integrale , die den m 

Wurzeln y angehören, und die m an der Zahl vorhanden sein müssen, wenn sich nicht ein Verlust von 

Einem oder einigen particularen Werthen ergeben soll, habhaft zu werden, eine neue Variable mittelst der 

Substitution: 

1 
u — y = - 

V 

doNbren, wodurch die Gleichung (153) übergeht in: 



und offenbar neue ihr Genüge leistende Werthe zulässt: erstens diejenigen, die die Gleichung: 

Z)r*-* = — 00 



= 0, (159) 



X 



erfBllen, zweites noch uberdiess denienigen unendlich kleinen Wertfa ?onr, welcher - unendlich und 

r 

negativ macht Diess gibt neue Wurzeln m an der Zahl , die sich so werden schreiben lassen : 



± £, /i, 00, /l, 00, 



Mm-i 00 » 
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and XU welehen man noeh irgend dnen der Gleidiiuig: 

[r (y — a J + i] [r (y — tej + 1] =0 

Genüge leistenden Werth k hinzuffigen wird, um Grenzen fSr m bestinunte Integrale in hinlänglicher An- 
zahl zu erhalten. Bei der Combination dieser Grenzen nun wird man Sorge tragen müssen, Integrale z« 
vermeiden , bei welehen die Function unter dem Integralzeichen innerhalb dieser Grenzen durch oo durdi- 
geht, was manchmal nur dadurch zu erreichen ist, dass man unter dieselben einen der Gleichung (159) 

# 

gar nicht Genüge leistenden Werth v=g aufnimmt, bestimmte Integrale als particuläre Werthe aufstdlt, 
innerhalb Grenzen g und /x^oo , oder g und /x^oo bis g und /if.cx> , und zugleich die Constanten der In- 
tegration , die als Multiplikatoren dieser Integrale erscheinen , an die Bedingungsgleichung : 

C, + C,+ C,+ + Cr = 

knüpft Macht man von diesen Kunstgriffen den gehörigen Gebrauch , so hat man meist nur den Verlust 
eines einzigen particulären Integrales zu erwarten. Der Verlust dieses Einen particulären Integrales rührt 
auch an diesem Orte wesentlich daher , weil dasselbe nicht unter die vorausgesetzte Form eines bestimm- 
ien Integrals fSlIt, sondern eine irrationale Function von xist, was sich aus dem Umstände 
erkennen Ifisst , dass in der Differentialgleichung vom ersten auf den letzten Coefficienten ein AbfaüeB In 
der Ordnungszahl um Eine Einheit vorhanden ist; dieses Kennzeichen soU in dem nächsten Abschnitte^« 
der die Formenlehre enthalt, begründet werden, im ffinften Abschnitte aber soll gezeigt werden, 
wie das fehlende particuläre Integral, unabhängig von der Methode der Variation der Constanten geftioden 
werden kann; vorderhand mag es genfigen die Möglichkeit derVervoUständigung durch irgend eine, wenn 
auch praktisch nicht bequeme Methode dargethan zu haben. Die bei solchen Gelegenheiten am zweck- 
massigsten in Anwendung kommende Methode der Variation der willkürlichen Constanten, wird dann 
diesen Einen noch fehlenden particulären Werth , und zwar durch Integriren Einer Differentialgleichung 
der ersten Ordnung, ohne Anstand liefern. 

Es ist nur noch fibrig , die Wirksamkeit unserer vervollständigten Methode in einigen und 
namentlich deiyenigen Beispielen nachzuweisen , die im zweiten Paragraphe der Betrachtang unterwerfen 
worden sind. 

» 

Wir fangen an bei der Differentialgleichung (53) , nämlich : 

d*y dy 

(160) *äi.- + «rf^±*'^y = 0' 

deren allgemeines Integral , far positive von verschiedene Werthe von a , gefunden worden ist , so 
dass uns nur mehr die Fälle zu betrachten übrig bleiben , wo a Null ist oder negativ. 

Im ersten dieser Fälle verwandelt uch die (160) in die einfache Gleichung mit conatanten 
Coefficienten : 



I . 



^ 
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und kann, nacb den fSr diese IQasse bekannten Methoden, gleieh integrirt werden; im zwdten Falle, 
den wir dadurch anschanlieh machen wollen , dass wir — a anstatt a setzen , so dass es sieh also im 
die Gleichung handelt : 

4py dp 

ist: 

1 



F = 



(«» ± 6*)?+' 



(16«) 



und wir wollen eher den Fan erörtern , wo von den beiden Zeichen ± das untere gilt , und in welchem 
der Werth von V so geschrieben werden kann : 

(ti+6)?+* («-6)1+'' ^^^^ 

das allgemeine Integral der Differentialgleichnng somit zufolge (157) dargestellt worden kann anter fol- 
gender Form: 

oder, wenn man die Differentiaiquotienten mit Hilfe der Formel (137) entwickelt, und dann, so wie es 
sein muss , im ersten Theile des Ausdruckes u in 6 , im zweiten u in — 6 verwandelt : 



= G,^ U _ »Jf^ J- a(a + 2)(a--2)(a + 4) g 



0,e 



,-6» 



aja + i) (a — 2) («4-4) (a— 4) (a+6) |_ j 

L? . ''(«+g) J- . «(a+2) (a-2) (a+4) ;_. ^^^^ 

r + 2*6 * + 2. 2«. 6« * ^ 

a(a+i) (a-2) (g + 4) (a-4) (a + 6 ) t_ 

■ I ■ ■ ■ ■ I ■ I jp» 

2 . 3 . 2* . 6* 



Die in dieser Formel enthaltenen Reihen brechen Jedesmal ab , wenn - eine ganze Zahl ist. 
Hatte man zum Beispiel a = 2 , so bekäme man als Integral der Gleichung : 



dx* dx 



folgenden sehr einfachen Ausdruck : 



y = C,e*' (^ - I) + O.^-*' (* + i)' 
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TOD iem man sich auch eluie Sehwierigkeit a pa$teriori aberaeagen kann, dass er der Dilferentialglei- 
chnng Genage leiste. 

Diess lässt sich indess auch ganz allgemein bei der Formel (165) nachweisen, nnd man kann 
sich namentlich , nm darzuthun , dass der erste mit dem Factor G^ verknfipfte Theil derselben die Diffe- 
rentialgleichung erffille « benehmen auf folgende Weise : 

Es sei allgemein : 

a (a4-2) («—2) {a + 2 (r— l))(a — 2 (r— 0)(«+2r) 

so besteht die Relation: 

„ («-2 (r-l))(a+2r) 

(l«7) Br = n^, ^;-^j-^ -. 

nnd es ist nur zu zeigen, dass: 



(168) 



y = «**S 



S-r 



(-iyx*- Hr 



Genüge leistet. Nun erhalt man durch Differenziren : 



(169) al = **' S j(- 0" X'- [6F, - (I - r + l) ff^.]| , 

Nun multiplizire man (168) mit — 6*x, (169) mit — a, (170) mit x und addire sie, nehme 
zugleich Rücksicht auf die Relation (167), die man dazu benfitzt, um ff^^ durch H^^ auszudrucken, so 
erhält man als Endresultat , und auf dieselbe Weise überzeugt man sich auch , dass der zweite mit &. 
verknfipfte Bestandtheil von y ein particuläres Integral sei, und diess zwar, was auch affir eine Zahl 
bedeuten mag, somit auch dann, wenn man a in — a verwandelt, wodurch das unter (i 64) nnd (165) 
dargestellte Integral der Differentialgleichung (161) in das Integral der Gleichung (160) übergeht, so 
dass also dieses letztere nach Belieben in der Form eines Differentialquotienten mit allgemeinen Exponen- 
ten oder in der andern eines bestimmten Integrales erscheinen kann. Es ISnden sich hierdurch in einem 
speciellen Beispiele diejenigen Betrachtungen bestätigt, die wir früher anführten , um die Giltigkeit eines 
für ganze und positive Exponenten des Differentiales bewiesenen Ausdruckes auf beliebige Werthe dessel- 
ben auszudehnen. 

Endlich erübrigt noch die Erörterung des zweiten Falles, wo nämlich in den Gleichun- 
gen (161) und (162) von den beiden Zeichen ± das obere zu nehmen ist; dieser Fall erfordert keine 
neue Rechnung, und das darauf bezügliche Integral geht offenbar auch aus der Form (165) hervor. 



wenn in derselben b y-- i anstatt 6 gesetzt wird. Führt man diess aus und ersetzt zugleich die 



(171) 



Differenlialgleichmigea mit partkiliren lalegralen Ton einerlei geschlossener Form. gf 

imaginären ExponeDtfell^i dvrch ihre trigonometrischen Werthe, so bekommt ma« anstatt y einen unter 
folgender Form erscheinenden Ansdruck : 

[o a (a+i) (a — 2) fa4-4) «^ 

« (a + 2) (tf-2) .. . (tf + 8 ) f ^ _ 1 

"^^ 2.3.4.2". 6* ^* J "^ 

' ^ru K^ u .inh^^ r a(«+2) ;^, «(ig+2) (a~-2) (a+4) ( i»->4 ) (fl+6) «., 

g (« + 2) (11^2) ... (g+lO) U _ 1 

^ 2. 3. 4. 5. 2'*. 6* ]• 

wo £( und Ä, die Constanten der Integration bedeuten. Die hier vorkommenden Reihen besitzen die- 
selbe Eigenschaft, wie die in der Formel (165) enthaltenen» nämlich abzubrechen, wenn - eine ganze 

a 2 

positive oder negative Zahl ist Wird - aber gebrochen , so verwandeln sich dieselben in unendliche 

Beihen von der Classe deijenigen« die man halbconvergirende nennt, und die sich der Function, 
deren Ausdruck sie sein sollten , beim Zusammennehmen von mehr und mehr Anfangsgliedem anfänglich 
bis zu einer gewissen Grenze nähern, dann aber davon entfernen und nicht nur divergent, sondern sogar 
steigend werden, d. h. hier mit andern Worten: wenn man diese Reihen, etwa die in der Formel Ci65) 
enthaltenen, bei dem (r+l)^ Gliede abbricht, so erhält man einen Ausdruck, welcher anstatt jr ge- 
setzt den ersten Theil der Differentialgleichung (161) nicht auf Null reduzirt, sondern auf einen vona? 
abhängigen Werth , der bei dem fortwährenden Wachsen der Zahl r sich der Mulle bis zu einer gewissen, 
ebenfalls von x abhängigen , Gränze anfänglich nähert, dann aber bei dem fernem Wachsen dieser Zahl 
davon entfernt Dass die Reihen , von welchen die Rede ist, zu den convergirenden nicht geboren, davon 
belehrt uns der Quotient, den man erhält, das (r + 1)^ Glied durch das H« theilend: 

(a-2 (r-^O) (a + 2r) 

r.2*.6.« . ^ 

welcher für grössere x, und bei dem fortwährenden Wachsen von r anfänglich ein kleiner, nahe an Null 
liegender Bruch sein kann , sich aber dann fortwahrend der Einheit nähert und sie endlich fiberschreitet, 
wodurch die Reihe aus einer fallenden in eine steigende übergeht Um aber aber das Mass der Genauig- 
keit, mit welcher ein solches halbconvergirendes Reihengebilde, bei dem (r-f-l)ton Gliede abgebrochen, 
das Integral der vorgelegten Difierenlialgleichung wiederzugeben vermag, Aufschluss zu erhalten, 
betrachten wir das Resultat der Substitution in dieselbe, welches unmittelbar aus den Gleichungen (168), 
(169) und (170) folgt, die beznglieh mit — 6'a:, —a mvA x muitiplizirt und dann addirt werden 
mfissen. Diess ^t als Resultat: 

' e-S |(-0-a^--^**[2(r-l)*H^.-(| -r+2)(i+,.-i)H^.]j. ^.^^ 

11 
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welebes eine Summe ist, deren einzelne Glieder, in Folge der Relation (167) oder aneh: 

sich auf die Nulle reduziren, so lange diese Relation zwischen den mit H bezeichneten CoeflFicienten wii 
lieh Statt findet Da man indess willkärlicb bei dem Gliede, dessen Coefficient H^ ist, die Reihe (16 
abbrechen lässt, so sind U^^^^ J7^, . . . nicht mehr die durch diese Relation gegebenen, sondern Nul 
es werden daher alle Glieder der Summe (173) bis zu denyenigen mit x' inclusive, der Nulle glei 
werden, das darauffolgende aber von Null verschieden und gleich: 

(175) (- l)'^* e*' xf-'^-* g _ r) (I + r + l) H, 



ausfallen , die sämmüichen darauffolgenden aber wieder verschwinden. Sobin sieht man , dass der pi 
ticuläre Werth (168) , bei dem (r+l)^" Gliede abgebrochen, den ersten Theil der Differentialgleichu 
nicht auf Null, wohl aber auf den Ausdruck (175) reduzire, der für sich eines und zwar das letzte d 
Glieder von (168) ist, nur noch mit einem constanten Factor mulüplizirt, dass es somit vortiieilhaft » 
die Reihe abzubrechen bei demjenigen Gliede, für welches der Ausdruck (175) ein Minimum ist, n 
welches das r^ ist , wenn man unter r diejenige genfigend gross vorausgesetzte Zahl versieht , die d< 
Quotienten (172) den der Einheit nächsten Werth ertheilt. Es kann noch hinzugesetzt werden, das 
wenn in einer solchen Reihe die Zeichen wechseln , der wahre Werth des betreffenden particularen Inl 
grales zwischen der Summe aus r und aus (r + 1) Gliedern liegen muss. Aus diesen Betrachtungen folj 
dass solche halbconvergirende Reihen , ungeachtet des ungünstigen Auges , welches der Analyst in i 
Regel darauf zu werfen pflegt , zur numerischen Berechnung der Werthe von y , und zum Herausles 
der daraus folgenden Erscheinungen , wenigstens ffir grössere Werthe der Veränderlichen x nicht ga 
nutzlos seien. Man kann sich indess, wenn man sie doch unanständig finden sollte, immer andere 
JPorm von bestimmten Integralen erscheinende verschaffen , und diess zwar auf mannigfache verschiede 
Arten , von denen hier nur einige hervorgehoben werden sollen ; nur muss leider bemerkt werden , di 
in sehr vielen Fällen diese bestimmten btegrale keine andere numerische Berechnung zulassen , als i 
durch halbconvergirende Reihen. Immer kommt es im Wesentiichen darauf an, dass man das unter i 
Form eines Differentials mit allgemeinem Exponenten vorkommende particuläre Integral entwickeln oc 
wenigstens auf eine andere Form bringen könne , die der Berechnung zugängiger ist. Diess kann n 
nicht bloss geschehen auf die eben vorgetragene Weise , sondern auch dadurch, dass man die zu differc 
zirende Function in eine Reihe von Exponentiellen , oder die analoge eines , solche in sich enthaltend 

a 

bestimmten Integrales verwandelt , und dann dem Differenziren unterwirft. So kann man z. B. zur Um{ 
staltung der Formel (164) folgenden Weg einschlagen : In dem bestimmten Integrale, welches fiar m^ 
einen constanten endlichen Werth hat : 
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C =f er^ A,"^' dX , (176) 



setzen wir A(ti + 6) anstatt \ und erhalten, noter der Voraussetzung, dass u+6 immer positiv ist, 
was hier im ersten Theile des Werth^ von y, Formel (164), da nach der Diflferentiation t£ = 6 gesetzt 
werden muss, wirkUch Statt findet: 

• 00 

^-^ =/ e^c^) A- dA. OTT) 

Es lasst sich , in Folge dieser Gleichung , der erste Theil des Werthes von y auch so darstellen : 



00 .00 



C. j-^y e-'^Mui^) -xijixK = C.t^f <r^*(«-:A)5A«"rfA. (178) 

Genau auf demselben Wege verschafft man sich auch einen Ausdruck für den zweiten Theil. 
Man formt nämlich das Integral (176) durch die Substitution von A(u — 6) anstatt A um, darauf Ruck- 
sieht nehmend , dass , weil nach dem Differenziren — 6 anstatt u gesetzt werden muss , u -^ 6 als eine 
negative Zahl zu betrachten sei. Diess gibt : 



Tu-hr^r^-^'^'^^''^^ 



(179) 



und der zweite Theil des Werthes von y lässt sidi offenbar so schreiben : 






-00 \ -00 

(180) 
und man hat: 



y = C, c*^ f" e-"'^ (X- A)* A^ dX+ C.er^f ~e'^* (op-A)- A« dA. ^jg,) 

Diese Pormd gestattet kdne Verwandlung von a in — a , sie gibt also nur das Integral der 
6Ieiebung(16l) nicht aber das der (160), welches letztere übrigens im zweiten Paragraphe bereits gjsfun* 
den worden ist, und es ist nicht schwer zu zeigen , das% man, durch Entwicklung von (x — A)? mittelst 
der Binomialformel und nachfolgende Integration, zur Gleichung (165) zurückgelange; es lasst sich aber 
auch anderseits a posteriori darthun, dass der eben gewonnene Ausdruck (181) die Differentialgleichung 
erfülle. Zeigen wir diess namentlich für den ersten Theil desselben , d. h. für : 

■ . • • * 

y = C»'/'c-»^(x-A)fa.fd/l, (tat) 



g4 ILAbi^kttill. 

woraus durch Differeuziren : 

(183) ^ = e^^f e-^ (x-A)?- a5 [6(x-A) + |] dX. 

00 

(184) -^ = e»-y e-^ (ar-A)?' A,? [6»(x-A)» + a6 {x-X) + |(? - <)] «O, 



folgt. Nun multiplizire man die erste dieser drei Gleichungen mit — 6*x, die zweite mit — n« die 
dritte mit x und addire sie, so erhalt man zunSchst: 



00 00 



a b c*' f c-»^» (X - ;i)' -' X**' dX-~ e^'f e-^» (x - X)*" X^ dX + 
085) 

sodann , durch das Verfahren des theilweisen Int^grirens : 

abfe-'^" ix-Xy-' X^^' dX = -^ e"'^ («-A)'"' A»"' + 
(186) 

+Jfe-^ (X- A)«- A? [(I + i) (x-A) - (I - i) A] äX, 

m 

also innerhalb der Grenzen und oo : 

00 00 

(187) abf e-^»(x-A)i-' A^'dA=|y e-»i»(x-A)"-A?.[g+i)(x-A)-(|-i) .l]dA.. 

• 

ein Werth, der den Ausdruck (185) verschwinden macht. Genau auf dieselbe Weise fiberzeugt man sich 

von der Richtigkeit des zweiten Bestandtheiles von y. Es kann also die Formel (181) für gebrochene 

a 
jedoch positive Werthe von -- an die Stelle der (165) gesetzt werden. 

Ein zweites Mittel die Differentiale mit allgemeinen Exponeiitea umzsformen« bietet uns die 

Fourier'sehe Formel: 

+00 X" 

-. . 1 y 
ri88) 



-00 *\' 



deren Ableitung wir aus dem doppelten Grunde geben, weil diese Formel, mit Rucksicht auf ihre univer- 
selle Wichtigkeit , einerseits überhaupt noch viel zu wenig beachtet wird, und auch andererseits in einem 
Werke wie dieses, das von ihr den ausgedehntesten Gebrauch macht, ihrer vollen Bedeutung nach erwo- 
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geo zo werden Terdient Wir bezdehnen za dieeem Zweeke das in der ebeo aageffilirten Formel eBthtlMBe 
Doppeliiitegnd , um deseen Werth es siidi augenseheinlieh handelt mit J« so dass wir haben : 

+00 J! 



J =f S e«^"-^^ ^* f(K) da dA, 

-00 A' 



(189) 



nnd kSnneo dasselbe J, die daselbst rorkommende imaginäre ExponenUeUe durch ihren trigonometrisohen 
Werth wiedeifebend, anch ersetzen dvreh: 

J =f f ' eota.{jt—X)f(k)dai\ + \fZ^i f f tinaiu—X)f(X)dadX. 

-00 A _00 *'a' 



Der zweite« mit dem Factor y — 1 veri^undene Theil dieses Aosdraokes ist gleich Null, weil 

• 

die Foncüon der Veränderlichen a « nach welcher die erste Integration zwischen den Grenzen — oo nnd 
+ OD zn YoUfähren ist« die Eigenschaft hat nnr das Zeichen zn ändern , wenn + a in — a verwandelt 
wird , und somit das besthnmte Integral nach a eine Snmme andeutet , die aus positiven und negativen • 
sidi paarweise aufhebenden Gliedern besteht Wir schreiben also kfirzer: 

+ 00 X* 

J=f f cotci{jJL — 'K)f(k)Acid\^ (190) 

-00 *X' 

oder, weil cota{ji — A) sich gar nicht indert bei der Verwandlung von +^ in — ^« w' 8^t 
das vorliegende Integral nach a eine Summe andeutet von Gliedern , die sich paarweise addiren : 

00 X" 

J = %r f cotaiu-^X^fiXsdadX. (191) 



f f eoiaiu-^X) fiX)dadX. 



Diess ist offenbar der reelle Theil des imaginfiren Integrales : 

und dieses ist wieder die Grenze, der sieh folgendes andere bestimmte Integral, bei dem unendlichen Ab- 
nehmen der darin vorhandenen positiven Constante k^ fortwährend nähert: 

J' = 2 /^ f e"^-*^^"-^^^'^^/"(A)da.d/\. 

• 'X' 

Man wird daher, um zu dem Werthe des Integrales J zu gelangen, mit der Berechnung des 
V" anfangen können. In dem geAmdenen Werthe des letzteren wird man zunädist As=0 nehmen, sodann 
aber das Glied mit V^-T auslassen , wodurch sidi derselbe zuerst auf J' • dann auf J zurnd[ziehen 
wird. — Bs ist hierbei freilieh lieht in Abrede w stellen, daas das latcipRal J nach der gegeiiw«rtigei 
AhMtMgswetse nur als flrouei der sieh ein anderes , beLdemnnwdiiehMAbBehipendesEunnMtters* 
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fortwihrend »ihert, einen beeümmten Werth bebe; und wiitliefa kommt dem in der Ponrier^edie 
mel voricommenden Doppelintefprale in sehr vielen Pällen derselbe Gbarticter der Unbeeümmlhei 
Werthe nach zu , wie etwa dem Integrale : 

00 

r COM a da^ 

! ■ ' ' ' 

eine Unbestimmtheit , die allsogleieh wegfällt , wenn man dieses integral als die Gjrenze betradite 
sieh folgendes andere : 

00 

J e'^'.eoM ada, 

bei dem fortwährenden Abnehmen von k nähert Ab eine solche Grenze betrachten wir daher gegc 
tig das fragliche J. 

Eine Integration nach a zur Ermittlung von J" lässt sieb augenscbeinlich nnmittelbai 
führen ; da man nämlich allgemein hat : 



/ 



m 



und somit, zwischen den Grenzen und cx) nehmend, wenn m entweder negativ oder imagini 
negativem reellen Theile ist: 

r e^^'da == , 

so erhält man auch sofort: 

00 






und , indem maa den Nenner reell maolit and das Reelle jvon dem Imaginiren sondert : 

00 . 

J ik' + (ii -A,)» ^ /k'+(u-A)' 



Lässt man den imaginären Theil hier gleich ausser Adkt, da diess zur AnfBndung von %' 
hin nothwendig ist , so ist die Grenze, gegen welche das folgende einfache Integral , bei dem alhnä 
Verschwinden des k convergirt : 

^ k.f(K)d[K 



„ r k.f{K)iK 



das gesneirte J selbst In Besng anf die Bereehnnng desselben haben wir also das Recht, fc im Vei 
als einen sebr klein» 'psdtiv«i Bnieii ttumehen; dIess hat nur uuntttelbiren Folge, dass aueh dii 
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üon unter dem lotegralzelehen sehr Uein , und von der Ordnung des Parameters k wird » so lange X von 
u versehieden ist, und nur far solche Werthe von A, welche nahe an u liegen, oder für welche u — A. 
aneh eine sehr kleine Differenz von dar Ordniog des & ist, kann diese Function einen nicht nur nidit 
unendlich kleinoi, sondern sogar einen sehr grossen Werth bekommen. Betrachtet man sohin dieses Inte« 
gral als Summe , so werden offenbar nur di^enigen Glieder derselben , für welche X nahe an u streilfl, 
einen wesentlich von Null verschiedenen Werth erlangen ; wenn man daher : 

X = u + kv 093) 

setzt, unter v eine anstatt der X neu einzuführende Veränderliche verstanden, s2 wird sich ko immer 
als ein sehr kleiner Zusatz zu u ansehen , und somit : 

nx)^f(u+kv) 

in eine sehr convergirende Reihe, mittelst der Taylor'schen Formel, entwickeln lassen, unter der 
Bedingung wenigstens, dass, für den dem u ertheilten Werth, die Function f(ü) endlich und stetig bleibt; 
d. h. wir haben : 

f(X) = fiü)+ f(u + dkv) kt>. 

Da noch überdiess: dX=kdv ist und u-X=-kv. also: r = ^, so wird: ' 

Die Taylor'sche Reihe bricht hier gleich nach dem ersten Gliede mit ihrer bekannten Ergän- 
zung ab , und es ist 6 eine zwischen und i enthaltene Zahl. Das letzte in dieser Gleichung vorkom- 
mende Glied : 

A'-ii 

ist, wegen des verschwindenden Factors k^ der ihm anhangt, eine verschwindende Grösse, nachdem der 
andere Factor, wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Function /*, einen endlichen Werth behält , der 
zwischen angebbare endliche Grenzen fällt In der That : da die Function f {u+Gkt) bei allen mogli- 
ehen Werthen, die man dem v innerhalb der Integrationsgrenzen ertheilen kann, nur Werthe zu bekommen 
vermag, die zwischen f (Xf) und f (X'^ liegen, da ferner, vermöge der zwischen den Grenzen X' und A" 
vorausgesetzten Stetigkeit der Function f(u)^ hier nur lauter endUdie Werthe der Function f voriianden 
sind, m/ wird offenbar mich der grosste von ihnen, den wir G und der kleinste, den wir K nennen wollen, 
ein endlicher sein ; da noch nberdiess der ruckständige Differentialfactor : 



(1«5) 



98 a Ab« ch Bil t . 

1 +v\ 

ewischen den Integrrationsgfreiizeii einertei Zeiehei beibehill , sö Uegt offenbar der Werth de« ebgenanntea 
Gleiehungsgliedes (195) zwisehen: 



k 

und es bedeutet , da überhaupt : 



kGf ^- mid kKf -^ 



und somit: 

IT 



f,%-{'^^>+'-^- 



/ 1 + „t -^ 2 ^ (/V - !!)• + &•' 



(1%) 



A'-ü 

ist, so lange keine der Differenzen A" — ti und X' —u von der Ordnung der verschwindenden Grosse k 
sind : 

f " rdv i , (A"— w)' , A'— « 

eine endliche GrCsse, die wir mit h bezeichnete, woraus wir unmittelbar folgern, daas der Werdi ^s 
obigen Gliedes (195) zwischen die zwei verschwindenden Zahlen: 

kkG und kkK 

falle und sohin selber eine verschwindende Grosse sei , was sich übrigens auch für solche Falle ohne 
Mähe darthuen Hesse , wo entweder die Differenz X" — u oder X' — u der Nulle gleich wäre. 
Es handelt sich denmach nur noch um den Werth voi( : 

X'-B 

i-c^r^ ''" *t^\ . ^"— « , A'— «1 



Um den Werth, den dieses bestimmte Integral annimmt« zu erörtern, unterscheiden wir drei 



Falle: 



Erstens: den<, wo u zwischen X' und X" fiillt, sohin Eine der Differenzen X"—u and 
X' -- u positiv , die andere aber negativ ausfillt, 

: ;(weitens: den,, wo u auss^halb der Grenzen X' und A.'' liegt, wo also beide.Differenzen 
einerlei Zeichen haben , 
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Drittens, den Fall, wo u mit Einer der beiden Zahlen X' und A'' zusanunenfallt , also Eine 
der beiden Differenzen verschwindet. 

Denken wir uns jetzt unter dem an sich vieldeutigen Symbole arc fang t stets , nach der an- 
genommenen Sitte ^ wenn nicht ausdrucklich etwas Anderes erinnert wird, den seiner absoluten Länge 
nach kleinsten Bogen, der die Tangente / besitzt, so sind die Werthe, die das obige bestimmte Inte- 
gral (196) in den drei angedeuteten Fällen, für ein verschwindendes k annimmt, beziehungsweise und 
ohne Rücksicht auf ihr Zeichen : 

yt.f(u), 0, —fiu), 

Der erste Fall ist eben derjenige ^ dessen Stattfinden hier postulirt wird ; wir haben daher 
unter der ausdräcklichen Bedingung, dass u zwischen A' und A" fällt: 



J = 2xf{u), (197) 



und sohin: 



+ 00 X" 



-00 A' 

Diese so eben bewiesene Fouf ier*sche Formel besitzt die zu so vielen Zwecken in der Ana- 
lysis unschätzbare und den unseren gleichfalls dienende Eigenschaft :. eine jede stetige Function und eine 
jede andere , mindestens innerhalb der Gränzen der Variablen wo sie stetig ist, in Form einer Reihe von 
Exponentiellen wiederzugeben, eine Form, die sich bekanntlich den Operationen des Differenzirens und 
Integrirens mit beliebiger Ordnungszahl des Differential- oder Integral - Zeichens mit besopderer Leichtig- 
keit fugt. 

Man wird daher gar keine Mähe finden , mittelst dieser Formel jeden Ausdruck von der Form : 

Is^ ['"'*• Hl 'm 

• ■ 

umzugestalten in: 

+00 X' 

^ /^ / f-«^^^^"^^^-*'(x + aV— 0^*XA)rfarfA, (l'j9) 

-oo X' " 

Ein drittes Mittel zu demselben Zwecke bieU^l ^ne von Liouville rnJonrnml de Vecole 
polytechnique y Tome XIIL bewiesene Formel: 

9 (M) du .» = ^-j^ [9 («)] = ^_,^^^. -^ -J 9 (u + ft) a 1^-' Ar , (200) 



ia welcher FCß) das Enler'sdie Integral: 

12 
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ßi aber eine positive Zahl bedeutet, und deren Beweis wir hier genau so» wie ihn der Verfasser gf 
hat, folgen lassen wollen. Es wird in demselben vorausgesetzt» dass 9(9/) iiicbt beliebig sei, so 
einer gewissen Bedingung entspreche ; die Entwicklung nfimlich dieser Function in eine Reihe von 
nentiellen : 

darf nur negative m oder wenigstens solche imaginäre enthalten , deren reeller Theil negativ ist 
Nothwendigkeit dieser Bedingung erhellt sehen daraus, weil sonst: 

y 9(1« + «)«!'-» da 



unendlich wäre, und ihr Stattfinden wird unmittelbar aus dem Umstände, dass ip(u) = ist für u- 
erkannt. — Um diese Formel zu beweisen, ersetzt man ^ (u) durch: 

and sucht den Werth des Integrales : 



00 
y ^ (u + a) a^^^' da. 

Bezeichnen wir in der That dieses Integral durch % , so erhalten wir nach der angede 

Substitution : 

00 

« =/ S [^m «""^"^"^ ct^" äa] , 
* 

o(let\ wenn man die Ordnung der Zeichen S und ^ umkehrt, was erlaubt ist, wegen der Unabhäng 
der d.odiirch angedeuteten Operationen: 



[00 

Nun setze man in diesem Integral ma = — B, indem ' mäh bedenkt , dass m immer n 
ist , so erhält man : 

/•".- gH- äa = (- ,). '^" '"' °'"' •" = (- ')^ ^W . 



IHess gibi den Werth von « : 



DifferentialgleichiiDgeii mit paiticttlirea InlegraJeii von einerlei gefcUossener Form. 9| 



« = (-o^r(^)S[^«iQ. 



and weil: 



ist, so wird 



sKy^/^c«)"»^ 



» = (- OT(/i)/% (u) <ll»^ 



ufid, wenn man anstatt s das hiedurch angedeutete Integral zurücksetzt : 

CX> JJi ' 

/ 9 (u + a) a^-' da = (- 1)!' F (ß} / 9 («) **»* . (801) 

. 

wa9 bereits die Formel ist» die zu beweisen war. 

Da hier der Exponent /i positiv vorausgesetzt wurde , ao wird man die eben bewiesene Formel 
nur zur Verwandlung der Differentiale mit negativen Exponenten benutzen können. Es gibt aber L i o u- 
ville an derselben Stelle eine andere Formel an, mittelst welcher auch Differentialquotienten mit be- 
liebigen positiven Exponenten umgeformt werden können. Diese wird auf ungemein einfache Weise aus der 

vorigen abgeleitet. In der That : nennen wir , um zu einem Ausdruck für : 

» 



du!" 



[9 («)] 



ZU gelangen, n eine beliebige ganze Zahl, die grosser ist als/x und p diejenige gebrochene, um welche 
n das /x überschreitet, so dass: • 

jLf =s n — p 
wird , so hat man auch : 

du^ ~ dvT^ ^ du" ' 

i' 

Da p eine positive Zahl ist« so kann man in der Formel (201)/x durch p ersetzen; diess gibt: 



00 



/ ^^"^'^'' == Föb^)/ ^("+"^"'^*''"' 



und, wenn man von beiden Theilen den n^^ Differentialquotienten nimmt: 



Von dieser Formel wird man Gebrauch nuchen, nicht nur, wenn man einen Differentialquo- ^ 
lienfen mit reellem, übrigens behebigem Exponenten in efai bestimmtes Integral umzugestalten wünscht, son- 

12 ♦ 
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I 

was ein «idUdies« mit einer Exponentielle er' mnltiplizirtes alg^rafsdies Potyaom giM« so oft eitwedet 
A oder A eine ganze Zahl bedeatet , im entgegengesetzten Falle aber in eine Reihe von der Sorte der 
halbconvergirenden übergeht, anstatt deren man, irgend eines der früher angezeigten Mittel in An- 
wendung bringend , ein bestinmites Integral wird substjtuiren kfinnen. Ms(n wird sohin die Formeln (44) 

• ■ ■ 

und (45) des zweiten Paragraphes durch folgende ersetzen können : 



-00 .-i 



» = '^/.-^^" + ''-|;t-k<-«H]- 



a 

+ 00 



die nun als Integral der ViSerentialglefchung : ' 

a? T^l + T^ («i + ^i«') + y^«« + *•*) = 
ax: ax 

dastehen , und deren erste für positive , die andere für negative x giltig ist» 

Wären A und Ä beide negativ, so dass an die Stelle der Gleichungen (206) und (207) folgende 
andere treten: 



(«09) 



e"^ 



(»«-a)^ iu — ß) 

und: 

V = 



v =^ 0, 



'^» » 



* 

so erseheint das Integral derselben Differentialgleichung in folgender , mit zwei willkürlichen Constanten 
versehener Form : 

« 
woffir man dann wieder bestimmte Integrale wkd einfuhren k&nnen. Versohwindet einer der beiden Expo- 
nenten , etwa An so ist diess ein Zeichen , dass die mit V^ und U^ bezeichneten Polynome den gemein- 
sehaftlichen Factor Qu—ß) besitzen, dass also die Exponentielle e^' ein particuläres Integral sei. Wir er- 
balten also den mit zwei Coostanten versehenen Werth von y : 

— 00 

y = C. er- -1- e.y e'" ^"~^^' ' du (-811) 

für positive A und positive x. 



+ 00 



(u — a/-' 



y=C,ef^-+C,y e^ ^\_ß ^ ^ d«) 
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ffir positive A oid negative Xy endlich: „ 

(«3, ,_C.^+C.[^[^]| 

ffir negative A und beliebige x. Es wird hier, gleich wie in den übrigen Fällen, vorausgesetzt, däss, .wenn 
irgend einer der Exponenten A oder A' negativ ausfallen sollte , man allsoglelch anstatt desselben — A 
schreibt, und somit in den Formeln (211), (212) und (213) die vorkommenden A bereits positiv gedacht 
werden müssen. 

Wenn endlich y3= a ist , also die Gleichung IT^ =0 gleiche Wurzeln hat, so wird man , zur 
Vervollständigung des , nur mit einer einzigen willkürlichen Constante verbundenen Int^prales , die allber 
kannte Methode der Variation der willkürlichen Constanten in Anwendung bringen. 

Es ist nur noch fibrig einige Auflnerksamkeit der Differentialgleichung : 

(214) + **^ rfi + 3' («• + *o^^ = ^' 

die bereits im zweiten Paragraphe integrirt wurde , und in ein Paar speziellen Fällen ein unvollständiges 
Integral gab , zu schenken. Wir erhielten an dem bezeichneten Orte : 

(«iä) F = (6, u + hy-' e'"*^ *f , 

und gelangten für verschwindende und negative Werthe von A zu einem , nur mit einer einzigen Con- 
stante versebenen , particulären Integrale , ausgedruckt durch die Formeln (74) und (75). 

Im ersten dieser beiden Fälle haben die Polynome U^ und U^ den gemeinschaftlichen Factor 
(^o+^i^)* folglich wird die Exponentielle : 

e *• 

der Differentialgleichung Genfige leisten ; es tritt somit für ^1=0 an die Stelle der Formel (74) folgende 
andere: 

(»1.) » = C. , '. + C,f e-'- ^ '■' j^:pj^. 

die jetzt als allgemeines Integral der Gleichung (214) dasteht, wenn 6^ positiv, und zwischen den Coeffi- 
cienten a^, fr« und 6^ folgende Relation vorhanden ist: 

fri fri 



Ist dagegen b, negativ, und handelt es sich somit um die Gleichung: 



(«8) 



d*y dv 
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wahrend die Relatioii (2 17) fortbesteht, se hekommenirir anstatt der Formel (75, i. 2) folgende voll- 
ständigere: 



-00 • 



(2t9) 



Im zwdten Falle , wo A negativ ist , wo also an üe Stelle der Formel (2 1 5) die andere : 

V = ; TTÄ^ («0) 

\ 

tritt, erscheint Ein particnlSres Integral der Gleichung (214) in Form eines Differentialqnotienten : 



die aneb eine Verwandlung gestattet in ein Prodnkt aus einer Exponentielle in eme nach absteigende 
Potenzen von ar— ] geordnete Reihe, nämlich: 

(282) 
AjA- O ; /*: . i V / 6.\^-» AiA^i)(A-2) rbl 3b,^ / b,^"^ i 



+ 



welche jederzeit abbricht , wenn A eine ganze positive Zahl ist , im entgegengesetzten Falle aber un- 
brauchbar wird, was schon der unmittelbare Anblick ihres 2n*<" und (2n+ 1)**" Gliedes lehrt, denen 
wir, um den ganzen Bau der Reihe klar vor Augen zu haben, hier eine Stelle gfinnen : 

AiA-i) ... (A—2n+i) f_ b,\^-^'^ fbl" 2n(2n— 1) 6;*-» , 






2 2n V b\J V6I" ' 2 *♦' 

2n(2n— l)(2n — 2)(2n— 3) bV^ 2n(2w— 1)(2« — 2) . ■ . 1 1\ ^ ^^ 

"'" 2.4 6J»-» + • • • + 2.4.6 ... 2« 6» j ' 

_ AjA- i) ... (A — 2h) / __ 6.\^-'"-' /6J||+^ (2»+l)2» 6;"-' 
2.3...(2n-H) V 6;>' 161"^"^ 2 6t»-' 

(2n+ 1) 2n (2«— t) (2w — 2) bl"- (2n+ l)2w(2n— 1) ... 2 b, \ ^***^ 

2.4 tr^"*"""^ 2.4.6 ... 2« 6?+V' 

Mit Hilfe der Formeln X223) und (224), die das 2nt< und das (2n+ ty Glied der Reihe 
geben, wird man nun das entsprechende particaläre Int^al jedesmal construiren können, wenn A eine 
beliebig gross gedachte ganze Zahl ist ; im entgegengesetzten Falle wird man besser thun, einen Av«Aru<^ 
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desselben pärtienlaren Wertbes in Form eines bestimniten Integrals anstatt des (221) zu sabiititidrea , . wii# 
bier keinen Schwierigkeiten unterliegt 

Wir verwenden zu diesem Zwecke, nnr um ein bisber nocb niebt gebrauchtes Mittel znr 
Sprache zu bringen, das Laplaee'sche Integral: 

00 



dessen Ableitung wir bier nach einer minder bekannten, aber äusserst einfachen und doch sehr fruchtbaren 
Methode geben, die von Krone herrührt und in der Theorie der bestimmten Integrale beinahe allgemeine 
Anwendbarkeit besitzt Sie besteht dem Wesen nach darin, dass man in das bestimmte Integral, dessen 
Werth zu ermitteln ist, dureh bekannte Umformungen und Substitutionen Einen oder mehrere constante 
Parameter einfuhrt, sodann aber mit eben so vielen bestimmten Integralen , von bekanntem numerischen 
Werthe des Productes derselben , in welchen diese Parameter als Variable enthalten sind , multiplizirt 
und integrirt ; was möglich ist , wenn man diese letzteren bestimmten Integrale schicklich gewählt hat 

Um diese Methode klar zu machen , bringen wir ein Paar Beispiele und wählen zuerst das 
firuher erwähnte Laplae ersehe Integral, oder vielmehr ein anderes, in welchem dieses als speeieller 
Fall enthalten ist , d. h. : 

(««6) f"^ e-^^' dx = A. 

Der Werth A dieses Integrales ist ein endlicher, wenn jx eine in folgender Perm enthaltene 
imaginäre Zahl ist: 

(2«7) ^ = h + k V^T, 

deren reeller Tbeil A > sein muss , und gestaltet sich offenbar als eine noch zu ermittelnde Fnnctioti 
dieser Grosse ji. 

Wir fuhren nun zuvörderst, dadurch, dass wir oa; anstatt der Variablen x setzen, unter a 
eine reelle positive Constante verstanden , einen neuen Parameter a ein, und erhalten sofort: 

A= f V-f^«'^* adx. 



Es ist aber auch : 



C30 



A= r e-V-"' da; 



sohin erhält man durch MuUiplication dieser beiden Integrale : 



00 cp 



f erV-"' da f «->*'«* adx = A' , 

. ■ • 



I • 
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und durch Vereinigung der Differentialfunctionen unter ein Doppelintegral: 



Eine Integration , und zwar die naeh a , lässt sieh hier unmittelbar vollführen , denn es ist : 
sohio, mit Rücksicht auf den obenangeführten Werth von/i, zwischen den Granzen und oo: 



f' ^-,.a»(t+*«) ^^^ ^ — ^ ^ 



und es ist nur noch übrig dieses Resultat mit dx zu multipliziren und abermals zwischen den Granzen 
und 00 zu integriren , um zu erhalten : 



00 



oder , wenn wir : 



jt _ JL /* ^ _^ _ ^* _ ^*V^— i 



h = rc09O . Ar = r *f n o , A* + &' = r* 



setzen : 



X 



A*= -—- \cos o — V — 1 $in ol 

.4 = i y ^ [cm v, 9 — V—« «»»* V, 9] • 

Substituirt man nun auch in das mit A bezeichnete Integral (226) anstatt /x seinen imaginären 
Werth (227) und verwandelt die hervorgehende imaginäre Exponentielle in das ihr entsprechende trigono- 
metrische Binom , so wird man die Gleichung (228) in zwei zerfallen können , indem ihre reellen Be- 
standtheile für sich, und die imaginSren abermals für sich eine Gleichung bilden; man erhält nämlich : 



(«28) 



00 



J e""*** co$kx*dx = y, W - cos % ©, 



(«29) 



00 



J e-^' ainkx*dx = '/, \/^ «in '/, ©. 

o V ' 



(S3(M 



Setzt man in diesen beiden Formeln erst Äe=0, dann aber A=:0, so erhält man die Werthe 
?on folgenden drei bestimmten Integralen . deren erstes das L a p 1 a c e*sehe Integral (226) ist : 

13 
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(«31) f e-'^' dx = y. y/^ 

C» 00 

(«8») J CO» kx* dx =f 9in kx* dx = '/, y ^ . 

o 

Iq all den vier zuletzt gewonnenen Formeln kann man , nnbeschadet ihrer Richtigkeit , anstatt 
der Granzen und cx) auch — oo und substituiren. Hievon überzeugt man sich, indem man — x anstatt 
der Variablen x einfuhrt. Addirt man nun die so gewonnenen neuen vier Gleiohnngen beziehungsweise 
zu den vier anderen aus denen sie hervorgegangen sind, so erhält man: 



(<33) 



(834) 



oo 

/ c"'^*' C08 Arx* dx = \/ — cos \\ 9 , 

-or ^ ' 

CO 

/ i»"*^' sin kx^ dx = \/ — sin */, P, 



oc 



(«35) f e-"-' dx = \f\ , 

- OC ▼ ' * 



<T. 00 



(236) / CO« kx"^ dx = J sin kx* dx = \/ "~ • 

-00 -00 ' ^'^ 

Um die Anwendung der Krön ersehen Methode auch noch in einem anderen Beispiele 
darzuthuen, wählen wir das, seines häufigen Vorkommens wiegen ebenfalls sehr wichtige bestimmte 

Integral : 

00 

/sin X . ^ 
dx = B. 


s 
» 

Sein numerischer Wertii B ist ofi*enbar eine reine endliohe Zahl. Um einen conslanten Parameter ein- 
zufahren, setzen wir hx anstatt x und gewinnen, wenn A>0 ist: 

00 

/sin hx . « 
dx = B. 



Nun aber multipliziren wir mit : 



/ 



<r ** dh -= - 
k 
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and eriialten nach Vereinigung unter ein doppeltes Integralzeiclien : 

Eine Integration nacli h lässt sicli unmittelbar vollführen, denn man hat: 

00 

siehe die analogen Gleichungen auf Seite 86. Nun multiplizirt man noch mit — und integrirt aber- 

X 

mals zwischen den Gränzen und 00 , um zu erhalten : 

00 



B r dx _ X 

k ~y *• + «:• ~ 2** 



• + 



somit : 

00 



B = /'f!^dx = ^. («38) 

J X 2 



HiermussA positiv sein , denn , wie leicht eintauschen, verwandelt sich für negative h der Werth des 
Integrales in — —. Die Grosse B als Function von h betrachtet, steht also hier als isolirtes Beispiel 
emer unstetigen Function , welche die Eigenschaft hat , für alle Werthe der Variablen A von — 00 bis 0, 
den Werth — — zu besitzen , und beim Übergehen des h zu positiven Werthen plötzlich zu + — über- 
zuspringen. 

Kehren wir jetzt zum Laplace'schen Integrale (235) zurfick, von welchem wir, zur Umfor- 
mung eines DüTerentialquotienten mit allgemeiner Ordnungszahl , Gebrauch machen wollten , und setzen : 

A=l, x=a» + 6, 
so wird: 

•fOO 



f e^'.«-.«6« rf, = e" ^ 



b u* 

Hieraus erhält man , wenn man femer : a* = -^ , 6* = —r- setzt 

2 26, 



(••• = y ^J e ' dz. («3») 



Den durch diese Eormel gegebenen Werth fuhren wir nunmehr in die Gleichung (221) ein, und erhalten 
alahaM: 

13» 
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-00 



das allgemeine Integral der Gleichung (214), wird daher jetzt so aussehen: 






+ ooV^ fl» 

(840) y 



-oo^/ri ^ " * -^ -00 



Eben so erhalten wir das allgemeine Integral der Gleichung (218), indem wir zuforderst einen 
particulären Werth aufschreiben in Form eines A^^ Differentialquotienten : 



(«41) 



. = cL^[/M)-%, 



fr. 
welchen wir dann mittelst der Fourier'schen Formel in ein bestimmtes Integral umgestalten. Wir 
bekommen mittelst derselben : 

+00 +0O X« 






-00 -00 



diess in die Gleichung (241) gesetzt gibt: 



- i/7°(« ^'-- ^r '-^'"^ '"-•^^^^'"* - ^' 



-oo ~oo 



Hier lässt sich eine Integration nach X bewerkstelligen , und man bekömmt namentlich : 

/ e '^' dX = yJTb.jte ' , 

^.oo 

somit : 

-oo ' 

wornach der aligemeine , mit zwei Constanten versehene Werth von y so aussieht: 



(«43) 






-00 * 
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Sowohl diese Formel, als auch die (219) enthalt als Bestandtheil ein bestimmtes Integral, bei 
dem die uDter dem Integralzeichen befindliche Function innerhalb der Grenzen durch Unendlich durch- 
geht ; solche Formeln sind nun mindestens nicht bequem und werden daher gerne vermieden ; auf dem 
Felde jedoch, welches wir hier betreten haben, wurde man sich übereilen, wenn man dieselben unbedingt 
verwerfen wärde , da es nicht schwer ist , eine Verwandlung zu bewerkstelligen in eine andere dem 
rwahnten Übelstande nicht unterliegende Form, womit sieh dann gelegentlich noch andere Vortheile 
erbinden lassen, die wir an diesem Orte nicht ins Detail verfolgen wollen. Es soll daher hier nur 
benhin der Weg angedeutet werden, den man bei ähnlichen Integralen zu gehen hat, und namentlich 
ollen wir zuforderst das in der Formel (219) enthaltene Integral der Differentialgleichung (218) unter 
er bestehenden Beziehungsgleichung (217) betrachten. Da in Folge der letztem: 

it, so geht die (218), nachdem man den eben ermittelten Werth für a^ eingeführt hat, über in: 



dx 



'^-*'*2 + 2f(-|f + *.x) = o. 



(«44) 



d dieser entspricht wenigstens Ein tadelloses particuläres Integral : 

y == C,e*' , 

ie man sich auch durch unmittelbare Substitution leicht fiberzeugen kann ; anstatt des zweiten particulä- 
^^n Integrales jedoch, welches in der Formel (219) enthalten ist, und die so eben erwähnte Unzukömm- 
i£«hkeit darbietet, können wir uns, von der, in 8. 5 des ersten Abschnittes allgemein auseinanderge- 

ttzten Methode Gebrauch machend, ein anderes verschaffen. Ist nämlich allgemein die Gleichung zu in- 
'en: 



» y ^ dy ^ 



^md hat man ein particuläres Integral : 

y = yi» 

gefunden, so substituire man: 

y = ytj%dx, 

Dod die vorgelegte Gleichung geht nach gehöriger Redvetion fiber in : 



— = ^ — X^ dx 

« yt 



and daraus durch Integration : 



•. 1 
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log 'r = — log y\— f X, dx. 



anter k eiae willkürliche Constante verstanden. — In der Gleichung (244) ist nun : 



und soioit : 



y, = e"' , JC. = — 6,x, 



* & 6. ^ 2 * 






f %äx = kf e '*»'' • rfx+C,, 



also: 



(«45) y = y.y* %dx = C. «*• + C^e^'fe *^ "^ rfa?. 

eine FormeU in welcher C, anstatt k geschrieben ist, und die an die Stelle der (219) gesetzt werden 

■ • 

kann. Allein dasselbe auf diesem Wege erhaltene allgemeine Integral hätten wir auch aus der For- 
mel (219) unmittelbar ableiten können, ohne von der Methode der willkürlichen Constanten Gebrauch zu 
machen. In der That, setzen wir ebendaselbst: 

/+CDO II* / b.\ j 



-QO 



*o — *iW' 



und lassen beide Theile dieser Gleichung diejenige Reihe von Rechnungsoperationen erfahren , die durch 
die Formel: 

d 



"■-'•<,. 



angedeutet ist , so erhalten wir : 






-CDO 



Diese Differentialgleichung besitzt den int^rirenden Factor 






und gibt mit demselben mnlüplizirt und integrirt : 
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— b,£€ *' = \l2b,x e^''^ f e * *« di? + C, 
hieraus: 

diessist aber ein Ausdruck, der mit dem obigen (245) genau einerlei Form hat; der mit £ bezeichnete parti- 
culäre Werth (246) hat daher die Eigenschaft, trotz seiner scheinbaren Unbrauchbarkeit, mit Hilfe einer pas- 
sendeü Transformation sogar das allgemeine Integral der Differentialgleichung (244) zu liefern, so dass also 
hier aus einem einzigen gehörig umgestalteten particulären Werthe, deren zwei hervorgehen, und es ist 
nicht schwer Beispiele aufzufinden , in denen auf ähnliche Weise eine Zerspaltung von Einem particulären 
Werthe, in deren drei, vier u. s. w. Statt findet, und offenbar verdanken wir diesen glücklichen Um- 
stand der bekannten Vieldeutigkeit solcher bestimmter Integrale, bei denen die Function innerhalb der 
Integrationsgrenzen durch Unendlich durchgeht; hiedurch stellt sich aber dasjenige, was auf einem andern 
Felde als Übelstand zu betrachten wäre, bei der Integration der Differentialgleichungen als Vortheil heraus. 
Wichtig, wegen der Klarheit, die sie über den Gegenstand verbreitet, ist an diesem Orte auch die 
Bemerkung, dass die Unbrauchbarkeit des particulären Integrales, wenn es, als in Form eines be- 
stimmten Integrales vorbanden vorausgesetzt wird, wesentlich daher rfihre, weil eben dieses in Frage 
stehende particuläre Integral eine andere Form besitzt, nämlich die (248) — ein Umstand, den wir 
im folgenden Abschnitte, der die Formenlehre enthält, ohne vorhergegangene Integration unmittel- 
bar aus der Differentialgleichung herauszulesen lernen werden. Wir bemerken nämlich in dieser von 
dem ersten auf den zweiten Coefficienten ein Steigen um die Einheit in der Ordnungszahl nach x, was 
auf eine , in Einem der particulären Integrale vorhandene Exponentielle wie e^* einen unmittelbaren 
Schluss gestattet. — Auf ähnliche Weise können wir auch den ersten Bestandtheil des Werthes von y 
in der Formel (243) behandeln ; wir setzen nämlich : 



-CO 



ib,-b,vy^'' 



ond bringen dann an beide Theile dieser Gleichong diejenige Reilie von Recbnungsoperationen an , welche 
durch die Formel: 



('. - '. £) 



angedeutet ist, und erhalten so:. 



(^6. - 6. £) S=f e "" ^ "'^ du = \/2bJ^e* ^ "'^ 

-00 

. Das Integral dieser completcn Differentialgleichung von linearer Form und mit constanten Coef- 
SdenteD besteht wie bekannt aus zwei Theilen; dem, eine gewisse Anzahl willkürlicher Constanten 



(249) 
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enthaltenden Integrale der reduzirten Gleichung , nnd einem singulären Werthe , der keine Constante in 
sich schliesst, auch den Znsatz einer solchen nicht vertragt, und die Eigenschaft hat, der completen 
Gleichung Genfige zu leisten. Wir linden diesen letzteren mittelst der F o u r i e raschen Formel , nlieii 
welcher : 



+ 00 1" 



»a(x-X)^/=l 



_ rr^ ff e^^^*^^ 



1) 



ii+t> 






dadX 



ein solcher Werth ist, wie man sich durch wirkliches Differenziren und Bilden des im ersten Theile der 
Gleichung (249) enthaltenen Ausdruckes: 

d - *^* 



('•-'•sj «• 



alsogleich überzeugen kann. Der erstere aber erscheint in Form eines Productes aus einer ExpooeBtielle : 






in eine ganze Function von or, in der die Constanten der Integration enthalten sind, welche man offen- 
bar nicht so wir4 zu wählen haben , dass £ dem oben bezeichneten bestimmten Integrale gleich wird , denn 
dieses ist vieldeutig , sondern so , dass der Differentialgleichung Genfige geleistet wird. 

Übrigens hätten wir, zur Integration der (249), der Fourier'schen Formel gar nicht 

bedurft; denn es ist offenbar: 

fr. 



der integrirende Factor derselben, und ihr erster Theil verwandelt sich durch Multiplication mit 
demselben, in den vollständigen (^-f l)^*^ Differentialquotienten des Productes aus diesem in £, also: 



(-M 



.4+1 



\e * F 



h\ 



fri2r* tfroX 



= c'*' \pihji e ' 



sodann durch Multiplication mit dx'^''^^ (J[+l)(paliges Integriren und Auflösung der Gleichung nach £ : 



»: hs 



Z 






A+» fr,x« tfr,ar 



dx 



i+i 



-!x 



+ e'^' (Co + C,;)c + ...+ C^x^) 



Co, Ci, ... C^ sind Constanten, die man, wie schon gesagt, so. zu bestimmen hat, dass £ der 
Differentialgleichung Genfige leistet 

Und so wären wir denn in allen Fällen zu den allgemeinen , mit der gehörigen Anzahl von 
Constanlen versehenen Integralen der Gleichungen gelangt, die im zweiten Paragraphe der Betrachtung 
unterworfen wurden. Wir können also allgemein annehmen, dass eine jede Differentialgleichung von be- 
liebig hoher Ordnung und mit Coefficienten , die nach der unabhängigen Variablen vom ersten Grade sind. 
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durch unsere Methode vollständig integrirt werden könne, und dass diejenigen partieulären Integrale, aus 
welchen sich das allgemeine zusammensetzt, in drei verschiedenen Formen erscheinen, nämlich: in 
der eines bestimmten Integrales , ferner in der eines Üifferentialquotienten mit allgemeiner Ordnungszahl , 
und endlich als Product aus einer Exponentiellc in eine endliche oder unendliche, nach absteigenden 
Potenzen der Variablen geordnete Reihe. — Wir wollen nunmehr die Wirksamkeit dieser Methode auch bei 
Gleichungen mit anders gestalteten CoefTicienten erproben. 

$. 5. 

Integration der DiiTereDtialjzJeichDDgen der zweiten Ordnung von der Form: 

a:* + iA, + B, x^x^^ + {A, + fio^~ + C^xn y = 0., (,50) 

fuf beliebige Werthe des Exponenten m. 

Die in den vorhergehenden Paragraphen auseinandergesetzte Integrationsmethode lässt sich nicht 
nur anwenden bei solchen Differentialgleichungen, deren CoefBcienten ganze Functionen der ersten Ordnung 
der unabhängigen Veränderlichen sind, sondern auch bei mehreren anderen, die sich durch passende 
Substitution auf die Form solcher Gleichungen zurückbringen lassen. Eine solche ist aber die Differen- 
tialgleichung (250), was auch immer die in ihr enthaltenen Coefflcienten und der Exponent m filr Werthe 
haben mögen ; nur werden , um dieselbe in eine solche mit linearen Coefflcienten zu verwandeln , zwei 
aufeinanderfolgende Substitutionen nothwendig sein ; wir setzen nämlich : 

somit: 

dy _dy dt _ dy 
dx dt dx dt 

^ = ^ m'x-- ^+_m (m-1) x- \ 
biedurch geht die (250) aber in : 



mW ^ + [(m (m- 1) + t»*^.) t + m B,t*] ^ + [^. + B,t + C./'] y = ü: 



(«5«) 



hier setzen wir ferner: 



somit : 



_ /* 



ut ai 

d*y y d^z . u^, dz , ,, ^ -i^ . 

^ = /* — +2.Ä(*-' - + &(*- 1)/*-«: 

14 
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diess in die Gleichung (252) snbstitnirt , gibt : 

m'f-^+t— [2km* + m («•— 1) + mA^ + mBj] ■+■ 
dt dt 

+ « [ft (ft— 1) m« + * (m (m— 1) + m^.) + ^, + (m*B. + B.) < + C./»] = 0; 

endlich wählen wir den bisher unbestimmt gelassenen Exponenten k so, dass: 

k(k—i)m* + k{m(m — i) + »i.4.) + ^, = 

wird ; hierdurch wird eine weitere Division durch t möglich und wir erhalten folgende Differentialglei- 
chung mit linearen CoeiTicienten : 

(»54) mU -5 V~ [2&m« + m (m — + w^, + m»,/] + « (mftfl. +110 + ^,0 = 0, 

dl di 

Hiermit wäre die Gleichung (250), vermittelst zweier auf einander folgender Substitutionen, 
auf die Form der (33) des zweiten Paragraphes gebracht worden, und kann somit genau auf dieselbe 
Weise integrirt werden wie jene. Auch kann bemerkt werden , dass man , wegen des doppelten Werthes 
den k annimmt, welcher eine beliebige der zwei Wurzeln der Gleichung des zweiten Grades: 

(255) m'*« + mk (A. — i) + A^ = 

ist, oft nur ein Integral der Differentialgleichung mit einer einzigen Constante benothigt, in welchem k 
vorkommen muss, und welches, wenn man demselben alle beide aus der Gleichung (255) hervorgehende 
Werthe der Reihe nach beilegt, zwei von einander verschiedene particuläre Integrale liefert, die zusam- 
mengesetzt das allgemeine Integral bilden. 

Es sei uns gestattet, um die ausnehmende Wirksamkeit der vorgetragenen Methode in gewis- 
sen speciellen Fällen in ein helleres Lieht zu stellen, als Beispiel diejenige Differentialgleichung der Be- 
trachtung zu unterwerfen, die unter dem Namen der Riccat loschen seit Langem bekannt geworden ist, 
und an der mehrere Mathematiker ihre Kräfte versucht haben : 

(«36) ^-h a*x^y = 0. 

dx* 

Man fand, dass diese Gleichung in besonderen Fällen in endlicher Form integrirbar sei, und 
namentlich, so oft der Exponent n folgende Form besitzt: 

(«57) « = - 27^ 

unter r eine beliebige ganze und positive Zahl verstanden , und das zwar mittelst r auf einander folgender 
Transformationen, die nicht unbedeutende Rechnnngsentwicklungen erheischen. Auch entwickelte man 
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(«61) B. — C, = 

erfällen müssen, die dritte ß, aber willkürlich bleibt. 

Um hieraus das Integral der Riccatrschen Gleichung abzuleiten, ist nur nothig anstatt t 
seinen Werth in Function von x, d. h. x ' einzufuhren. Thun wir diess , und setzen zugleich den 
positiven Werth von : 



fuhren femer , u in bu verwandelnd , eine neue Variable ein , um geschmeidigere Formeln zu erhalten, 
so bekommen wir als Resultat: 

1 yi-f» n-f-« w+t /»"f"00 »4-» ,^, 

(»63) y=f{{-u^) '«+*rß,«m6iia:"^+ß,co«6tix"Mdti+fi,y (m'+1) •«+* e*«* ' du. 



-1 1 



(tt*— 1) •""♦-* e*«^' rfii + C, y («•— 1) •'>+*e^*««' 



Die erste dieser beiden Gleichungen drückt das Integrale aus von : 
die zweite von folgender andern Gleichung : 

Von den beiden Zeichen 7 ist das obere oder untere zu wählen, letzteres aber nur dann, 

wenn der Werth von x so beschaffen ist, dass x ' negativ wird. Ferner wird vorausgesetzt, dass 

n 

der Bruch positiv ist , das somit n entweder zwischen die Grenzen und oo, oder zwischen — 2 

n + 2 ^ 

und — 00 iallt. Wäre im Gegentheile n zwischen und — 2 enthalten, somit dieser eben erwähnte Bruch 

negativ, dann treten die im vierten Paragraphe entwickelten Formeln, und namentlich die (181) in 

ii+i n 

Anwendung, in der wir nur xxnx^ und a in zu verwandeln haben, um zu erhalten : 

^ n+2 



c» 



«+t n 



y = c, ^^*'f c"*^* (« * — A) '1»'+'^ X •'"+'> dX + 



Wir sagten, dass, nach dem, was schon von älteren Analysten gefanden wurde, Riccatrs 
Uleichung integrirt werden könne in endlicher Form , so oft n eine Zahl ist von folgender Form : 
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n = ' — , 

2r±i 

anter r eine ganze positive Zahl verstanden. Diess bestätigt auch unsere Analysis, denn es wird für 
solche Wertbe von n der Bruch : 

n 



n + 2 



= =F 2r, 



gleich einer ganzen und geraden Zahl; wir wissen aber, dass in diesem Falle an die Stelle der (265) 
dne andere Form trete , die keine bestimmten Integrale , sondern vielmehr zwei mit willkürlichen Constan- 
ten multiplizirte Producte enthält aus Exponentiellen in ganze Functionen von x , und ^ie man aus den 

a -^^ 

Formeln (i65) und (171) §• 4 ableitet, — durch zif r ersetzend und zugleich x ia x * verwandelnd, 

die jedoch auch in der Formel (265) enthalten sind, und aus ihr abgeleitet werden können durch Ent- 

^ II \teii *» + > 

Wicklung der I -j Potenz des Binomes (a? • — X) mittelst der Binomialformel , und 

Berechnung der sodann zum Vorschein kommenden bestimmten Integrale. — Man sieht also, dass die 
Riccati*sche Gleichung am aller bequemsten auf dem von uns eingeschlagenen Wege integrirt werden 
könne. 

Es lassen sich nicht bloss Gleichungen des zweiten Grades von der Form der (250), sondern 
auch viele andere höheren Ordnungen angeborige, von ähnlichem Baue, auf dieselbe Weise mittelst der zwei 
früher gebrauchten Substitutionen, einzeln oder zusammengenommen angewendet, behandeln; z. B. 
folgende Gleichung der dritten Ordnung: 



ax • ax 



(«66) 



die , wenn man x"* =: < setzt , unmittelbar übergebt in folgende einfachere mit der anabhängigen Verän- 
derlichen t, wenn man genau so verfährt wie bei der ähnlich gebauten Gleichung (250) : 

d'V tPV r ■ n 

*"*'* d^ + "•''' rfT [^ ^"*- + ^. + Ä.O + 
+ mt ^ [im - 1) (ff. - 2) + (m- 1) ^. + ^. + ((«_ i) ß, + fi,) t + C. T] + (867) 

+ y \A,-\- BJ + C,V + D^t*] = 0. 
und sich in eine nach unserer Methode integrirbare verwandelt, wenn : 

(m— 1) (m — 2) + (m— 1) A^ + ^. = 0. («68) 

und 

^, = fi. = 



110 n. Abschnitt. 

wird, welche aber auch noch mittelst der zweitea Substitution: 

y = t^% 

behandelt werden kann , wodurch sich die drei Bedingungsgleichungen auf zwei zurückziehen. 
Um hier wieder ein einfaches Beispiel anzuführen , wählen wir die Gleichung : 

(«») rf:^±«*^'y = ^' 

die in der (266) als spedeller Fall enthalten ist, und aus ihr hervorgeht, wenn man : 

ii, = B. = -4. = B, = e. = -4, = B. = C. = 0. 

D. = ± «•, m = 2, 

setzt, somit durch die SubstitokittD: 

vevwandelt wird in : 
(,70) 8'^+*2^±«''y = 0; 

und um die Integration dieser letzteren handelt es sich jetzt. Nun haben wir aber hier : 



(«71) 



U^ = i2u\ U, = 8tt' ± a\ f^ du =^ log (8u' ± «•), 



und zur Bestimmung der Integrationsgränzen die Gleichung : 



(»») 



^"' V/tt» +~ «• = 0. 



Die Wurzeln dieser letzteren können bezeichnet werden mit : 

n» ^t» ^.» + oo; 
die drei ersten davon deuten die Wurzeln der Gleichung : 

"" 8 

an , bei der vierten ist das obere oder untere Zeichen zu wählen , je nachdem / positiv oder negativ ist. 
Es kann daher das allgemeine Integral der Gleichung (27^0) auf folgende Weise geschrieben werden : 
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c"' du /• c"' du 



(«73) 






\[u'±\<f ' Y^K-ii«' 



Die Constanten C, , C, , C, , C4 , hangen durch die Bedingnngsgleichung : 

C. + C, + C3 + C, = 0, (274) 

oder durch folgende andere : 

C, + C, + C^^'C, = -7^ (275) 

V ±« 

zusammen; ersteres. wenn der zweite Theil der Gleichung (269) wirltlich Null ist, letzteres, wenn der- 
selbe von Null verschieden und gleich einer Constante 6 wird. Der erste Theil des viertheiligen Werthes 
von j( , d. h. das Integral : 



sj'^'^y 



bietet mitunter die Unbequemlklikeit dar, aus zwei Theilen, einem reeUen und einem imaginfiren zu beste- 
hen ; dieser auszuweichen wird es gestattet sein , demselben , wo diess nothwendig ist , eines der folgen- 
den zwei anderen Integrale zu substituiren : 

-pOO +00 

e"'dM r e^^ dti 



r e"' du r 



nnd die Constanten jetzt so zu wählen, dass C^ willkürlich, und: 

C, + C. + C, = 

wird. Endlich wird man noch x* anstatt / setzen , und so aus (273) das Integral der Gleichung (269) er- 
halten ; und so hätten wir denn wieder mit äusserst geringem Reehenaufwande eine Differentialgleichung 
der dritten Ordnung allgemein integrirt 

Liouvillehat im Jcmriia/ de tecole polytechniqne eiuG AhhMAlnug veröffentlicht über die 
Integration der Gleichung: 

d*y dy 
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durch Differentiale mit allgemeiner Ordnongszahl ; er fängt damit an , diese mittelst der Subetitntion : 

(277) y ^ ^.yia^)d» 
umzuformen in: 

' S + [Ci'ß + V) 3P + 2«« + »•] -^ + 

(278) /^ '^ 

+ [ar' ($ß' + ßq + tn) + X (2aßs + aq + ßr + n) + ta* + »ß + ra + p\ a = 0, 
und wählt sodann a und ß dergestalt , dass : 

sß* + ßq + m = 0^ 2aß9 + ag -^ ßr + n = 0, 
wird , und so die obige Gleichung in die einfachere : 

(879) * rf^ + t^^*^ + y) ar + 2a« + r] — + [«a* + «y8 + ra + p] « = 

übergeht, die er dann durch Differentiale mit allgemeiner Ordnungszahl integrirt. Es ist aber klar, dass 
die letzte Gleichung (279) ganz in den Bereich der durch unsere Methode integrirbaren Formen falle« und 
so lassen sich denn Differentialgleichungen in grosser Anzahl anfuhren, die sämmtlich durch die in diesem 
Abschnitte auseinandergesetzten Methoden integrirt werden können. Wir haben nicht im Sinne, alle diese 
Formen complet aufzuzählen , begnfigen uns daher zum Schlüsse dieses Paragraphes noch auf eine allge- 
mein integrirbare Differentialgleichung von beliebig hoher Ordnung , und mit ganz willkürlichen , darin 
enthaltenen constanten Coefficienten auAnerksam zu machen , nämlich : 

^'^^^n + bn log X) + xT-' ^^ (a^, + b^, log (c) + 

(teo) 

dy 
+ x-^i^a, + b.logx) + y (a« + 6* % ar) = 0, 

die durch die Substitution : 

l z=: log x^ X = e^ 

unmittelbar .in eine bekannte Form wie : 

(«81) -^ (^n + »« + -^ (A^^ + Ä^. + + y (^0 + ßoO = 

verwandelt wird. 
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S. 6. 

iDt^ation der DUTerenzeBglelehiiiigen vod der Form: 

^"y(o« + *«ap) + J*-y (a^, + b^,x) + ... + Jy(a, + 6.«) + y(o. + 6,a?) = 0. («8«) 

Dieselbe Integrationsmethode, die 'wir liei Differentialgleichungen, deren Coefficienten die 
unabhängige Variable nur in der ersten Potenz enthalten, angewendet haben, lässt sieh auch beinahe unver- 
ändert zur Integration von ähnlieh gestalteten Diflferenzengleichungen benfitzen. Man setzt nämlich ein 
particuläres Integral unter der Form : 

vT 

y=f eTVdu 
tt 

voraus, und bekömmt , so J x=^h gesetzt wird: 

J e"* = e"^*^^^ — ««* = ^ (e«* — 1), 
j.^ == e^ (e«* _ 1)», 



jn^ = e*^ (e^ — l)"*. 



somit allgemein : 



IT 

J« y =f ^ (fMh — i)« Vau. 



Setzt man also : 



U, = fl„ (e«^ - 0» + ««-i (^ - O**-' + + «i iff"^- + «0. («84) 

V, = 6n (e^ - 0" + Vi («^ - i)"-* + + ft. (^"* - + K^ («85) 

und denkt sich den obigen Werth von y in die vorliegende Differenzengleichung substituirt, so erhält 
man als Resultat offenbar: 



r 

eine Gleichung, die sich auch so schreiben lässt: 

II* I« 



/ (ü. -^-U^x) tr Vdu = 0, (286) 



f U,<^ V du + X f U, e"' Vdtt = 0. ftg?) 



Nun gibt das Verfohren der theiiweisen Integration : 

15 



114 n. Abschoitt 

wodurch anstatt der Gleichang (287) folgende andere auftritt : 
(888) {e?^ U,V\ + fe^ \U, V du - d{ü, F)] = 0, 

der nun Genüge geleistet werden wird « wenn man erstens für V eine solche Function der Veränderlichea 
u setzt, dass identisch für jedes ti: 

(«89) ü^ V du — d (U, V) = 

wirdt und zweitens die Integrationsgrenzen vi und li" so wählt, dass auch: 

(«») \e^ u, vf=o 

ausfallt. Die Gleichung (289) , oder was dasselbe ist , die folgende : 

U, , dV du, 
(t9l) ^äu---^ = 



liefert integrirt : 



= ^ /«^ 



(«J») V ^ 

und es kann das im Exponenten der hier vorkommenden Exponentielle vorhandene Integral ohne sonder- 
liche Mühe und andere Schwierigkeiten als diejenigen , denen das Zerlegen gebrochener Functionen in 
Partialbruche unterliegt, jederzeit ermittelt werden, wiewohl der Bruch -=p eine Function dertranscen- 
denten Grösse : {e^ — 1) ist. Man setzt nämlich: 

e"* = 1 + r, 

uh = log (1 + v)n 
dv 



du = 



A + v)' 



und wird offeni)ar durch Einführung dieser Werthe ein jedes Integral einer transcendenten Function wie: 

f fif^ — rfw 



zurückfuhren auf ein algebraisches, nämlich: 



/n.) "" 



h (1 +r)' 
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hat man letzteres berechnet « nnd in die Gleichung (290) . die anch so geschrieben werden kann : 






C e 



*n 



= 0, («»3) 



substituirt, also r anstatt (e*^— 1), somit — log (i+t?) anstatt u gesetzt, nnd dasjenige, was ans U^ 

h 

und ü^ durch diese Substitutionen hervorgeht, mit U« und U^ bezeichnet, so erhält man anstatt der (293) : 

«I /4 1 . • /* iu<*» y* 



C e* V *«! (l+r) 



= 0, (894) 



oder: 



X r u»ap »• 
e (1 + r)* e^ *»i<i+«^) j = 0. («Ö5) 

V 

Diess ist die zur Bestimmung der Grenzen dienende Gleichung ; ihre Wurzeln seien : r^ , 9, , r, . . . rn+i , 
falls deren wirklieh (n + 1) an der Zahl aufgefunden werden können , so sind die der Gleichung (293) : 

„ _%0+£j „ _ log (1 + r J %'(l+pj „ _ML+M 

und es werden folgende partfculare Integrale anstatt y gesetzt , der Differenzengleichung (282) Genäge 
leisten : 

y = ^n ix)f e^ V du. 

"* («96) 



y-=i/>n {x)f e- V du. 



Unter t/^, t^,, i/^, ... t/^n sind solche Functionen von x zu verstehen, die sich nicht andern, wenn man 
o? in x + A verwandelt, also periodische, wie z. B. «in —r— . 

Es können nun einige der Werthe von y unbrauchbar werden , wenigstens in der Form , in 
weicher sie in den Gleichungen (296) erscheinen, weil die Function unter dem Integralzeichen zwischen den 
betreffenden Grenzen ein oder mehrmal durch Unendlich geht. Diess wird entweder durch eine andere 
Combination der Grenzen , oder , wenn eine solche nicht möglich wäre , durch eine solche Umformung des 
bestimmten Integrales vermieden , die wir im Vorhergehenden vorgeschlagen haben. Weil endlich die 
vorgelegte Differenzengleichung linear ist , so wird auch die Summe der ermittelten particulären Werthe 

15 • 
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derselben Genüge leisten « nnd wir gelangen sohin zu folgendem, n willkürliche periodische FanetioneD 
der unabhängigen Veränderlichen in sich enthaltenden allgemeinen Integrale : 

tl« V, ««+1 

(«97) y = V'i («)/ ^ vdu + ti\ {x)f e^ Vdu^- +!/»„ (x)/ e^ Vau. 

Ut Ut II, 

wobei: 

ist« diess jedoch unter der früher schon erwähnten Voraussetzung, dass man wirklich (n+ Wurzeln 
der Gleichung (295) aufgefunden habe. 

Es ist hieraus ersichtlich, dass die Integration der Differenzengleichungen nicht grossem 
Schwierigkeifen unterliege, als die der Differentialgleichungen von ähnlichem Baue, und es wird das hiezu 
dienende Verfahren folgendes sein : Man bilde zuforderst die mit U^ und U^ bezeichneten Polynome , 
indem man in der zur Integration vorgelegten Differenzengleichung die Grossen : 

J^y, J^-'y. J'^'y y 

beziehungsweise in die Potenzen : 

(e«'* _ 1)« , (e"* — 1)«-« , (e"* — l)»^* (e"* — !)• 

verwandelt, und die Summe aller deijenigen Glieder die kein x enthalten für C/«, die Summe der übrigen, 
mit dem Factor x verknüpften aber ffir U^ x nimmt ; dann suche man : 



J u. 



du 



und bilde aus dem gefundenen Werthe dieses Integrales den, durch die Gleichung (292) gegebenen Werth 
von F, ingleichen den ersten Theil der Gleichung (293), von der man sich (n+0 Wurzeln zu ver- 
schaffen sucht, wenn sie deren so viele zulässt; substituire die gefundenen Werthe in die Gleichung 
(297), so hat man das allgemeine Integral. Wären aber von den erwähnten (n+0 Wurzeln, die der 
(293) ihrer Natur nach zukommen können, einige weggefallen, oder die ihnen entsprechenden partieolären 
Werthe, aus einer der früher zur Sprache gebrachten Ursachen, unbrauchbar geworden, so hat man 
kein allgemeines , sondern nur ein particuläres, mit der genfigenden Anzahl willkfirlicher periodischer 
Functionen nicht versehenes Integral gefunden , welches durch den Zusatz Eines oder einiger neuer parti- 
culärer Werthe vervollständigt werden muss, welche letzteren in Form von Exponentiellen oder Differen- 
tialquotienten mit allgemeiner Ordnungszahl zunächst erscheinen werden, und zwar: Wenn U, und lt. 
Einen gemeinschaftlichen Factor besitzen, von der Form v — r^, durch welchen der Bruch rp abgekürzt 
werden kann , so geht Eine Wurzel v^ der Gleichung (295) verloren , und es entspricht derselben ein 
particuläres Integral: 
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X 

^t (ar) (1 + vy , (899) 

anter i^^ eine periodische , sonst aber ganz willkürliche Function von x verstanden. Kommt der Factor 
(r — vj in U, und U^ «-mal vor, so bekonunt man eben so um s Wurzeln der Gleichung (295) weniger, 
und, denselben entsprechend, ein particuläres Integral mit s willkürlichen Functionen: 

wo abermals unter ^|)^ (x) , i^, (x) , i^, (x) . . . \j), (x) , willkürliche Functionen verstanden werden , die 
nur die Eigenschaft besitzen müssen, ihren Werth nicht zu ändern, wenn x in x+h verwandelt wird. 
Endlich werden auch diejenigen Werthe von Ut , die dem Ausdruck : 

Ce ^ ""^ 

einen unendlichen Werth ertheilen, wenn solche vorhanden sind , gerade wie bei den Differentialglei- 
chungen, eine Reihe particulärer Werthe liefern , welche in Form von Differentialquorienten mit allge- 
meiner Ordnungszahl erscheinen, und gelegentlich, wo diess erspriesslich ist, verwandelt werden können 
entweder in bestimmte Integrale oderProducte ausExponentialgrossen in endliche oder unendliche Polynome, 
geordnet nach absteigenden Potenzen von x. Es lässt sich in der That , genau auf dieselbe Weise wie bei 
den Differentialgleichungen im ähnlichen Falle, nachweisen, dass, wenn Feinen Factor (r — vj im Nenner 
(m+O mal enthält, von welchem im Exponenten der in F enthaltenen Exponentielle keine Spur vor- 
handen ist, ein particuläres Integral vorhanden sei in Form eines m^«" Differentialquotienten, nämlich: 



im 



X 

[(i +r)* (r - t?,r+* F]j (801) 



V 



Dass aber der Ausdruck (300), unter der oben angedeuteten Bedingung , dass nämlich die Po- 
lynome Uo und U^ den gemeinschaftlichen Factor (v — r J' haben, der Differenzengleichung Genüge leiste, 
tässt sieh auch durch unmittelbare Substitution, mit Hilfe der folgenden allgemeinen Formel darthun: 

(302) 

+ (0 ^* P [^''"* Q + s^""' Q + 3 J^-* Q + ^"^ Q] + 

Diese Formel ist nicht bloss ffir positive Werthe der Zahl r, sondern auch für negative , ganze 
und gebrochene, und allgemein für beliebige r brauchbar, wenn man nur fibereinkömmt die Gleichung: 

■ 

die sich für ganze und positive Werthe von r durch die directe Operation des Differenzennehmens ableiten 
lässt , ffir jedes r allgemein gütig vorauszusetzen , und 3omit als Definition der Differenzen mit allge- 
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meiner Ordnungszahl zu betrachten. Um sie zu erweisen, ist nur nöthig, die beiden Faetoren des Pro- 
duetes PQ dnreh ihre Entwicklungen in eine Reihe von Exponentiellen zu ersetzen , also etwa : 

(SO*) P = S[^ae«], (? = S[Äß«^]. 

somit: 

(305) PO = S [^ fi? ^"^^'] 
und: 

(306) J^ (P(?) = S [-^a Ä? e^""^^ (e(«^)* - ty] 
zu setzen « ferner die letzte Gleichung zu schreiben wie folgt : 

(807) J^ (P(?) = S [^ Äp e^«^)* [(ef** - 1) + (e^ - 1) ((e?* - i) + i)Y] 

und die H® Potenz des hier vorkommenden Ausdruckes mittelst der Binomialformel zu entwickeln , indem 
man in demselben e^*— 1 als erstes und (e^ — 1) ((e?* — 0+ ^'® zweites Glied des Binoms ansieht« 
schliesslich aber zn bemerken , dass allgemein, für beliebige Werthe von p und q : 

(308) S '[^a Äjü e^"""^^ (c"* — O'' («^* — Ol = ^^ P' ^^ Q 

ist. Nehmen wir also diese Formel (302) als erwiesen an und setzen : 

Q = e«'^, J*- (? = e^ (e«* — i)% 
somit : 

J'*-' Ö + SJ**-* (? + 3 J*"-* Q + J'' Q = e'^+»«* (e"* — iy-* 



so wird: 

j'-(P0)= j'-(P.e"*) = e"^[p(e''*— !)'•+ (n^Pe"*(^"*— 0'"*+ (H ^•Pe'''*(^*- «)''"•+ 
(310) 

+ Q J« Pe«"* (e«* — !)*•-• + J. 

Diess vorausgesetzt, denken wir uns in derDifferenzeogleichung(282)die abhäogige Veränder- 
liche 2( durch das Product P.Q ersetzt, femer mit I/o, C7o, I/«' ... die successiven Differentialquo- 
tienten von I/o, nach der darin enthaltenen Grösse (e^ — 1) genommen, bezeichnet, und ebenso die ahn- 
lichen Differenrialquotieuten von U^ durch 17|, 17[', U^ .. . angedeutet, so erhalten wir als Resultat der 
Substitution : 

(311) PiU,+ f/,x) + e"V ^P(l/;+ l/;x)^-le'«^ J'P(l/;'+ C/:r)+r^e'»«*. J»P(l/:'+r»+ . . . 
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Haben nun die Polynome U^ und U^ den Factor : 

(V — vy = (e"* — 1 — v,y 

Kemeinsehaftlich , so verschwinden für v=Vi nicht bloss U^ und U^, sondern anch ihre successiven Diffe- 
reotialqaotienten bis zum (« — \y^^ inclusive, nnd somit ist der Ausdruck (311) identisch Null, wenn 
nnr anter P eine Function verstanden wird , deren successive Differenzen von der «^" angefangen der 
JVülle gleich sind , also eine Function wie : 

i/\ (ar) + xil\ (ar) + x* i/), (ar) + + ar^; ij?, (x), (318) 

nnter it^ (x), il\ (x) tf), (x) periodische Functionen von x verstanden, die ihren Werth nicht ändern, 

^w^^mkx in x+h übergeht, wodurch denn^ie Giltigkeit des Ausdruckes (300) als particuläres Integral 
lAiBCer den entsprechenden Bedingungen nachgewiesen ist Wir sehen also, dass die Differenzengleichungen 
ähnliche Behandlung wie die Differentialgleichungen zulassen, nnd im Ganzen nicht mehr und nicht 
Biger Schwierigkeiten darbiethen wie diese. 

§. 7. 

Integration der completen Differenzen- und Differentialgleichungen. 

Diejenigen Gleichungen , die wir bisher zu integriren versucht haben , enthielten sämmtlich 
in Glied, das als eine reine Function von x ohne y erschienen wäre; wir wollen nun auch diejenigen 
^^t^rachten, die ein solches enthalten , d. h. wir woUen sehen, wie man die Integrale der Gleichungen: 

d"y d"~*y d^'*y dy 

~ (an+bnX) + ^^ («.-. + 6«-t X) + + ^ («» + 6.^) + y{a. + b,x) = f(x), (314) 



^ Oft der entsprechenden Differenzengleicliungen : 

Ä„ J" y + a^, J"-* y + ««., J"- y + + o, J y + a^y == f(x) (315) 

^" yi»n + K^)+ ^"■*y(«r,.i + Vi^)+ + ^y(«i + 6i^) +y{a, + b,x) =/-(ar)(316) 

^u ermitteln habe, wenn man die Integrale derjenigen anderen bereits gefunden hat, die aus diesen 
^^»^vorgehen , wenn f(x) durch die Nulle ersetzt wird , oder mit andern Worten : wir wünschen aus dem 
Vntegrale der reducirten Gleichung jenes der completen abzuleiten. 

Im ersten Abschnitte (siehe : Einleitung S. 5) ist bereits zu diesem Zwecke eine allgemeine 
'l^lbode , die nämlich der Variation der willkürlichen Constanten auseinandergesetzt wor- 
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den ; ihre Wirksamkeit erstreckt sich auf alle linearen Differentialgleiehangen mit beliebigen Coeffidenteo, 
vorausgesetzt, dass man im Besitze des allgemeinen Integrales der reducirten Gleichung ist. Diese 
Methode ist nun auch hier anwendbar ; man begegnet jedoch , wenn man sie in speciellen Fällen practiscb 
durchzufuhren beabsichtigt« mancherlei Schwierigkeiten« welche es rathlich machen sie zu verlassen und 
andere Wege aufzusuchen « wiewohl nicht zu läugnen ist, dass sie unter allen hiezn dienlichen Methoden 
jedenfalls den ersten Rang einnehme« sowohl in Bezug auf ihre Allgemeinheit , als auch auf die Leidi- 
tigkeit , mit der sie sich manchen Gleichungsformen, z. B. denen mit constanten Coeflicienten anschmiegt. 
In der That : ist eine solche Differentialgleichung von linearer Form und mit constanten Coefli- 
cienten zu integriren, die, in symbolischer Form hingeschrieben, so aussieht: 

so fängt man damit an, vorerst, nach S. 1 dieses Abschnittes, particuläre, der reducirten Gleichung 
Genfige leistende Werthe zu ermitteln, welche n an der Zahl vorhanden sein werden, wenn die vorge- 
legte Differentialgleichung von der ri^^ Ordnung ist und : 

yi» yt. Vn 

heissen mögen. Sie erscheinen, wie der eben citirte Paragraph lehrt, in der Regel alle in Form von Expo- 
nentiellen , so dass man hat : 

(318) y^ = eö.*, y, = e®«* y^ = e®-^; 

^1 * ^t« * • • 0/t sind di^ Wurzeln der Gleichung: F(9)=0, und das allgemeine Int^n^l der reducirten 
Gleichung ist: 

(319) y = C, e®«^ + C, e^»^ + + <?„ e^-*. 

Um nun von diesem den Übergang zu jenem der completen Gleichung zu vermitteln , wenden 
wir die Methode der Variation der Constanten an und ffihren demgemäss die obigen Werthe von 
Vi^ y%* • • 2^n in die Gleichungen (53) (siehe S. 5 des I. Abschnittes) ein, zugleich die allda vorfin- 
digen F (x) und Xn durch die ihnen hier zukommenden Werthe f (x) und 1 ersetzend , wodurch wir 
erhalten : 

c; e^»^ + c; e®»^ + + c; e®«* = 

c; eö'^ e, + c; e^«^ e, + + c; e®-* e„ = o 

c; e^«^ e; + c; e®«' e; + + c; e^«^ ö* = o 



(3«0) 



c; c®*^ ör* + c; «?ö»^ er* + + c-; e^-^ er» = o 



Differentialgleichungen mit particnlären Integralen von einerlei geschlossener Form. |2] 

In diesen Gleichungen betrachten wir die Prodncte: 

c; e^«^, c; e^«^, e; e^«* 

als die Dnbelcannten , deren Werthe zu ernutteln sind und verfahren« behufs der Auflösung derselben auf 
Mgende Weise : Um namentlich den Werth der ersten dieser Unbelcannten zu erhalten « denken wir 
wm das Produet : 

0» - ej (fli - ej (6, - ej = F' oj (mi) 

^^ildet und nach Potenzen von 0^ geordnet, so« dass man es erhalt in der Form: 

B. + B,Q, + B.Q\ + +er = ^'(90, (8») 

80 ist dasselbe offenbar eine Function , welche die Eigenschaft hat der Nulle gleich zu werden , wenn man 



0« entweder durch 0,, oder durch 0, u. s. w. oder durch 0j, ersetzt, so, dass also identisch: 



• 



B. + fi. 9. 4-Ä. e; + +5^' = 

Ä. + Äi e.+ B. ö; + +fl^« = o 



(3S3) 



iit. Diess roransgesetzt mnltipOzirt man die Gleichnngen (320) der Reihe nach mit A. , 0, A^,., , 1 

nul addirt sie, so erhält man, mit gehöriger Räcksicht auf die Gleichungen (323): 

^, -.X fjE}. JS^ 

(6. - e J (6. - 6 J . . . (6, - W F' (6.) (»4) 

.iBd eben so fSr die übrigen : 

(e.-eo (9.-fi.) ... (e.-e„) F'(so 



(3t5) 



(ön-ej (e,-ej ... (e«-e^.) f' (ej' 

"Oreh Mnldplieation dieser Gleichungen mit : 

e~*'' dx, «"*«* <te, e~®"* dx, 

''^^«gration • und Substitution der so erhaltenen Werthe der variabel gemachten. Constanten in die Formel 
^^ t9) f&r die reduzirte Gleichung, erhalt man endlich folgendes allgemeine Integral der completen : 

16 
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(3«6) 



Zu demselben Resultate hätten wir aber auch gelangen können auf einem anderen Wege « der 
den Vortheil darbiethet, hier wenigstens «ben so sehnelU bei Gleichungen aber mit complizirten CoeflScien- 
tenformen noch schneller zum Ziele zu fähren, nämlich nach Cauchy von der im vierten Paragraph 
bewiesenen Fourier'schen Formel Gebrauch machend. Man erhält nämlich offenbar das allgemeine 
Integral der Gleichung (3 17)« wenn man zu dem in (319) gegebenen Ausdrucke noch eine Function von op, 
die gar keine willkürliche Constante in sich zu schliessen braucht, hinzufugt, die der (317) Genüge 
leistet, und die man auf folgende Weise finden kann : Man setze: 

+ 00 X" 

(387) y = Jff e«^^^^"^ 9 da dA, 

-00 X' 

wo o eine noch zu bestimmende Function von a und X bedeutet ; man substituire diesen Werth von y in 
(317), wodurch: 

+ 00 X" 

2^/ / ^ ^'^ ^ *^ e«-^^^ 9 da df\ = /-(x), 

-00 X' 

■ 

erhalten wird , und in eine identische Gleichung fibergeht , wenn : 
(828) 9 = 



ist. Das gesachte allgemeine Integral sieht daher so aus : 

+00 X' 



(8S9) 






_00 K *"(« "f- 

und es lässt sich die Identität desselben mit dem durch die Methode der Variation der willkürlichen Con- 
stanten gelieferten ohne Schwierigkeit dadurch nachweisen , dass man in dem hier enthaltenen Doppelin- 

tegrale die Integration nach et wirklich vollbringt. Es muss zu diesem Behnfe der Bruch , in 

F(rt \J~ 
Partialbrfiche zerlegt werden , deren Einen wir mit : 



(330) 



« \l — i — 6 



bezeichnen wollen , und dem als Bestandtheil von y ein Doppelintegral : 
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F(e) • döL ^(0) J* 2 d9»L F(e) J 2.3... (w — l) rfö— ' L jr(fl) J 

für 6=9i annehmeD; zugleich wird aber das Integral der rediisirten Gkiehong in folgender anderer 

■ 

Form erscheinen: 

(336) y = eö«^(e, + C,x+ C,x' + + C^ x«-^ + e«+, cö"+«' + + C^e«-*. 

Einem jeden der obenangeffihrten Partialbrache (335) entspricht niin als Bestandtheil von y ein DeppdlB- 
tegral , welches z. B. für den ersten derselben folgende Gestalt tragt : 

+ 00 X** 

a = 4^f /' ««c-X)V=r -I^ da.dX 

und an dem wir diejenige Reihe von Rechnungsoperationen anbringen, die durch das Sjnnbol: i- 0,1 

angedeutet ist , um zu gelangen zur Gleichung : 

deren integrirender Factor e~^'^ ist, mit welchem multiplizirt , diese sich zonächst so schreiben lässt: 



dx' 

und sodann eine m-malige Integration zulässt, welche: 

(388) a = A^ e^«^ /"*e-^«^ f (x) ite"» + e©«^ (D, + D^x + D^ x' + + D^ a:*-^ 

liefert , unter D^^ D^^ ... D^ willkürliche Constanten verstanden. Erwägt man nun , dass auch die 
anderen mit den Zählern: jl„|.t, . . . ^^ versehenen Partialbrfiche zu y ähnliche BestandtheQe liefeni, 
so erhält man ohne Muhe, durch Substitution derselben in die Gleichung (336), folgende Form des allge- 
meinen Integrales der completen Gleichung ffir den Fall gleicher Wurzeln : 

y=eö.^(C,+ C,a: + C.x' + + C^x^^) + C^. e^-^*^ + + C.e«-' 

(339) +il^eö»*/Vö«Y(x)ite'»+il„,_,eö«*/%-^«Y(x)cte^^ +A,e^^'^fe-^^''f{pc)dx 

+ A^^, eö„H^iye-ö'»+«Y(x)i/x+ jl„,+,cö-^»^y*e-ö'«+«*/(x)^ +Ane^-''fe^^-''fXQc)dx. 

Wir wenden uns jetzt zur Differenzengleichung (315), deren allgemeines Integral wir mit 
Hülfe der Fonrier'schen Formel entwickeln wollen. Wir setzen za dem Ende: 
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+ 00 1" 

QM)y = — f f e^^'^^^fiX) da dX\——^ + —^ + . . . + — =^ 1 

und es erübrigt nar noch den Werth dieses n thdligen DoppelinteKrales dnrdi wiridielie IntegratioD zu 
ermitteln. Wr verfahren zu diesem Ende auf eine , dem Vorgange im früher behandelten Falle ganz 
analoge Weise und setzen : 

und erhalten offenbart indem wir den zweiten Theil dieser Gleichung den, durch das Symbol ( J— r^)£ 

* 

angedeuteten Operationen unterwerfen : 

(847) (^ -Vr')a-=-Ärf ix). 

Es ist diess aber eine complete Differenzengleiehnng von der ersten Ordnung« wie wir sie 
bereits in S. 2 des I. Abschnittes zu integriren gelernt haben « und wir brauchen nur , in der eben- 
daselbst unter (17) stehenden Formel, statt: 

y , X, F (X) 

beziehungsweise die Grossen: 

zu setzen , um zu erhalten : 

Wir können diese Formel durch wirkliche Bildung von 2 [log (1 + v^)] noch ein wenig 
umgestalten, denn es ist, wegen J x c= h: 

9 

94») ^[»1-». 2^]-'i 



und somit, wenn wir: 



I = i09ii+Vr). also: A = ^^-^A_^ 



setzen, und diesen Werth in (349) substituiren : 

2 \}0g (1 + Vr)\ — j^ 

sonach : 



DiffereDtialgleichuDgen mit particiliren iBtegralen von einerlei geschlossener Form. 



m 



Wir beimmnen auf diese Weise aus der (848) : 



£ == l^r (1 + »r)* + (i + »r 






(361^ 



Es erhält al>er durch eine ihnliche Behandlung jedes der n Glieder im zweiten Theile der 
Gleichung (346) eine solche Gestalt und wir gewinnen sonadi endlich, für das allgemeine Integral der 
completen Gleichung (315), indem wir gleichzeitig auf die Werthe der Constanten: 



A,= 



1 



F' (».)' 



A,= 



F' (»,) ' 



Rficksicht nehmen , einen Ausdruck von folgender Form : 



1 



F' (r,) 



.r 



» = V'i O +».)*+ «^. (1 + r,)» + +^^^i + r„) 



X 



X 



F'(e.) ^ 



fix) 1 (1+P,)* , 
i+i "^ F' (r.) - 



2\ 



fix) 



[(i-KJ' 



;+* 



I 



. . ii-^nY ^ r fix) 1 



(35«) 



Die erste Zeile dieses Ausdruckes enthält das Integral der rednzirten Gleichung und es bedeuten 
in demselben i/>^ , i/', , ... j\\ ^ben so viele willlriirliche periodische Functionen von jp, welche die Eigen- 
schaft besitzen, sieh nicht zu andern j wenn ar in ar +A fibergeht; die zweite Zeile aber enthält die beson- 
dere Auflösung, die der completen Gleichung genügt — Der bisher noch nicht beachtete Fall gleicher 
Wurzeln der Gleichung (344) gestattet eine ähnliche Behandlung und die hierbei durchzuführenden 
Rechnungen unterscheiden sich von den eben gemachten im Wesentlichen nur dadurch , dass nicht bloss 
complete Differenzengleichungen der ersten Ordnung wie (347) zu integriren vorkommen « sondern aneb 
solche wie: 

(J -- vy a = Af{x). 

Die Integration dieser Gleichung aber bietet keine Schwierigkeiten dar , wenn man bedenkt , dass von 
derselben : 

(1 + 1^)"^ 

der integrirende Factor sei, mit dem der erste Theil der (353) multiplizirt , sich in die, mit dem constanten 
Factor (1 +r)' multiplizirte , vollständige «^ Differenz des Productes i\+v) * . £, also in: 



(353) 



(l + r)' J' |(! +vrKe\ 



verwandelt, wie die Formel (302) des vorhergehenden Paragraphes lehrt. 

Wir wenden uns jetzt zu den Gleichungen (314) und (316) mit veränderlichen CoeSicienten, 
deren allgemeines Integral offenbar auch aus zwei Tbeilen rnsammcaigesetzt werden kann # nämlieh dem 
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allgemeinen, n willkürliche Constanten oder periodische Fnnetionen von x ia flieh addiestenden, 
Integrale der reduzirten Gleichung, und einer besonderen Auflösung der completen. Wie ersteres gefkmdeii 
werde, ist im Laufe dieses Abschnittes gezeigt worden« letztere aber kann mit Hilfe mehrerer Formeln 
von der Natur der Fourier'schen, ja durch die Fourier*sche selbst, ermittelt werden auf folgende 
Weise : Man setze : 

U" +00 X" 

i r r 

(854) 



u" +00 A" 

tlf -00 k 



unter Feine Function von ti, a und X verstanden, unter v! und ti' aber schicklich gewählte Integra- 
tionsgrenzen, so, dass der Gleichung (314) durch diesen Werth von y Genfige geleistet wird; es wird 
aber diese, durch Substitution des eben hingeschriebenen Werthes gebracht auf: 

vT +00 X* 

(866) ^f f f iU,+ ü,x)tr VdudadX=^f(x}, 

«r -00 TL' 

und , durch Scheiden des hier vorkommenden bestimmten Integrales in zwei Theile , dem ohne und dem 

mit dem Factor op, und theilweises Integriren des letzteren, auf: 

* 

+00 X" tl^ ^ +00 X" 

-00 X' ii» «' -00 A' 

Nnn nehme man Fso an, dass: 

(867) ü. F - -J (IT, F) = 0, 



also: 



(368) 



du 






ist, wo 9 eine nadi u eonstante Grösse bedeutet, die aber noch immer a und A. in sich enthalten kann. 
Die Gleichung (356) geht hiedurch über in : 

+00 X" . /•ir.^ ^ 

^ f f <^9 ^ ^^ =-/•(*). 

2* -loo *i. V 

und es wird ihr Genüge geleistet, wenn man vi gleich einer beliebigen Wurzel der Gleichung: 

(860) « *^ ^' = 0, 

femer u"s^ a \l — i, endlich 9 gleieh einer solchen Function von a und A nimmt, daas: 



Diirerentialgleichung-en mit parUciilären Inleg-ralen von einerlei geschlossener Form. |ff||[ 






_ Ä-«X^-i 



9 \e^ ""^ = e-"^^-' f (A) (361) 

also: 

9 = e-«^v^-L J ^^ fiX) (362) 



vnrd. Die gesuchte besondere Auflösung ist somit : 



ayPl +00 X" 



a^Fi +00 A" . - — I /»CT. > 



-CO *"X' 



^^ (363) 



ond es wird hier offenbar vorausgesetzt« dass die erste der drei hier vorzunehmenden Integrationen, die 

t 

nach u sey. Da man for u! eine beliebige der Wurzeln der Gleichung (360) nehmen kann, und es sich sehr 
oft trifft, dass ti' = + oo \f^i eine solche ist, so wird man diese, falls sie vorhanden ist, allen 
anderen vorziehen , ist sie aber nicht vorhanden , so wird man besser thun , um complizirten Erörte- 
rungen über den Sinn eines bestimmten Integrales mit gemischt reellen und imaginären Grenzen auszuwei- 
chen, die gesuchte besondere Auflösung hinzustellen als Differenz zweier bestimmter Integrale, nämlich: 

a,/=T +00 X" ^ , — . ^(7^ 



-oo X' ' 



(364) 



-00 X 

eine Formel, die im Grunde mit der früheren übereinstimmt, und im Wesentlichen nur den Zweck 
erreicht , den etwa zweifelhaften Sinn eines solchen bestimmten Integrales mit imaginären Grenzen näher 
anzugeben. Und dieser eben gewonnene Ausdruck, zu dem allgemeinen Integrale der reduzirten Gleichung 
hinzugefugt, liefert das allgemeine der completen. 

Es kann hier noch bemerkt werden, dass es nicht immer nöthig sei, von der Fourier'schen 
Formel Gebrauch zu machen ; sehr oft und namentlich dann , wenn f (x) sich auf eine Constante redu- 
zirt, erhält man das allgemeine Integral der completen Gleichung aus jenem der reduzirten durch eine 
entsprechende Veränderung der zwischen den Constanten der Integration stattfindenden Beziehungsglei- 
ehungen; so wird man z. B. das Integral der completen Gleichung: 



dx" 



+ axy = b 



genau in derselben Form wie das der reduzirten, nämlich durch die Formel (86) S. 3. wiedergeben, nur 
wird zwischen den (n + i) Constanten nicht mehr die Beziehungsgleichong : 

17 
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c, + c. + e. + + e„+. = 0, 

sondern folgrende andere stattfinden : 

C,+ C, + C.+ . + C^, = 6. 

Aber auch in dem Falle, wenn f (ar) sieh auf eine Exponentialgrösse wie e^^^ oder auf eine 
Summe von solchen reduzirt, wird man die Fourier^sche Formel entbehren können und die besondere 
Auflösung, welche, ohne eine Constante in sich zu enthalten, den ersten Theil der Gleichuiig auf die 
obige Exponentielle reduzirt, hinstellen in Form eines bestimmten Integrales mit derselben Differentialfanc- 
tion unter dem Integralzeichen, welche auch die particulären, der reduzirten Gleichung Genüge leistenden 
Integrale enthalten und mit Grenzen, von denen die eine 9, die andere aber eine beliebige der Wuizeln 
der Gleichung (360) ist , mit hinzugefugtem bestimmten constanten Factor C, der so gewählt ist , dass 
ffir u = 6: 



A-^ 



-h 1 



ist, je nachdem man dieses 6 entweder zu einer oberen oder unteren Integrationsgrenze erkiesen hat. 
Besteht die Function f{x) aus mehreren solchen Exponentiellen , oder, was auf dasselbe hinausgeht, aus 
trigonometrischen Functionen «m und cot , so wird man auch die in Rede stehende besondere Auflösung 
aus eben so vielen Theilen zusammensetzen und selbst in dem Falle , dass f[x) eine algebraische, ganze 
oder gebrochene Function von x ist , wird man , wenn man diess für gut findet, den Gebrauch der , hier 
als allgemein wirksames Mittel vorgeschlagenen, Fourie raschen Formel vermeiden können, wenn man 
bedenkt, dass es der Arten mehrere gibt, auch ein algebraisches f{x) in eine Summe von Exponentiellen, 
oder ein dem analoges Gebilde umzuwandeln. Es ist zum Exempel, für unendlich kleine Werthe von yä: 



und somit auch : 



eine Formel, auf welche Lio u v i 1 le im Journal de V ecole polytechnique aufmerksam gemacht hat und 
die man zur Verwandlung einer algebraischen, ganzen Function f {x) in eine Summe von Exponentiellen 
verwenden kann , wenn man daraus erspriessliche Ausdrucke zu erhalten hofit. Ebenso wird man die 
Gamma-Function, von der wirS. 4, S. 83, Gebrauch gemacht haben, benützen können zur Umwandlung 
einer gebrochenen Function in eine Summe von bestimmten Integralen , die das x nur im Exponenten der 
Exponentielle enthalten , kurz, es gibt der Mittel zu diesem Zwecke sehr viele und ihre Anzahl wird dureh 
die Fortschritte der Wissenschaft noch fortwährend grösser. 



Differentialgleichungen mit particulären Integralen von einerlei geschlossener Form. |3| 

Dieselbe Behandlung mittelst der P o u r i e r'schen Formel, die wir hier den Differentialglei- 

Ghongen mit yariablen Coeflßcienten angedeihen Hessen , gestatten auch die ahnlich gebauten Differenzen- 

gieichungen (316) und zwar treten hier genau dieselben Formeln (354) bis (363) auf, nur mit dem einzigen 

Unterschiede, dass die Polynome ü^ und U^ andere Werthe. die nämlich durch die Gleichungen (284) 

und (285) gegebenen, erhalten. 



8. 8. 

Methode die Allgemeinheit des erhaltenen Integrales zu erweisen« 

Wenn auch die von uns betretenen Wege, bei nur einiger Achtsamkeit des Rechners, 
sicher zu dem allgemeinen, mit der gehörigen Anzahl willkärlicher Constanten versehenen Integrale führen, 
so muss doch zugegeben werden, dass n aufgestellte, verschieden aussehende, mit willkürlichen Constan- 
ten multiplizirte Ausdrucke, die einer Differentialgleichung der n^^ Ordnung einzeln Genüge leisten, zusam- 
mengenommen doch nicht immer nothwendig das allgemeine Integral bilden, und dass diess namentlich dann 
nicht der Fall ist, wenn Einer oder mehrere von ihnen aus den anderen, durch Multiplication mit 
Constanten Factoren und Addition, hervorgehen; ja, wenn man bedenkt, dass sich beinahe jedesmal mehr 
als n particulare Werthe hinschreiben lassen, die man, theils durch verschiedene Combination der Integra- 
tionsgränzen bei den bestimmten Integralen, theils durch Hinstellen in Form eines Differentialquotienten mit 
allgemeiner Ordnungszahl und ähnliche Transformationen erzeugt, die also offenbar nicht alle von 
einander verschieden sein können , so sieht man auch die Möglichkeit ein , dass gelegentlich ein minder 
achtsamer Rechner einen Ausdruck , in welchem n willkürliche Constanten sichtbar sind , für ein allge- 
meines Integral halten kann, der es doch nicht ist Diess wird sich nun freilich bei Problemen der Me- 
chanik oder Physik, die in der Regel zu partiellen Differentialgleichungen führen, selten 
ereignen, weil mittelst des unvollständigen Integrales gewisse Grenzbedingungen nicht erfüllt werden 
können ; gleichwohl wird ein strenger Mathematiker das Recht haben zu fordern • dass die Allgemeinheit 
des erhaltenen Integrales bewiesen werde — ein Beweis , der nicht immer ohne Schwierigkeiten ist, inso- 
fern, als dazu oft nicht unbedeutende analytische Entwicklungen gefordert werden. Uns liegt es ob, eine, 
zu solcher Beweisführung dienliche Methode auseinanderzusetzen. 

Eine solche , in ihren Gruudzügen höchst einfache Methode lässt sich nun aber auf die Natur 
der linearen Differentialgleichungen gründen. Wir wissen nämlich, dass , wenn man particulare Integrale 
einer solchen hat, nicht nur diese, mit beliebigen Constanten multiplizirt , sondern auch unzählige 
andere, durch Multiplication mit Constanten und Addition aus denselben entstandene Ausdrücke, die 
Eigenschaft Genüge zu leisten besitzen. Hieraus folgt, dass das Integral einer höheren Differential- 
gleiohnng stets auf unendlich viele verschiedene Arten geschrieben werden kann; in welcher Art aber 
man es auch immer hinschreiben mag, stets wird man, die Integralgleichung einer entsprechenden Anzahl 

17 • 
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von Differentiationen unterwerfend und aus ihr und den durch Differenziren erhaltenen die Constanten 
eliininirend. zu einer und derselben vorgelegten Differentialgleichung zurückkehren müssen., wenn das 
Integral wirklich ein allgemeines ist; im eutgegengesetztis Falle jedoch verhält es sich offenbar wie ein 
solches, in dem gleiche particuläre Integrale vorkommen. Solche verträgt aber, wie wir 
wissen, eine lineare Differentialgleichung nicht, denn sie verwandeln alle Coefficienten derselben jeden 

Functionen dastehen , wie sie durch die Kramer* sehe Bliminationsmetbode erzeugt wurden, letzteres, 
wenn bereits eine Division durch eine entsprechende Function von x stattgefunden hat (siehe L Ab- 
schnitt S. 4). 

Aus dieser kurzen Auseinandersetzung geht nun aber folgende allgemeine Methode hervor za 
hewpifipn. dass gewisse vorgelegte Functionen von x wesentlich von einander verschieden seien, in dem 
Sinne, dass keine von ihnen, durch Mnitiplication mit bestimmten Constanten und Addition, aus den 
übrigen hervorzugehen vermag: Man bilde, nach dem (I. Abschnitt, Einleitung, S. 4) auseinander- 
gesetzten Verfahren, die lineare Differentialgleichung, welche eben diese Functionen als particuläre 
Integrale hat, so wird dieselbe, im Falle, wo sie wesentlich voneinander verschieden sind« mindestens 
einige Coefficienten bekommen, die nicht identisch Null sind, und namentlich wird der erste derselben 
stets von der Nulle verschieden sein müssen. Ist jedoch unter diesen Functionen auch nur Eine vorflndig« 
die aus den übrigen auf die angedeutete Art hervorzugehen vermag, so verschwinden alle Coeffi- 
cienten identisch und namentlich auch der erste derselben. Die Verschiedenheit dieser Functionen wird 
daher nachgewiesen sein , wenn es uns gelingt darzuthuen , dass dieser erste Coefficient nichf identiscli 
gleich Null sei und hiezu wieder ist nur nothwendig zu zeigen, dass er nur für irgend einen Werth von 
X , etwa für 0? == , von der Nulle verschieden ausfalle. Um wo möglich alle Erleichterungen einer 
solchen oft nicht ganz unbedeutenden Rechnung anzudeuten, ist es erspriesslich zu bemerken, dass man 
auf diese Art, die auf ihre Verschiedenheit zu untersuchenden Ausdrücke auch parthienweise , etwa die 
ähnlich gebauten zusammennehmend, oder allmälig einen nach dem anderen hinzusetzend, vorznnehmen 
berechtigt sei. 

In dem speziellen Falle, Wo die Verschiedenheit von nur zweien Functionen, die wir mit 
y^ und y, bezeichnen wollen, nachzuweisen ist, thut man dar, dass: 

(365) y, y\ — y\ y, 

für irgend einen Werth von x von der Nulle verschieden sei. 

Sind der Functionen drei ander Zahl: y^, y, und j^,, so ist zu beweisen das Nichtver- 
schwinden des folgenden Ausdruckes für irgend ein x : 

(366) y, y\ y", - y, y\ y\ - y\ y. y". + y\ yi y. + y'l y. y'. - y'l y'. y.. 

Ist die Anzahl der Functionen vier: y^, y, , y , y . so muss folgendes Polynom für irgend 
einen Werth von x von der Nulle verschieden ausfallen : 
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(367) 



u. s. f. bei f u n f , ' s e c h s aof ihre Verschiedenheit von einander zu prüfenden FunctioneiL 

Um zu dieser Methode ein einziges, einfaches, erläuterndes Beispiel zu haben, wählen wir die 
Gleichung : 

^ — xy = 0, (368) 

von der wir wissen , dass sie ein allgemeines Integral : 



-/ 



00 ^u^ 

e ' du [C, e"^ + C, r, e"-^"' + C, r, e»"«"^] (369) 



habe (siehe S. 2 dieses Abschnittes, Gleichung (82)) ; zwischen den Constanten C, , C, und C3 besteh 
die Bedingungsgleiehung: 

C, + C, + C, = 0; (370) 

r^ , r, endlich sind die zwei imaginären Wurzeln der Gleichung : 

w' = 1 (37!) 

und man hat somit : 

rj = r, , r\ = r^, 1 + ^i + r, = 0. (372) 

Wollte nun Jemand die Allgemeinheit dieses Integrales (369) nachweisen, so hätte er bloss 
die Verschiedenheit der drei Functionen : 
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darzuthuen, oder mit anderen Worten: er hätte zu erweisen, dass für diese Werthe von y., y, , y^ 
das Polynom (366) für irgend ein x^ z. B. ffir ar=0, von der Nulle verschieden ausfalle, d. h. es ist 
zu erweisen , dass folgendes dreifache Integral, welches man, durch Substitution der betreffenden Werthe 
in das Polynom (366) und Benützung der Relationen (372) , endlich der Gleichungen : 



(374) r, = - y. + y. Vr=^, r. = - % - >/. yf=l. 
gewinnt, nicht identisch Null sei : 

00 C30 00 t fl 

r r r --(«'+?'+>'^+^(«+'-i?+'*ty) ^^ ,, , - ^ 

/ / / e • D8y' + ya- + ay8' - /}> - J'*« - «'^S + 

(375) ^o< < 

Nun überzeugt man sich aber sehr leicht, dass für x=0 mindestens der imaginäre Theil 
dieses dreifachen Integrales d. h. der Ausdruck : 

00 00 00 I 

"^-^fff «'^"^ ""^^ W -\- yct* + aß* + ß*y + y'a + a*ß) da . dß . dy 







nicht Null sein könne , weil die Variablen a , ß und y zwischen den Integrationsgrenzen nur positive 
Werthe annehmen und weil demnach die Function unter dem Integralzeichen zwischen eben diesen 
Grenzen fortwährend positiv ist , sohin das Integral eine Summe darstellt von lauter positiven nicht ver- 
schwindenden Gliedern , die also auch selbst nicht der Nulle gleich sein kann. 

Sind nun aber die der Betrachtung unterworfenen drei Functionen von einander vei*schiedeii, 
so bleiben sie es auch , wenn man sie mit willkürlichen Constanten multiplizirt, und setzt man zwischen 
diesen eine Relation fest, so wird sich mittelst derselben Eine der Constanten durch die zwei übrigen 
ausdrücken lassen; man wird namentlich in gegenwärtigem Falle haben: 

C/j ^= ■"— Oj •""" C/g. 

Führt man diesen Werth in den Ausdruck des Integrales der der zweiten Ordnung angehorigen Differea- 
tialgleichung , d. h. in die Formel (369) ein , so erhält man : 
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^ =• C, \r,J e • du —J e * du J + C'.L^. / « ' du — f e ' dul (376) 

00 00 

Die drei bestimmten Integrale « aus denen dieser Aasdmclc zusammengesetzt ist , sind , dem 
geführten Beweise zufolge, insofern von einander yerschieden, als keines derselben aus den anderen dufeh 
IMaUiplication mit irgendwie gewählten Constanten und Addition hervorgehen kann ; somit wird auch die 
SJifferenz oder die Summe ans zweien von ihnen, etwa dem ersten und zweiten, sieh auf diese Weise 
vBicht ausdrucken lassen durch das zweite und dritte , weil sonst das erste auch durch das zweite und 
^iritte ausdruckbar wäre, was dem geführten Beweise widerstrebte. Wir sehen also, dass die, mit den 
^willkürlichen und von einander ganz unabhängigen Constanten C, und C, multiplizirten Functionen in 
^376) von einander verschieden seien, dass also diese Formel , oder was dasselbe ist die (369) , das all- 
gemeine Integral der vorgelegten Differentialgleichung (368) enthalte. 

Das hier gewählte einfache Beispiel enthält bereits eine gewisse Anzahl deijenigen Erleichte- 
mrungen der Rechnung , die man sich gestatten kann ; wir beweisen nämlich nicht, dass sämmtliche Coeffi- 
c^ienten der aus den particulären Integralen construirten Gleichung von der Nulle verschieden seien , wir 
%huen bloss dar, dass nur ein Theil und zwar der imaginäre Theil Eines von ihnen nicht der Nulle gleiche 
^nd das zwar nicht für beliebige x, sondern nur ffir irgend einen passend gewählten Werth dieser 
Variablen ; in anderen Fällen wird man sich sogar gestatten können, gewisse constante, in der Differential- 
gleichung erscheinende Parameter, mit speciellen Werthen zu versehen, ffir solche die Verschiedenheit der 
particulären Werthe zu beweisen und .endlich aus dieser speciellen Verschiedenheit auf die Verschiedenheit 
im Allgemeinen einen Schluss zu machen, wenn man sich von einem solchen Verfahren, in Bezug auf die 
Einfachheit der Rechnungen, einen gunstigen Erfolg versprechen kann. Endlich wird in vielen Fällen der 
ganze Beweis überflüssig, was jedesmal geschieht, wenn entweder die Einfachheit der vorliegenden 
Formen die Verschiedenheit der particulären Integrale über allen Zweifel erhebt , oder, wenn in dem 
Gange der Rechnungen , welche mit dem gewonnenen allgemeinen Integrale vorgenommen werden , der 
Allgemeinheitsbeweis schon enthalten ist Diess ist aber bei den physikalisch - mechanischen Problemen, 
die zu partiellen Differentialgleichungen fuhren , jedesmal der Fall, weil man hier, mittelst der Integra- 
tionsconstanten und eines willkflrlich in die Rechnung eingeführten Parameters, eben so viele Bedingungen 
au den Grenzen des Systemes zu erfüllen hat, als der zu diesem Zwecke verwendbaren Grossen vorhanden 
sind. Hat man nun nicht das allgemeine Integral gewonnen, so besitzt man auch nicht dienSthige Anzahl 
dieser Constanten und ist folglich nicht im Stande den obenangedeuteten Bedingungen Genüge zu leisten. 
Der sechste Abschnitt, dem die Integratioo der partiellen Differentialgleichungen zugewiesen ist, 
enthält daher an und für sich einen hierher gehörigen Allgemeinheitsbeweis, der jedoch im Grunde von dem 
eben hier vorgetragenen nicht verschieden ist. 

Und nun finden wir für gut , diesen zweiten Abschnitt , welcher seiner Überschrift nach von 
den Differentialgleiehungen mit particulären Integralen von einerlei geschlossener Form handelt« zu been- 
digen. Wir sehen hiermit den Gegenstand nicht als erschöpft an ; es ist vielmehr an und tär sich klar. 
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dass es der DifferentialgleiGhungen , die diesen Cliaraeter tragen, noch selir viele geben kann, schon aus 
dem Grunde, weil sieh offenbar noch sehr mannigfaltige Formen werden denken lassen , die eine Zaruck- 
fiihrung auf die hier betrachteten, schon durch den einfachen Kunstgriff des Einfuhrens einer neuen depen- 
denten Veränderlichen gestatten und im Allgemeinen wird diese Eigenschaft allen Differentialgleichungen 
zukommen , die eine gewisse Stetigkeit im CoeSicientenbaue darbiethen , von welcher im nächsten Ab- 
schnitte die Rede sein wird. Wir haben aber, in Bezug auf die Formen , in welchen die particulären In- 
tegrale der Differentialgleichungen erscheinen können , genugende analytische Erfidirungen gewonnen , 
um die sofort in Angriff zu nehmende Formenlehre darauf zu basiren. 
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Vorerinnerung znr Formenlehre. 



Ich übergebe hier der mathematischen Lesewelt die zweite Lieferung meines Werices über die 
lalegntlon der linearen Differentialgleichungen« die die Formenlehre dieser analytischen Gebilde ent- 
hilt, — einen Abechnitt, der einerseits an Wichtigkeit alle anderen Theile dieses Wissenszweiges über- 
ragt « und schon aus diesem Grunde einer erhöhten Aufmerksamkeit würdig ist , andererseits aber so 
viel. Ungewohntes and Befremdendes in sich enthalten durfte« dass es nicht unerspriesslich erscheint, zur 
Erleiehtening des Stadiums und yorlaufigen Orientirung des Lesers , einige Bemerkungen vorangehen zu 
lassen. Diesdben haben , wenn einmal beherzigt , auch ihren ZwecJc errdcht , daher denn diese Vor- 
erinnerang nicht als ein Theü des Werkes, sondern eben nur als Vorerinnerung zum dritten Abschnitte 
desaelben anzusehen ist» die ihrem Inhalte nach mit dem Vortrage, den ich in der kais. Akademie 
der Wissenschaften über diesen neuen Wissenszweig gehalten habe , fibereinstimmt , die sohin in dem 
grosseren Kreise des mathematischen Publikums dasselbe leisten soll, was jener Vortrag in dem engeren 
Sehoosse der Akademie, nämlich bloss über Inhalt und Darstellung Rechensch aft legen, 
die aber um so nothwendiger wird, als sich eine in der Vorrede des Werkes vorflndige Äusserung, in Be- 
zug auf die erste Lieferung zum Theil schon bestätigt hat, nämlich: dass, der Erfahrung aller Zeiten zu- 
folge, umfangreichere und einen einzigen Gegenstand im Zusammenhange verfolgende mathematische Werke 
sich äusserst langsam , und oft erst nach mehreren Decennien Eingang verschaffen , inzwischen aber mit 
mancherlei schiefen Urtheilen zu kämpfen haben. — Ich hege in keiner Weise die Absicht, mich fiber Ver- 
nachlässigung meiner Bestrebungen zu beklagen (in einem gewissen Kreise haben sie nicht nur Anerken- 
nung gefunden , sondern auch bereits tiefe Wurzeln geschlagen) ; ich sehe vielmehr sehr gut ein , dass , 
wenn Jemand nahe durch zwei Decennien einen fruchtbaren Gegenstand verfolgt hat und zu Aufschlüssen 
gekommen ist^ von denen man nicht bloss sagen kann, dass sie das Gebiet des Wissens erweitem, son- 
dern vielmehr, dass sie sich zu einer neuen Wissenschaft abrunden mit mehr oder weniger fremden 
und ungewohnten Anschauungsweisen, — er weder von den Jungern noch von den Meistern der Wissen- 
schaft zu verlangen das Recht habe, dass sie seine Bemühungen unverzdglich zu würdigen im Stande 
seien; denn was lange Jahre tiefen Nachdenkens gebracht haben, kann auch dem grossten Geiste, in 
der Regel wenigstens, in acht Tagen nicht vollkommen verständlich sein. Zudem kömmt Ja gerade den 
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grossen Meistern der Wissenschaft das anbestrittene Recht zu gar nichts zu lesen , weil rie sidi weit 
nützlicher mit der Entwicklung der eigenen Ideen beschäftigen — ein Recht, das ich um so lieber «nor- 
kenne, als ich es selbst, wiewohl aus einer andern Ursache, in Anspruch zu nehmen genothigt binj 
nämlich des dermassen angehäuften eigenen Materiales wegen , dass ich, der geringen mir zu Geliote 
stehenden Hilfsmittel wegen, selbst an der Möglichkeit der Veröffentlichung zweifle. Und wenn die Junger 
der Wissenschaft den Verfasser einer solchen Arbeit zumeist missverstehen, und wenn selbst Männer, die 
keine Jünger mehr sind, sein Werk eher begutachten und dann erst nl(At lesen, während sie besser 
gethan hätten, das Verfahren umzukehren, nämlich zuerst nicht zu lesen, und dann aber auch nicht zu 
begutachten, so ist diess häufig die natfirliche Folge jedermänniglich bekannter naturiicher Ursachen, 
und oft sogar die Schuld des Verfassers selbst, der es vielleicht versäumt hat, eine der folgenden zwei 
Obliegenheiten, oder sogar beide zu erfüllen; nämlich Erstens: mit Ruhe, Nachsicht und Geduld den 
falschen Begriffen, die man von seiner Arbeit hat, belehrend entgegen zu treten, und Zw eilet s: 4le 
grossen Meister der Wissenschaft, die Edrspriesslicheres zu thun haben, als sich auf das Stttfum ünaplM 
Werke einzulassen, soweit diess möglich ist (und es ist immer möglich, wenn man sidi^ nur MMm giM^ 
auf seinen Standpunkt zu stellen, von dem aus das Ganze mit leichter Mibe zu fiberBeheäiebvIlBdiier 
Erf&llung dieser doppelten Verbindlichkeit ist die gegenwärtige Vorerinnenng im WeseattidMi fevidt|||M^ 
Um dem ersten Punkte zu genügen , sei es mir erlaubt der Einwendungen • die nm.fmen 4M 
einzelnen Theile der ersten Lieferung des vorliegenden Werkes gemacht hat, kurz BrwikNng: za Ikn' 
und die berichtigenden Bemerkungen beizufügen. Di^nigen unter <hnen, die mir kund gewiffdot «lAile 
dner solchen lielehrenden Berichtigung fähig sind, denn andere lasse ich ausser Acht, did fslgeiterti' 
ü^ Der Beweis der Existenz des allgemeinen Integrales einer linearen Ulf« 
ferentialgleichung der n^^ Ordnung, der in S. 3 enthalten ist, sei überflüssig, demi er 
beweist nur, dass sich das Integral mittelst der Mac-Lau ri naschen Formel in eine convergireade 
Reihe entwickeln lasse. Nun lässt sieh aber eine jede stetige Function vermittelst dieser Fermel 
in Form einer solchen Reihe wiMergeben. Der Beweis dient also nur dazu , Etwas, was man 
ohnehin sdion gewusM hat , mit bedeutendem Aufwände sdiwerfälliger Gelehrsamkeit zu ertuurten 
und ist noch äberflnssiger, als der Beweis der Möglichkeit der Ebene in der Geometrie, ab einor 
Fläche, in der jede gerade Linie ganz lii^gt, die. zwei Punkte mit ihr gemeinschaftlich hat, nd 
der offenbar nur für Leute ist , die so grimmig gelehrt sind , dass sie die Möglichkeit eines Tisoh- 
lerhobels bezweifeln können. 

Ich halte nicht für gut an diesem Orte einzugehen in dne weitlauflgere Erörterung ulrer den 
Grad der logischen Vorsicht im Deflniren, Einthdlen und Beweisen, der in einem wissensdiaftlidira 
Werke beobachtet werden soll, und begnüge mieh damit, jenem Einwände die Bemerkung entgegtn- 
zuhalt^, dass, wenn mein Beweis der Existenz des allgemeinen Integrals überflüssig ist, ans eben 
demselben Grunde auch der Beweis des Fnndamentalsatz^ der Theorie der algebraischen Gleiehnngen 
nnnöthig wird, des Satzes nämlich - dass jede höhere Gleichung mindestens Eine Wurzel habd-^ die in 
der Form p + g V — i enthalten ist; denn es ist ja die Form v + q y— 1 die allerallgeineinsle, auf die 
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sich jede Zahl bringen lasst « folglich auch die Wurzel einer Gleichung. — Es wird dem Leser nieht 

schwer teilen , den gemeinsamen logischen Missgriff, der in dieser gemeinsamen Einwendung gegen die 

Beweise der FuQdameotalsalze zweier Wissenschaften liegt, zu entziffern. Ich halte jenen Beweis um so 

weniger fSr fibwfliissig, als ich bereits Gelegenheit gefunden habe, in der Undulationslehre davon Ge- 

bmiieh zu madien, und namentlich den Beweis des Prinzipes der Erhaltung der Schwin- 

Sangsdaaer darauf zu stutzen, bin aber geneigt zu glauben, dass er etwas ausführlicher hatte vor- 

Setragen werden sollen , als diess im S. 3 des ersten Abschnittes wirklich geschehen ist , und finde mich 

desshalb veranlasst hier nachtraglieh einige Bemerkungen beizufügen , aus denen hervorgehen soll , auf 

^welchen besondem analytischen Umständen seine Nothwendigkeit und bindende Kraft beruhe : 

Jeder Differentialquotient einer convergirenden Reihe ist auch selbst im Allgemeinen eine 

oonvergirende Reihe — eine Ausnahme hievon findet nur für specielle Werthe der Veränderlichen statt, 

und in Fällen, wo die Reihe selbst an den Granzen der Convergenz steht ; folglich ist auch das Polynom 

«iner Differentialgleichung, die mit ganzen und algebraischen Coefificienten versehen ist, eine con- 

^ergirende Reihe, wenn die abhängige Veränderliche y eine solche ist. Eine jede convergirende Reihe 

r^rasentirt, wenigstens innerhalb der Gränzen, zwischen welchen sie convergirt, für jedes be- 

stinHite X einen bestimmten Zahlenwerth, und somit für veränderliche x eine bestimmte Function. 

^VTenn es daher gelungen ist, zu beweisen, dass eine convergirende Rrihe irgend eine analytische 

Stolle irgendwo spiele , z. B. einer Gleichung Genüge leiste , so ist auch die Existenz einer diese Rolle 

spldenden Function erwiesen. Dieser Satz lässt sich auf dem von mir betretenen Felde , wie ich meine, 

aaeh unkehren. Hätte nämlich die Entwicklung mittelst derMac-Lauri naschen Formel, nach PotenzMi 

voo X — o, in gewissen Fällen nur lauter für jeden Werth von x und a divergirende Reihen geliefert, wie 

etwa die folgende: l+(x — a)+1.2(a: — a)' + 1.2.3(x — a)*+ , so hätte ich daraus ge- 

sehlossen , dass in diesen Fällen das Integral nicht existire, weil, wenn es existirte, es, wie jede stetige 
Ponction, wenigstens zwischen gewissen Gränzen, durch eine convergirende Reihe ausdruckbar sein musste. 

Was kann das nun aber heissen , wenn nmn sagt, diese oder jene unendliche und convergi- 
i*ende Reihe leiste, anstatt y gesetzt, der Differentialgleichung Genüge? — doch offenbar nur, dass das 
ebenfalls convergürende Gleichongspoiynom, durch Aufhebung von immer mehr und mehr Anfangsgliedem, 
naher stets und näher der Nulle gleich werde , bei je einem späteren Gliede die Reihe für y abgebrochen 
wird, und diess ist es, was der S. 3 des L Abschnittes zu beweisen hat, und nach meinem Bedanken 
aueli wirklich beweist Und namentlich sind es die folgenden zwei analytischen Umstände, deren Vorhan- 
densein die Beweisführung ermöglicht, nämlich erstens: dass die suceessiven Differentialquotienten 
der abhängigen Veränderlichen jf, die als Factoren in den Gliedernder Mac*Lanrin*schen Reihe vor- 
koflunen, höchstens im Verhältnisse einer endlichen Zahl zum ins Unendliche wachsenden Stellenzeiger 
des Bdheng^edes zunehmen können — wäre in speciellen Fällen ein rascheres Wachsthum vorhanden, 
etwa im Verhältnisse einer endlichen Zahl zum Quadrate des Stellenzeigers, so wurde ich in solchen 
speciellen Fallen, aus der Divergenz der Reihe für jedes x — a, auf die Nichtexistenz des Integrals ge- 
schloesen haben — zweitens: die besondere Beschaffenheit der Coefficienten derMac-Lauri naschen 

a * 
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Reihe, in Folge deren die mit denselben Coeffieienten versehene Reihe für die Exponentielle ^ für 
jeden Werth von x eonvergirf. Besässe daher die Mac-Lau rin*8che Formel, anstatt der ihr eigen- 
thfimlichen, etwa Binomial-CoeflTieienten , so wäre der Existenzbeweis wieder nicht allgemein dorehia- 
fähren und hätte nur Geltung , wo die Werthe der sämmtiichen obgenannten DifferentialquotieBten eiae 
gewisse Gränze nicht überschreiten. Wenn nun die Existenz eines analjftischen Gebildes, idi mefaie 
des allgemeinen Integrals, das man eben, weil man*s in suchen genöthigt ist, voraussetsim nnisa, 
solchen speciellen Vorkommnissen, oder, besser gesagt, analytischen Grundbeziehnngen verdankt whrd, so 
ist doch oiTenbar die Darlegung dieser Vorkommnisse oder Grundbeziehungen keineswegs eine unnlfze , 
sondern vielmehr eine nothwendige Sache zu nennen. Nun enthält aber der in Rede stehende Existeiizke- 
weis nichts anderes als eben diese Darlegung, und sohin hat man das Recht ihn f&r nothwendig zu halten. 
AJ Im übrigen enthalte die erste Lieferung nichts Neues, nachdem namentlich die 
Differentialgleichung : 

bereits vor mir von L o b a 1 1 o integrirt worden ist , und zwar in derselben Form , durch be- 
stimmte Integrale , wovon man sich im Lehrbuche von M o i g n o fiberzeugen k6nne ; ein Gleitbes 
sei mit der wohlbekannten Ricca titschen Gleichung der Fall. 

Ob meine Arbeit etwas Neues enthalte, und in welchen Punkten, darüber mag die Zukonfk ent- 
scheiden; ich meinestheils furchte eher, ausser meinen Schülern, zu wenige Leser zu finden, weil icii 
zu viel Neues bringe. Ich habe die hier angeführte Differentialgleichung als ein Eigenthum von Kum- 
mer angesehen und nicht von Lobatto, und sie auch jenem Gelehrten, im S. 3 des IL Absdinittes, 
zugeschrieben, weil ich mich erinnere, vor vielen Jahren einmal deiyenigen Band von Crelle*s Journal 
zu Gesichte bekommen zu haben, der Kummer*s Aufsatz enthält, und der mich darum interessirte, weil 
ich selbst schon auf meinem Wege zum Integrale derselben Gleichung gelangt war. Ich gestehe aber gerne 
ein, dass mir die nothwendigen bibliographischen Kenntnisse nicht zu Gebote stehen, um zu entscheiden, 
ob die Priorität Kummer oder Lobatto gebühre, oder ob nicht vielleicht gar noch ein älterer Com- 
petent darauf Anspräche machen könne; ich meinestheils mache keinen darauf, und habe im IL Ab- 
schnitte meines Werkes eine Auswahl der vornehmsten bisher zur Integration gebrachten und von 
Kummer, Riccati, Liouville u. s. w. behandelten Gleichungen nur desshalb getroffen und naeh 
meiner Methode behandelt , um zu zeigen, dass diese von Allen wohl die bequemste sei, 
und dass sie in vielen Fällen ein unmittelbares Niederschreiben des allgemeinen Integrals bdnahe 
ohne Rechnung gestatte. Ich wünsche aber nicht desshalb Jemanden, auch nur im Entferntesten, in aeinem 
Eigenthumsrechte zu beeinträchtigen , und hege darum auch gar kein Verlangen , etwa deijenigen Glei- 
chung, in der die Kummer^sche als specieller Fall enthalten ist und deren Integral unter (92) S. 57 bei- 
gebracht wird, oder der (250) S. 105, von der wieder die Ricca titsche ein sehr specieller Fall ist, und 
die ich integriren lehre , oder irgend Einer Differentialgleichung, meinen Namen beizufügen ; denn, weil 
ich alle linearen Differentialgleichungen mit algebraischen Coeffieienten und 
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einige andere integriren lehre, so mfisste offenbar eine solche Bezeichnung mit meinem Namen hier ihren 
Zweck yerfdilen. Nicht einmal Einer Integrationsmethode kann ich meinen Namen vorsetzen, aus derselben 
Ursache« nämlich: weil ich nicht Eine bringe, sondern mehrere, wenn ich nicht etwa sagen will: 
PetZTaTsche Methodef Nr. i , Nr. 2 , Nr. 3 u. s. w. , was offenbar nicht gut angeht. Mit einem Worte, 
ich wünsche fiberhaupt nicht. Jemanden Unrecht zu thun, weder dadurch, dass ich sein Eigenthum mir, 
noeh dadurch, dass ich es einem Andern zuschreibe, erkläre daher gern und Ein für alle Mal, dass ich, 
^wegen meiner mangelhaften bibliographischen Kenntnisse, die ich zu erganzen gar keine Lust habe, 
in dieser Beziehung das Privilegium grosser Geister gar nichts zu lesen , wie schon oben gesagt , fSr 
■nieh in Anspruch nehmend, nichts weniger zu sein glaube als eine Infallibilitat, und finde mich daher 
veranlasst , um jedem Streite über Mein , Dein und Sein schon von ferne auszuweichen, im Vorhinein 
schon zuzugeben , dass es eine Menge Gelehrte gegeben haben mag , und noch gebe , welche alles das- 
jenige, was ich gefunden habe, beinahe auch hätten finden können, wenn sie darüber nachgedacht 
liätten. — Jüngeren Talenten jedoch rathe ich zu solchen Untersuchungen fiber imaginäre Prioritäten 
■lieht ; diese mögen sich lieber die bessere Aufgabe stellen, in den Geist einzudringen desjenigen Zweiges 
^er Wissenschaftsforschung, den ich lange mit besonderer Vorliebe gepflegt habe. Es haben schon An- 
alere vor mir bestimmte Integrale in eine Differentialgleichung substituirt , das Verfahren des theilweisen 
Snl^pirens angewendet, Gleichungen aufgelöst, vielleicht auch unendliche Wurzeln berücksichtigt; darin 
■lestdit es aber nicht , denn diess sind nur geringfügige Parzellen , einer langen Reihe von Bemfihungen 
^ntntnimen, und die im S. 2 des II. Abschnittes vorgetragene Integrationsweise von Gleichungen mit Coelfi* 
cdenten wie a + bx^ ist zwar das erste und insofeme nothwendigste, aber lange nicht das würdigste 
<Slied des Ganzen. Höhere Wichtigkeit schreibe ich dem Inhalte des vierten Paragraphes zu, welcher 
^on der Vervollständigung der erhaltenen unvollständigen Integrale handelt und 
€leni wir die ersten Keime der Formenlehre entnehmen, die ihrerseits die ganze wissenschaftliche 
Cestalt dieses Werkes bedingt. 

C) Der Werth der Integrationsmethoden ist an ihre praktische Brauchbarkeit geknüpft. Was hab* ich 
davon , wenn ich sechs Stunden rechnen muss , um Ein particuiäres Integral in drei Decimalstellen 
zu erhalten. 

Das particuläre Integral ist kein Zahlenwerth, sondern eine Function 

«iner Veränderlichen x, bei der der numerische Werth nie in Anschlag kömmt, 

inreil er sich in der Integra tionsconstante veriiert, und bei der sich*s weit mehr um die Form handelt, als 

vm den Betrag in Zahlen. Ist die Differentialgleichung die Auflösung eines mechanischen oder physi- 

Icaliselien Problems, so begreift die Form eines jeden particulären Integrals ein Naturgesetz in sich 

und Jeder weiss, dass wir oft zur Ermittlung eines solchen nicht nur gerne sechs Stunden, ja ein Jahr 

lang rechnen, sondern uns sogar zu langwierigen, kostspieligen und selbst gefährlichen Experimenten 

«itflchliessen. Wenn daher der Vorwurf des langwierigen nothwendigen Rechnens auch ein gegründeter 

ivire, 80 wäre er von keinem Belange; ich hoffe aber, man wird finden, dass meinen Integrations- 

metbdden, wenigstens in solchen Fällen wie sie die wirkHehe Wisgensehaftsforschung bietet, wo 
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ZU Grande legen kann , so ergibt sieh sehr bald , dass es nieht Eigenschaften des numerischen Werthes 
sein können, man also namentlich nicht sagen könne: ich will das particniäre Integral, welches 
zwischen die Zahlen n nnd fr fSllt, oder welches den grossten oder kleinsten Modulus hat, eben weil die 
Integrale nicht Zahlenwerthe sind, sondern Functionsformen ; man ist daher genothigt, Eigen- 
dc haften der Form in*s Ange zn fassen. Deren gibt es aber bekanntlich eine Unzahl nnd es 
liandelt sich wesentlich daram, diejenigen von ihnen heraus zu heben, welche zur Be- 
stimmung des Einen gesuchten particulären Integrales gerade zureichen, 
nicht mdir und auch nicht weniger, denn weniger wurde nicht genügen, und mehr wurde der Formen- 
lehre nieht angehören, sondern vielmehr einen Theil der wirklichen Berechnung in sich enthalten. 
Diess ist aber noch nicht hinreichend. Die Eigenschaften, von welchen die Rede ist, 
mfissen sich aus der Differentialgleichung entnehmen lassen, und zwar wo möglich 
mit Leichtigkeit, aus dem einfachen Grande, weil ja eben sonst nichts vorliegt, als die Differen- 
tialgleichung. Diese ist aber aus Differentialquotienten und Coefficienten gebaut, und druckt daher 
€>flrenbar em Verhalten der successiven Differentiaiquoticnten der Genüge leistenden Functionen aus. 
Es können daher jene Eigenschaften nichts Anderes zum Gegenstande haben, als eben das Ver- 
halten der Differentialquotienten der Functionen zu einander und es wird voraus- 
siehllich dn ähnliches Verhalten auch ahnliche den Gleichungscoefficienten aufgeprägte 
Blerkmale zur Folge haben. Hieraus spriesst die Nothwendigkeit einer ganz neuen Einthei- 
■ ong der Functionen, verschieden von der in algebraische und transcendente ; denn, wenn man 
l>edenkt, dass von den zwei Functionen logx und — die eine transcendent heisst und die andere 

X 

algebraisch, während sie doch beide einerlei Verhalten der Differentialquotienten offenbaren, welches 
4arin besteht, dass jeder folgende derselben um die Einheit in der Gradzahl niedriger ist als der 
Hiebst vorangehende, so sieht man, dass sie,* als particniäre Integrale gedacht, den Gleichungscoeffi- 
cienten nur ähnliche oder gar dieselben Merkmale aufdrücken können. Ähnliches lässt sich von 

den Functionen sagen arctangx und ^, ingleiehen von den Functionen arcsinx und 

yi — X* u. s. w. Wir sind daher zu einer neuen Eintheilung der Functionen in Klassen 

genothigt, und wenn auch der Leser dieselbe auf den ersten Anblick für überflussig, ja für unlogisch 

2a halten sich veranlasst finden sollte, weil gelegentlich Ein Eintheilungsglied als specieller Fall in dem 

andern enthalten ist, so möge er bedenken, dass sich dasselbe auch von andera mathematischen Ein- 

tteilungen der Functionen , z. B. in algebraische und transcendente , rationale und irrationale u. s. w. 

«agen lässt, und möge vorderhand die Veraicherung hinnehmen, dass die von mir aufgestellte Einthd- 

lang der Functionen fn Klassen sehr viel dazu beigetragen habe, den Weg der Forschung zu erhellen. 

Ich rechne nämlich zur ersten Klasse diejenigen Functionen der Veränderlichen x, 

welche die Eigenschaft haben , beim fortwährenden Wachsen von x sich einer Potenz if fortwahrand 

zn oihera, unter p eine endliche, übrigens aber nach Belieben positive oder negative, ganze oder 

gebrochene , reelle oder imaginäre Zahl veratanden« und folglich Differantialquotienten zu bieten , die je 

um die Einheit niedriger sind in der Ordnungszahl. > 
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Zur zweiteu Klasse rechne ich diejenigen Functionen, die, iu Bezug auf das Verbalteo 
ihrer Differentialqnotienten, die BigenschaHen dfer Exponentialgrosse e theilen, wo ^ eine der 

ersten Klasse angehörige Function ist Weiter in der Eintheilnng der Functionen zu geben, war snr 
Erreichung des vorgesteckten Zieles nicht nöthig, da höheren Klassen angehörige Gebilde als Integrale 
von Gleichungen mit algebraischen Coefficienten nicht vorkommen können ; sollte es jedoch jemals da- 
bin kommen, dass eine allgemeine, auf Differentialgleichungen mit nicht bloss algebraischen, soodera 
beliebigen Coefficienten ausgedehnte Formenlehre Bedurfniss wurde; so wird man sich genothigl 
sehen, diese Eintheilung der Functionen in Klassen fortzusetzen, wenigstens nach oben , wenn aieh nicht 
nach unten. Von der Erspriessliehkeit der EinUieilung sich zu überzeugen kostet wenig Muhe. Es 
genügt hiezu schon der folgende einfache und elegante Satz einer allgemeinen Formenlehre, 
der im S. 15, S. 286 berührt wird und so lautet: »Eine Differentialgleichung, deren Coefficienten sieb 
»höchstens zur m^" Klasse erheben, kann höchstens der (m+ 1)^» Klasse angehörige partieolare Inte- 
>grale besitzen.« 

Noch wichtiger wird die neue Eintheilung der Functionen in Klassen dadurch , dass sie die 
grosse Schwierigkeit, die sich dem Wissenschaftsforscher gleich beim Eingange in die Fermenleiire ui* 
ubersteiglich aufzuthurmen scheint, auf die einfachste Weise weghebt. In der That: was verlaagen 
wir von diesem Theile der Theorie der Differentialgleichungen? — offenbar nur die Darlegung 
des Zusammenhanges, der zwischen der Form des particularen Integrales and 
jener der Differentialgleichungs-Coefficienten besteht Nun lässt sich aber ein solcher 
zwischen zwei verschiedenen Dingen vorhandener Zusammenhang in der Regel nur erörtern, wenn man 
die Dinge selbst kennt; also wenn man entweder, von der vorausgesetzten Differentialgleichung ausge- 
hend, das allgemeine Integral derselben vollständig ermittelt, oder wenn man, von den partieularen 
Integralen ausgehend, die ihnen entsprechende Differentialgleichung gebaut hat. Ersteres ist hier nicht 
statthaft, weil es die wirkliche Integration voraussetzt, die wir nicht bewerkstelligen können, ohne 
einer bereits aufgestellten Formenlehre und könnten wir*s , so wäre ja die Formenlehre fiberflussig. Wir 
sind daher genöthigt den zweiterwähnten Weg zu gehen, d. h. nach bekannt vorausgesetzten particularen 
Integralen, die Verwandtschaft zwischen ihren Eigenschaften und jenen der Differentialgleichung , welcher 
sie Genüge leisten, zu untersuchen. Da nun aber ein coUectives, die complizirten Wirkungen mehrerer auf 
einmal wirkender Ursachen ins Auge fassendes Verfahren, dem äberall nothwendigen , und in der Wis- 
senschaftsforschung besonders wichtigen Erfordernisse der Einfachheit kaum zusagen durfte, so wird man 
ganz natürlich auf die Einfuhrung eines einzigen, neuen, particularen Integrales in eine 
Differentialgleichung von beliebig hoher Ordnung, mit noch unbestimmt gelassenen Coefficienten hinge- 
wiesen. Es ist nun wohl an und für sich klar, dass, weil das particuläre Integral aus der Gleichnng 
irgendwie wieder zu haben sein muss, auch alle Eigenschaften des ersteren durch gewisse Merkmale der 
letzteren sich nothwendigerweise verrathen müssen ; desswegen aber können doch nicht alle diese Eigen- 
schaften Gegenstand der Formenlehre sein , sondern nur diejenigen , welche die folgenden zwei Be- 
dingungen erfüllen: erstens der Diffeiwtialgleichung unverwischbare Merkmale aufzuprägen. 
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unmittelbar folgt, dass alle diejenigen Kennzeiehen« die ein neu eingefShrtes paitieaUres Integral einer 
sowohl in Bezug auf Ordnungszahl als aneh auf Coefricientcnbau annoch inbestimoiteD Differential' 
gleichung aufdruckt , auch immer unverwischbare Kennzeichen sein werden. Sodann untersuehe ieh vor 
sichtig weiter, ob dieses in Rede stehende, unveniischbare Merkmal wirklich Folge. sei der algebrai 
sehen Beschaffenheit der Function o und finde, dass diess der Fall nicht sei, sondern dass dasaelbi 
wesentlich hervorgehe aus denjenigen Eigenschaften, welche die algebraischen Functionen mit allen jeaei 
anderen gemeinschaftlich besitzen, die wir zur ersten Klasse zahlten; gleichgiltig ob sie ihrem Baa< 
nach bekannt sind oder unbekannt, und die dieselbe Gradzahl m tragen, d. h. bei dem fortwihrendei 
Wachsen von x sich einer Gränze ax^ ohne Ende nähern. Ich überzeuge mich endlich noch, dass dh 
geringste Änderung in den Eigenschaften dieser Function o, in Folge deren sie entweder zu einer aaderi 
Klasse übertritt oder auch nur die Gradzahl m wechselt, auch zu andern Merkmalen in den CoefiicienCei 
Veranlassung gebe und sage jetzt, ruckschliessend : »Wenn die Differentialgleichung dieses fewiaai 
* Merkmal ausweist, so existirt ein particuläres Integral in der Gestalt e , wo ^ nicht nothweadi( 
»algebraisch, wohl aber jedes Mal der ersten Functionenklasse angehörig und von m Dimensionen ist' 
Auf diese Weise gehe ich bei meinen Untersuchungen jedes Mal so zu sagen von einem Individno aus UBI 
kehre, ruckschliessend, zu einer ganzen Familie zurück, und, — da ich nichts zu thun habe mit nnbe 
stimmten Begriffen, wie algebraisch und transcendent , sondern nur mit solchen, die sich mit PrScisioi 
und Leichtigkeit analytisch ausdrucken lassen und die Function jedesmal ohne Zweideutigkeit dermasaei 
bestimmen, dass die Bestimmungsstucke nur ihr und keiner andern zukommen — so sind meine Bedürfnisse 
befriedigt, in so ferne wenigstens, als man diess von einer Foftnenlehre zu verlangoi berechtigt i^t 
d. h. ich besitze die analytischen Mittel mich zu erklären, welches der partien« 
lären Integrale, n an der Zahl, die der Differentialgleichung der h^«=" Ordnung 
Genüge leisten, ich kennen zu lernen wünsche. 

Nun ist es auch nicht mehr nothig die speciellen Untersuchungen, ausgehend von einen 
Individuo und zurückkehrend zu einer Familie, durch alle möglichen Functionsformen fortzusetzen ini 
Unendliche ; es genügt vielmehr hierin nur so weit zu gehen, bis alle Formen derjenigen Differentialglei- 
chungen, die man zum Gegenstande der Untersuchung gewählt hat — hier derer mit algebraiseken 
rationalen und ganzen Coefficienten, — erschöpft sind in dem Sinne, dass man einem jedei 
denkbaren Coefficientenbaue eine Gruppe von Functionen entgegenstellen kann, begabt mit vollständit 
bestimmten Eigenschaften, so zwar, dass., bei Vereinigung dieser Functionen in eine einzige Gleichung, 
nothwendig derselbe Coefficientenbau zum Vorscheine kommt. Jene Eigenschaften werden einersdtt 
allgemein sein und einer Unzahl von Functionen zukommen können, ja sogar zukommen müssen; anderer- 
seits aber von der Art, dass sie zum Erzielen der angedeuteten Wirkung nothwendig und genügend 
zugleich erscheinen. Mit andern Worten: allen mit diesen Eigenschaften versehenen Fonctionengruppeu 
entspricht derselbe Coefficientenbau in bestimmter Beziehung, z. B. in Bezug auf die Gradzahlen« and 
die geringste Änderung dieser Eigenschaften, an eine oder mehrere der Functionen angebracht, 
veranlasst auch alsogleich einen anderen Coefficientenbau. Mag also auch die wirkliche Integration , anl 
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gleichuDgen vorkommen können , bei welchen eine ähnliche Repartition , von der dem Leser ein geome- 
frisches Bild in Gestalt einer den Coeificlentenban umspannenden Polygonallinie auf S. 169 vollgeführt 
wird, mitunter auch zu gebrochenen Gradzahlen der verschiedenen, mit 9 bezeichneten Funetioneo 
leiten mnss, so erschliesse ich hieraus die Möglichkeit des Vorkommens irrationaler parti* 
culärer Integrale (ich nenne sie irrational, wenn sie, in der Form e gedacht, ein irratioiiales 
9 besitzen) in einer rationalen Gleichung und stelle in S. 9 die Bedingungen ihres Vorhan- 
denseins auf. Ihr Vorkommen ist ein gruppenweises, so zwar, dass zwei Genüge leistende Werthe 
vorhanden sein können mit Irrationalgrössen , die V^urzeln sind einer algebraischen Gleichung des 
zweiten Grades mit nach x rationalen Coefficienten , ebenso drei Genüge leistende Werthe mit Wur- 
zeln einer ahnlichen Gleichung des dritten Grades u. s. w., allgemein « particuläre Integrale, 
mit Wurzeln einer algebraischen rationalen Gleichung des «<«" Grades und es stellt sieh so heraus, 
dass Gruppen Genüge leistender Werthe von der angedeuteten Form und mit ganzen oder gebro- 
chenen Gradzahlen von 9 jeden denkbaren Coeflficientenbau in Bezug auf die Gradzahlen derselben 
zur Folge haben können — ein Umstand, der diesen Theil meiner Untersuchungen zu dnem ge- 
schlossenen Ganzen abrundet. 

Der zweite Gesichtspunkt, unter welchem die Form e der Discussion unterworfen 
wird, nimmt Bezug auf diejenigen endlichen Werthe von x, die das 9 nnendlieh oder 
unstetig machen. Hier stellt sich heraus, dass jeder Nenner von o wie (x — a)^ als Factor 
im allerersten Coeflficienten der von Brüchen befreiten Differentialgleichung vorhanden sein niusse; 
dass sich derselbe von dem ersten auf die folgenden Coefficienten sogar fortpflanze, wenn es dergleichra 
particuläre Integrale mehrere gibt ; dass man , in Beziehung auf die Zusammensetzung der Coefficienteo 
aus einfachen Factoren, einer ähnlichen Etiquette wie bei den Gradzahlen der Coefficienten begegne, 
von der ebenfalls ein geometrisches Bild in Gestalt einer Polygonallinie auf S. 187 geliefert wird, die 
sich von der früheren wesentlich darin unterscheidet, dass sie gegen die Abscissenaxe konvex ist« 
während jene konkav war. Auch hier ergeben sich mitunter gebrochene Repartitionszablen 
als Werthe des mit m bezeichneten Exponenten, also irrationale Formen von 9, die, genau sof 
dieselbe Art wie im frühem Falle, gruppenweise vorkommen und es zeigt sich auch hier wifider, dass 
Formen wie 2( = 6 mit rational oder irrational gebrochenem o, in eine Differentialgleichung ver- 
einigt, jede beliebige Zusammensetzung der Coefficienten ans einfachen Factoren zur Folge haben können, 
wodurch sich auch dieser Theil der Untersuchung zu einem geschlossenen Ganzen abg^nzt. 

Da sich aber Fälle häuflg ergeben werden, wo unter den Gradzahlen der verschiedenen ^*s 
oder unter den m genannten Exponenten einander gleiche vorkommen, man sogar viele Gleichungen 
linden wird , wo sie alle gleich sind , so ist ihre Kenntuiss der Formenlehre zwar nothwendig, aber 
nicht in allen Fällen genügend und es wird unerlässlich noch andere Merkmale der Functionen 9 aufzo- 
suchen, durch die sieh die particulären Integrale von einander unterscheiden. Gleichwie man nun bei 
der Discussion der Curven höherer Ordnungen zweckmässig nach ihrem Verhalten in sehr grossen Entfer- 
nungen vom Anfangspuncte der Coordinaten, nach ihren ins Unendliche gehenden Asten, nach den 
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Dicht fäglich Gegenstand der Formenlehre sein IcSnnen, indem dieselbe ihrer Natur nach die ertleiu 
vorherrschenden Bestandtheile der Integrale ins Ange za fassen hat, während die geschlossene Form Mf 
das Verschwinden der späteren und spätesten Bestandtheile beruht Allein das Integriren einer Dfffereft- 
üalgleiehnng ist wie gesagt ein Discutiren der Integrale ; diese verändern aber ihre Form oft wesentlidi 
bei der geringsten Veränderung der in der ersteren vorkommenden constanten Parameter und bieten , wie 
die Bilder eines Kaleidoscops , die mannigfaltigsten Gestalten dar. Unter solchen Umständen ist n tiiier 
vollständig durchzufahrenden Discussion eine einzige Form nicht immer zureichend and man ist genStUgf« 
deren mehrere zu Hilfe zu nehmen. Jede wird dann einem andern Zwecke vorzugsweise zusagen: 
die eine die geometrische Anschauung begünstigen, die andere der numerischen Berech- 
nung Vorschub leisten, die dritte den Zusammenhang zwischen allen übrigen Formell 
vermittein, die vierte nur das Ergänzungsglied liefern u. s. w., und es ist daher unerlässlich , alle 
diejenigen Formen in den Kreis der Untersuchung zu ziehen, die, nach den Ergebnissen unserer analyti* 
sehen Erfahrung, Einen der erwähnten Vortheile geboten haben. Diess sind aber, ausser der bereits zar 
Sprache gebrachten Form 2( = e , die Formen des bestimmten Integrals, des Differen- 
tialquotienten mit allgemeiner Ordnungszahl und, damit auch etwas gethan sei, um das 
Integriren in geschlossener Form vorzubereiten, die Form des unbestimmten Integrales. Ich 
Gnde hier zunächst, dass man die Integration einer Differentialgleichung der ii^" Ordnung mit Coeffi- 
cienten vom m^" Grade abhängig machen könne von der Integration einer Differentialgleichung der wf^ 
Ordnung mit Coefficienten vom n^« Grade und nenne die letztere die Hilfsgleichnng der ersteten. 
Diese Hilfsgleichung unterwerfe ich der Untersuchung unter denselben drei Gesichtspunkten wie obea, 
nämlich: in Bezug auf das, was aus den Gradzahlen der Coelficientcn folgt, was die Zusammensetzang 
derselben aus einfachen Factoren lehrt und was sich aus der Beschaffenheit eines Exponenten wie k ergibt. 
Ich gewahre zuvörderst, dass die Ansteigungen in ihr die reciproken Werthe der Ansteigungen in der 
vorgelegten Gleichung seien, nur wie natürlich entgegengesetzt, nämlich dem oben angegebenen Btiquette- 
Gesetze entsprechend, angeordnet. Ich erschliesse femer, dass die pnrticulären Integrale der Vorgelegten 
gruppenweise aus jenen der Hilfsgleichung hervorgehen können, in Gestalt von bestimmten Integi^l^, 
zwischen Gränzeu und oo, deren in der Regel so viele an der Zahl vorhanden sind, als die Ansteignngea 
der Hilfsgleichung insgesammt Einheiten betragen und mit gewissen Beziehungsgleichungen zwischen den 
Integrationsconstanten. Eben so Idte ich, in der Regel wenigstens und mitbestimmten Ausnahmen« ans 
jedem Factor des ersten Coefficienten der Hilfsgleichung Ein Integral der Vorgelegten ab, in Gestalt eines 
Differentialquotienten mit allgemeiner Ordnungszahl. Endlich suche ich den Zusammenhang, der zwisehen 
allen den zur Sprache gebrachten Formen und dem unbestimmten Integrale besteht, und die Rolle darzn- 
legen, die letzteres, hauptsächlich beim Integriren in geschlossener Form, spielt — und diess wäre denn, 
seinen äussersten Umrissen nach, der Inhalt des Abschnittes, den ich gegenwärtig der Lesewelt voriqpe. 
Damit jedoch der Leser in der Vielheit der Betrachtungen , aus denen gleichwohl am EndiP 
nur eine einfache practische Regel des Verfahrens als Resultat hervorgehen muss, wenn die Formenlehre 
ihren Zweck erreichen soll, nicht ermüde, damit er, Hand in Hand mit dem Verfasser, im steten 



XVI Vorerinnerung zur Formenlehre. 

von welchen mithin die Wurzeln Fundionen sind. Für solche Gleichungen nun hatte die bisherige alge- 
braische Analysis , so weit mir noch bis vor Kurzem bekannt war , weder Formenlehre noch Auflosungs- 
metlioden. Es war daher unumgänglich nothwendig solche zu bilden. Ich habe diess auch insoferne 
gethan, als es zu dem von mir verfolgten Zwecke unerlasslich war, und auch meinen Fund vor zwei 
Jahren zum Gegenstande meiner Vorträge an der hiesigen Universität gemacht, in einer Weise, deren 
Grundzuge in S. 14 , S. 272 u s. f. angedeutet sind. Erst zu Anfange dieses Jahres ist mir aus dem 
nachgelassenen Werke Fourier^s: Analyse des eqtiations determinees y und zwar aus dem am 
Eingange desselben stehenden Expose synoptique die Überzeugung geworden , dass dieser grosse Ma- 
thematiker sich mit demselben Gegenstande nicht nur angelegentlich beschäftigt habe , und zu denselben 
Resultaten gelangt war , wenn er ihnen gleich einen anderen Ausdruck gibt , und muthmasslich zu ihrer 
Auffindung einen g-anz anderen uns nicht bekannt gewordenen Weg gegangen ist, sondern dass noch 
uberdiess mit seinem Tode noch andere werthvolle wissenschaftliche Schätze , namentlich eine ThiH>rie 
der Ungleichungen — analyse des inegalites — verloren gegangen seien, und es scheint, dass 
die Andeutungen Pourier*s, bei seiner bekanntlich ganz eigenthiimlichen Geistesrichtung, steinen 
Nachkommen unverständlich waren , daher auch zur WiederaufTlndung der verlorenen Spuren niemand 
leiteten und auch uns nicht geleitet hätten, wenn wir nicht zufallig, bereits in dem ähnlichen Ge- 
dankengange befangen , und mit der Kenntniss eines Theiles ausgerüstet gewesen wären. Ich habe nun 
die doppelte Freude meinen Lesern eroifnen zu können, dass fürs Erste die in dem Expose synap^ 
Kque angemeldeten durch Fourier*s Tod verloren gegangenen Resultate vollständig und muthmasslich in 
einem höheren Grade der Entwicklung wiederaufgefunden seien, und Zweitens dass die Wiederauffin- 
dung gerade einem meiner talentvollsten Schuler: Herrn Dr. Ignaz Heger gelungen sei. Mir ist hier- 
durch, vielleicht ausnahmsweise, die Befriedigung, die höchste für einen Lehrer, zu Theil geworden, 
zu sehen, wie das von mir auf einem mit Schwierigkeiten übersäten Felde Aufgefundene, zeitiger und 
bereitwilliger als gewöhnlich, von der jüngeren Generation mit regem Eifer erfasst, und zum femereu 
Gedeihen der Wissenschaft wirksam ausgebeutet wird. 
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Formenlehre. 



s. 1. 

Grandbegriffe der Foraienlehre, Eintheilong der FunetioneD. 

Die im ssweiten Abscbnitte dieses Werices vorgetragene und auch in allen Fallen, die sich darbieten 
icöBnen, vollkommen ausreichende Methode , lineare Differentialgleichungen von beliebiger Ordnung und 
mit Coeificienten von der Form a+bx^ nebst einigen anderen die sich darauf zurfickffihren lassen, 
za integriren, muss wohl ganz natürlicherweise die Hoffnung und mit ihr den Wunsch rege machen, 
dasselbe für andere Differentialgleichungen von linearer Form zu leisten, deren Coefficienten algebraische, 
rationale und ganze Functionen der unabhängigen Veränderlichen sind. Nachdem uns aber die in eben 
diesem zwdten Abschnitte gewonnene analytische Erfahrung gelehrt hat, dass die particulären Integrale, 
ans weldien sich daa allgemeine zusammensetzt, unter gar mannigfaltigen und sehr wesentlich von 
einander verschiedenen Formen vorkommen .können : unter der einer algebraischen , exponentielien 
Function, eines bestmimten oder unbestimmten Integrales, eines DiSerentialquotienten mit allgemeiner 
Ordnungszahl, Formen die sich gegenseitig ausschliessen in dem Sinne, dass,. wenn die eine unbrauchbar 
wird dadurch, dass sie Analogie gewinnt mit einer divergirenden Reihe, zumeist allsogleich die andere, 
als einem solchen Übelstande nicht unterworfen , sohin brauchbar auftritt : so lässt sich denn erwarten, 
dass Gleichungen mit complizirter geformten Coefficienten noch viel mannigfaltiger geformte particuläre 
Integrale besitzen werden, wahrscheinlich sogar in Gestalt von Functionen, die von den eben erwähnten 
wesentlich verschieden sind und von denen wir vorderhand noch gar keine Anschauung besitzen. 
BemerkeQ wir zudem noch , dass es nothwendig war , um zur Integration der im zwdten Abschnitte 
behandelten einfachen Gleichungsform zu gelangen, eine glückliche Voraussetzung zu machen hinsichtlich 
der Form der Genfige leistenden particulären Integrale, so drängt sich uns die Vermothung auf, dass 
auch bei anderen Differentialgleichungen nur eine vorläufige Kenntniss der Form zum Ziele fuhren könne 
und hierdurch tritt uns auf einmal die Nothwendigkeit und zugleich die Schwierigkeit einer Formen- 
lehre vor Augen, d. h. eines Inbegriffs von Lehrsätzen, welche den Zusammenhang 
Zwilchen der Form der Gleichung und jener der Genüge leistenden particulären 
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Integrale erörtern und die wenigstens auf den ersten Anblielc etwas UmnSglicbes seheint, ans der 
einfachen Ursache, weil diess ein Zusammenhang ist, zwischen etwas vollkommen Bekanntem nnd 
etwas ganz und gar Unbekanntem, so zwar, dass möglicherweise und gelegentlich das Letztere nidit 
einmal in den Bereich der in der Analysis üblichen Formen fällt. 

Keinem Abschnitte dieses Buches ist eine Einleitung wichtiger als dem gegenwärtigen, eine 
Einleitung , die den Leser wo möglich mit Einem Male auf den Standpunkt des Verfassers stellen , Onn 
die eigentlichen Bedürfnisse der Analysis in Bezug auf Differentialgleidiimgen ins Gedächtniss rufen 
und auf Grundlage derselben darthun soll, was er sich unter einer Formenlehre allenfalls vorstellen 
und was er von einer solchen erwarten könne , damit ein jeder der folgenden Paragraphe als die 
Befriedigung einer Erwartung enthaltend erseheine und das Dunkel, welches derzeit noch über den 
Differentialgleichungen lagert, sich allmählig aufhelle. Hiebei ist es aber von Wichtigkeit, im Allge- 
meinen auf diejenigen Fälle hinzuweisen , in welchen man auf lineare Düferentialgleiohungen stösst und 
auf den practischen Zweck, den man durch die Integration derselben za erreidien wünscht. 

Gewöhnlich sind es Aufgaben der Mechanik oder mathematischen Physik, welche zu linearen 
Differentialgleichungen führen. Die lineare Form rührt daher, dass die abhängige VerinderUeke ent- 
weder die Bedeutung einer Störung, d. h. sehr kleinen Correction des Elementes einer bereits aanihe- 
rungsweise bestimmten Bahn , oder die einer ebenfalls sehr kleinen Entfernung aus der Ruheb^ bei 
schwingenden Bewegungen von kleinen Amplituden hat, dass sohin diese Verinderiiehe sowohl, ata 
auch ihre sämmtlichen Differentialquotienten, wo nidit alle, doch mindestens die welche in der Glei- 
chung erscheinen , als sehr kleine Grössen der .ersten Ordnung angesehen und demzufolge alle Glieder 
von mehr als Einer Dimension nach denselben in erster Annäherung weggelassen werden. Diese Form 
ist daher keine ganz und gar in der Natur der Sache liegende, sondern theilweise au^ rine durch 
unsere subjeetiven Bedürfnisse bedingte, oder, so zu sagen, dnreh unser eigenes Unvermögen: com- 
plizirtere Wirkungen einer zusammengesetzten Ursache mit Einem Blicke zu überschauen, wesentHeh 
hervorgerufene. Dieses Unvermögen ist es , welches uns diese Ursachen sowohl , als auch jene Wir- 
kungen zu classifiziren nöthigt und es hängt wesentlich von dem bei dieser Classification zu Grunde 
gelegten Eintheilungsprinzipe ab, ob wir damit unsem Zweck erreichen oder verfehlen. Diese Differen- 
tialgleichungen sind ferner grösstentheils partielle, die Coordinaten und die Zeit als unabhängige 
Veränderliche enthaltend; der einfachste Fall ist der, wenn eine einzige Coordinate x und die Zeit t 
als unabhängige und noch etwa eine Verschiebung aus der Ruhelage y, die als Function von x und t 
angesehen wird, nebst ihren Differenüalquotienten , als abhängige Veränderliche in der GMehing 
erschdnen. Meist lassen sich die complizirteren Fälle von mehreren partiellen Gleichungen, mit mdi- 
reren abhängigen und unabhängigen Veränderlichen, auf diesen einfachsten zurückführen und dieser 
einfachste gestattet femer noch eine weitere Vereinfachung durch die Verwandlung in eine gewöhnliche 
Differentialgleichung mit nur zwei Veränderlichen: eine abhängige und eine unabhängige, weldie 
dadurch bewerkstelligt wird, dass man das Integral in Form eines Produktes voraussetzt aus einer 
reinen aber bestimmten Function von t, in eine reine aber noch unbestimmt gelassene von x. Jeden- 



Formeniehre. 139 

fidls aber liegt der beiweitem grosseren Mdirzahl ven liHearen Differentialgleichungen die Voraussetzung 
zu Grande, dass alle in derselben enthaltenen Differentialqnotienten der abhängigen Veränderlichen, 
den 0^" nicht ausgenommen, sehr kleine Functionen von x seien. Es drängt sich uns daher hier eine, 
sowohl allgemein als auch speciell, in Bezug auf die Anforderangen , die man an die Formenlehre 
stellen kann, wichtige Bemerkung auf, nämlich: Die Integration einer linearen Differen- 
tialgleichung kann nur die Gesetze der kleinen Bewegungen liefern und diejenigen 
der sich etwa darbiethenden particulären Integrale, welche die Eigenschaft besitzen, für gewisse end- 
liche oder unendliche Werthe von x sehr grosse oder gar unendliche Werthe anzunehmen, sind ent- 
weder ganz oder mindestens zum Theile , als mit den in die Rechnung niedergelegten Voraussetzungen 
im vndersprache stehend, zurückzuweisen. Hat daher das fragliche particaläre Integral 4le Eigenschaft, 
ffir^ massige Werthe von x und in der Nähe der Erregnngsstelle einen unendlichen Werth zu bekom- 
men, so wind man daraus nicht auf Excursionen sehliessen von unendlichen Amplituden, sondern nur 
darauf, dass man an dieser Stelle zur Annahme der linearen Form noch gar nicht berechtigt war. Hat 
dasselbe particaläre Integral -hiebei noch die Eigenschaft, für grossere Werthe von Xy respective für 
grBssere Entfernungen von der Erregungsstelle, stets sehr klein zu bleiben, so wird man es jeder- 
zeit als brauchbar, d. h. als den analytischen Aasdruck der Bewegungsgesetze in solehen grosseren 
BotferBungen enthaltend , ansehen können ; particuläre Integrale hingegen , welche mit x ins Unend- 
liche wadisen, wird man wohl als Auflösungen der Differentialgleiehung,, oder aueh als AuflSsungen 
irgend eines anderen Problemes, das zu derselben Differentialgleichung fuhrt, ansehen können, aus 
der Reihe der Aufläsungen des vorliegenden Schwingungsproblemes hingegen streichen müssen. Hieraus 
ergibt sich unmittelbar die nicht unwichtige Folgerang, dass dicjjenigen Formen der Integrale, die 
ihrer Natnr nach geeigneter sind, den Vorgang, in- grosseren Entferaungen von der Erregnngsstelle 
darznstdlen, vor anderen, hiezi minder oder gar nicht geeigneten, den Vorzug verdienen. So gebührt 
z: B. der nach absteigenden Potenzen der unabhängigen Veränderlieheu geordneten unendlichen Reihe, 
unter übrigens gleichen Umständen , unbezweifelt der Vorrang vor einer anderen , deren Glieder nach 
aufsteigenden Potenzen geordnet sind. 

Gegenfiber den Bedurfhissen der Mechanik und Physik lässt sich hieran noch eine zwdte Be- 
merkung anschliessen, nämlich : Die Int^ration der-Differentialgleichungen ist nicht Zweck, sondera nur 
Mittel zum Zwecke, der eigentliche Zweck aber ist Auslegung jener gewaltigen Geistersprache, die in den 
DifferentialgleichaBgen liegt und Zerlegung des vielumfassenden Naturgesetzes, das in einer solchen ent- 
halten ist, in ihre einfachsten, dem menschlichen Auffassungsvermägen am leichtesten jBugängiichen 
Bestandsatzungen. Konnte dieser* Zweck erreicht werden ohne Integration vermittelst ' der Differential- 
gleichung selber, so wäre das Integriren der letzteren nutzlos, so wie es wenig nutzbringend ist in 
allen deiqenigen Fällen, wo das -gewonnene Integral eine Form hat, kraft deren ihm keine grössere 
Dnrebsichtii^eit inwoknt, als der Differentialgleichung, z. B. die Form einer Reihe, geordnet nach 
anftteigenden Potenzen der Veränderliehen. — Es wird nicht nnnfitz sein, wenn wir nns an dieser 
Stdie über den Werth der letzterwfflinten Reihenfom ausführlicher aussprechen : 
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NMk des Eifebninen des ersten Abschnittes dieses Werkes, i. 3, in dem der Beweis der 
BdBleii des allgeoieinen Integrals enthalten ist, kann Jeder Differentialgleiehang von der Form: 

<•> X^ y^») + X^, y(»-?) + + -X, y' + JC, y = 



W 



Genige geleistet werden durch einen Aasdruck von der Form: 

y = <?! yi + <?. y. + c, y, + + c« y«. 



wo C|, C,, Cji willkürliche Constanten, y^, y, y,, hingegen Functionen von x bedeu- 
ten , deren jede für sich die Eigensdiaft besitzt , die Differentialgleiehung zu erfüllen. Diese letzteren 
sind keineswegs Functionen von ganz bestimmtem unveränderlichem Werthe, sie können vielmdir auf 
unendlich viele verschiedene Arten durch andcHre und andere ersetzt werden, die man aus einer Haupt- 
gruppe derselben sammtlich erhalten kann durch Multiplication mit beliebigen constanten Factoren und 
Addition. Nun ist es der Differentialgleidiung zwar gleichgiltig , welche der unendlidi vielen verschie- 
denen Combinationen man als allgemeines Integral ansehen will, dem menschlichen Auffassungsvermögen 
hingegen ist so etwas ganz und gar nicht gleichgiltig; dieses wird sich viebnehr aus allen den unzih- 
ligen Combinationen gerade diejenige heraussuchen , in welcher die Bestandtheile y« , y, , ... y« mit 
dem allerhöchsten Grade der Durehsiehtigkdt begabt sind, es wird das Heterogene lu sondern, das 
Homogene zusammenzustellen streben und unter den möglichen Formen der particulären Integrale die- 
jenigen bevorzugen, die, so sie vorhanden sind, bei der unmittelbaren Ansicht allsogleich geometrisch 
construirt vor das Auge des Geistes treten« Wenn daher Eines der particulären Int^rale sieh prisen- 
tirte als die Summe von zweien oder mehreren wesentlich von einander verschiedenen Ausdrucken und 
sich eine Zerlegung machen lässt in die einzelnen Bestandtheile, jedoch so, dass ein jeder derselben 
für sieh der Differentialgleichung Genüge leistet, so wird eine Integrationsmethode, in deren Natur 
eine solche Zerlegung liegt, jedesmal den Vorzog verdienen. Dagegen wird jede andere Methede, die 
ihrer Beschaffenheit nach Ungleichförmiges zusammenwürfelt und die Mischung mit dem dunklea Sdileier 
einer gemeinschaftlichen. Alles umfassenden Form bedeckt, keinen grösseren Nutzen gewahren, als 
die eboifalls Alles auf einmal sagende Differentialgleichung selbst und hierin liegt die erste grosse 
Unvollkommenhdt der Integrationsmethode durch Reihen, die nach aufsteigenden Potenzen der Ver- 
anderüehen geordnet rind. Hievon überzeugt man sich am besten, wenn man bedenkt, dass in d«r 
Gleichung (2), so wie sie durch den Vorgang der Reihenentwicklung, nadi aufsteigenden Potenien 
voa X — Uy erhalten wird, die Constanten JC^ , C« , ... C„ mit den Differentialquotienten des allge- 
meinen Integrales: y% yf % jf\ • • • • y^"~^^ für x^=a^ d. h. nach den Bezeichnungen in i. 3 des L Ab- 
sdmittes, S. 6, mit den Grössen y, /, f^ .... y^*^'' zusammenfallen, woraus unmittelbar folgt, 

dass die, gleichfalls in Reihenform erscheinenden yt, y«, yn bi (^)* ^^ der Rq[el,.dmi saiuit- 

lichen einfadisten Auffösungen der Differentialgleichung (die man particnlare Integrale im enge- 
ren Sinne des Wortes nennen könnte) Zugehöriges enthalten werden. Denn, gesetzt dn FkU: 
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p^B,%, + B,%.+ +B^»^ (3) 

sei die darchsicbtig^te Form des allgemeinen Integrales ; die Bestandtheile desselben : «i , «, , — %„ 
seien darin naeh ihren Hanpteigenschaften sortirt, so dass jeder von ihnen unmittelbar, bei der ersten 
Ansieht , das lichtvolle Bild einer anderen und anderen elementaren Bewegnngsweise hervorraft , so 
finden sich offenbar, in der Regel, in der Form (2) alle diese lichtvollen Bilder bis zur volligen 
Unkenntlichkeit nntereinandergemischt vor, denn es wird: 



y = C, = B, z, 4- B, Ä. + + B„z„ 

y ^C, = B, z\ 4-B, z; + + B^ K 

y" = c. = B, < +B,z: + +Bn*; (*) 

y(-o = C„ = B, z^r'^ + B. zi-*) + + B„ zjf-' 

sein, unter z, z', z'\ ... z^^^^ daqenige verstanden, was aus », s', «^, ... »^"^^^ wird, wenn 
man a anstatt x substituirL Dttikt man sich nämlieli audi »i , »t # • • • • «n naeh aufsteigraden Poten- 
zen von X — a in Reihen entwickelt, so werden die Glieder dieser Reihen sich unter die y^ , y, , y„ 

genannten particulären Integrale in der Art vertheilen , dass alle ersten von x — a fireien Glieder 
dem jf t « alle mit der ersten Potenz von x — a verknüpften dem y, < alle mit (x — a)* dem y^ u. s. w. 
zufallen , eine Vertheilungsweise, die offenbar in den meisten Fällen die Klarheit der Anschauung sehr 
beeinträchtigen muss. 

Hiezu tritt noch der Umstand« dass die in Rede stehenden, nach aufsteigenden Potenzen von 
X — a geordneten Reihen für y ^ , y, , • . . • y^ , in der Regel nur eonvergiren für solche Werthe von x^ 
die sehr nahe an a liegen » dass man also im Grunde nur das Bild von einem sehr kleinen Stfieek 
deijenigen Curve erhalt, welcher die Gleichung y s= y^ oder y = yt u* s* w. angehört« Es ist nun 
freilieh wahr, dass man dem a der Reihe nach alle aus der arithmetischen Reihe : 0, b, 2b, 3b, — 
gmommenen Werthe ertheilen kann, und so mit Hilfe snecessiver Constantenbestlmmungen ein Stuck 
nach dem anderen und sohin endlich die ganze Curve zu gewinnen vermöge ; diese ist aber nur eine 
theoretische Möglichkeit, ein praktisches Verfahren kann es um so weniger sein, als mau, zur Durch- 
führung solcher Rechnungen, selbst die constanten Parameter, die in der Differentialgleichung vor* 
kommen , mit bestimmten numerischen Werthen zu versehen genöthigt wird. Hätte endlich demunge- 
aehtet ein Rechner sich über alle diese Schwierigkeiten hinausgesetzt, so wäre in den meisten Fällen 
eine scheinbar ganz regellose Curve die ganze Frucht seiner Bemühungen. 

Es war nothwendig hier das völlig Nutzlose der Integration der linearen Differentialglei- 
elmngen durch solche Reihen, in Bezug auf den Zweck: Erkenntniss der in denselben liegenden 
Naturgesetze, umständlieh zu erörtern, weil wir jetzt nur mehr die geraden Gegentheile der aufge- 
zählten Unzukömmlichkeiten in Einem Begriffe zu vereinigen brauchen , um das .Musterbild einer voll- 
konmneren und zwedcmässigeren Integrationsmethode vor Augen zu haben. 



1^ lU. Abschnitt 

Ntuen ttu akn* soldie Reihen bei der lategration der Differentialgleichiingen Nichts, eben 
%t4i ^ 4iUi^ M^jjidiei Fandionen darzo8te|len geeignet sind und sohin die möglichen Eigensehaften aller 
in iImm« t»$a«nenlies8en , so sind wir offenbar genöthigt, nns an andere mit specielleren Eigen- 
$cWh« rersfhene Fanctionen zu wenden, die, eben ihrer specielleren Eigenschaften wegen, unserem 
AüM^liaiingsvermogen zugangiger sind. Die versehiedenen Gattungen dieser letzteren in der Differen- 
tialgMehnng selbst von einander zu sondern, ihre Anwesenheit zu erkennen, sie zu sortiren und zur 
wirklichen Berechnung zurechtzulegen, ist nun die Aufgabe der Formenlehre. Eine Einlheilung 
der Functionen in Glassen und Ordnungen ist hiebei eine sehr wichtige Sache und es hangt 
die ganze Gestaltung der Formenlehre zu einem lichtvollen Ganzen sehr wesentlich von dem Prinzipe 
dieser Eintheilung ab. 

Bekanntlich theilt die Analysis ihre Functionen zuerst ein in algebraische und transeendente, 
die algebraischen in rationale und irrationale, ganze und gebroehene; diese * Einthdlungsweise in aller 
Strenge beizubehalten, würde aber auf dem gegenwärtig von uns betretenen Felde nicht zweckmässig 
sein. Nach dem hier adoptirten Eintheilungsgrunde nämlich, sind alle Functionen als mit zweieiig 
Eigenschaften begabt anzusehen, die wir von einander zu sondern und auch in gegenseitiger Verbin- 
dung zu betrachten genöthigt werden: 

A) Eigenschaften Bezug nehmend auf unser subjectives Auffassungsver- 
mögen und kraft deren die Functionen ein mdir oder minder lichtvolles geometrisches Bild bei uns 
erwecken. Hier werden wir veranlasst, diejenigen obenan zu stellen, bei denen ein solches Bild 
schon durch die uiunittelbare Ansicht gewonnen wird, die anderen aber, bei welchen zu diesem 
Zwecke minder oder mehr weitläufige Rechnungsentwicklungen benothigt werden, nach Massgabe 
dieser letzteren, tiefer in den Hintergrund zu stellen. Man könnte den Zweig der Formenlehre, der 
sich mit diesen Eigensehaften befasst, die subjective Formenlehre nennen. Diese hier erschö- 
pfend zu behandeln, ist der Ort nicht, nachdem die gesammte analytische Geometrie und grossere 
Parlhien in mehreren anderen mathematischen Wissenschaften nur ein Theil davon sind; wir sind 
vielmehr genöthigt sie als grösstentheils schon gegeben vorauszusetzen und lediglich ihre Verbindung 
mit der dem vorliegenden Gegenstande specifischen Formenlehre zur Discussion zu bringen; 

BJ Eigenschaften der Functionen, die sich in der Differentialgleichung 
abbilden, in deren Integralen sie zu erscheinen vermögen. Von diesen Eigenschaften stehen diejenigen 
in erster Reihe, welche den Gleichungscoefficienten am leichtesten erkennbare und wo möglich auf den 
ersten Bilde in die Augen fallende Merkmale aufprägen. Die anderen, zu deren Erkenntniss wir durch 
Rechnung geUingen, treten hier wieder, nach Massgabe der Weitläufigkeit derselben, mehr und mrtir 
in den Hintergrund. Weil nun aber in der Differentialgleichung die Differentialpotienten der Genüge 
leistenden Functionen vorkommen, so ist schon im Voraus zu erwarten, dass zwar die ganze Genige 
leistende Function mit allen ihren Eigenschaften in der Gleichung abgebildet erscheinen werde, dass aber 
vorzugsweise diejenigen von ihnen, welche das unmittelbare gegenseitige Verhalten der Aifferentiil* 
quotienten zu einander zum Gegenstande. haben, am allerleichtesten aus dem Coefilcientenbaue eriren* 
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kir sein werden , nnd das« alle Functionen, bei denen das Veriialten der Differentialquotienten zu ein- 
ander ein ahnliches ist , den Coefficienten ähnliche oder dieselben Merlanale aofdrfidcen werden. Wir 
reehnen demgonass alle algebraischen Fnnctionen, den Logarithmas und die KreisbSgen, deren irgend 
eine trigonometrische Linie groben ist, wegen des ähnliehen gegenseitigen Verhaltens der Differen- 
tiaiqnotienten , zu einer und derselben Familie. Auch ist es klar, dass wir unter allen Functionseigen- 
sdmften demjenigen den Vorzug zuerkennen müssen, deren Abdruck in der Differentialgleichung durch 
ähnliche oder entgegengesetzte Eigenschaften anderer Functionen nicht yerdunkelt , oder verwischt 
worden kann. Schreiten wir nach diesen Auseinandersetzungen zur wirklichen Ciassifieation der 
Functionen: 

Erstens. Die algebraische Ganze Function von a:, oder das, nach absteigenden 
Potenzen, von x, mit ganzen, positiven Exponenten geordnete Polynom. Seine Haupteigenschaften in 
Beiug auf die subjective Formenlehre sind folgende: 

1. für jeden endliehen Werth der Veränderlichen x, erhält es ebenfalls einen endlichen Werth; 

2. wenn x eine gewisse, endliche, leicht angebbare Zahl numerisch. überschriet, so geräth die 
Function in den Zustand des unendlichen Wachsens und ändert dann ihr Zeichen nicht mehr — 
ein Wachsen, welches nach der positiven oder n^tiven Seite hin stattfinden und sich dem- 
jenigen der höchsten Potenz von x fortwährend nähern wird. 

In Bezu{^ auf die objeetive Formenlehre beben wir folgende Haupteigenschaft . her- 
vor : Ist die Anzahl der Dimensionen der Function m , so ist die ihrer successiven Differentialquotien- 
ten der Reibe nach: 

»I , m — 1 , tn — 2 , V • • i • 0- 

Ertheilt man daher der Veränderlichen x einen unendlichen Werth ti, so werden die ersten (m— 1) 
Mfferentialquotienten ebenfalls unendlich und diese angenommenen unendlichen Werthe gehören bezie- 
hungsweise den Ordnungen folgender Grossen an: 

tl"*, V^'\ W"»-' II. 

Das ganze Polynom ist aber nicht die einzige Function, welche diese Eigenschaften beutzt; diese 
kommen vielmehr noch vielen anderen Functionen zu, welche sich gar nicht durch ein ganzes Piriynom 
ausdrucken lassen, ja nicht einmal durch eine nach absteigenden Potenzen von x geordnete conver- 
girende Reihe, sondern nur etwa durch ein bestimmtes Integral, oder eine andere vielleicht nicht ein- 
mal bekannte Form — wir rechnen sie alle zu einer und derselben Gattung. Sie erwecken sämmtlich 
bei ilirer unmittelbaren Ansicht in uns dasselbe geometrische Bild aus der einfachen Ursache, weil es 
eben die genannten Eigenschaften sind, die dem Bilde zu Grunde li^n; sie prägen den Gieichu^fs- 
eoefidimiten dieselben Merkmale auf, wegen des ähnlichen Verhaltens ihrer Differentialquotienten, sie 
untoaebetden sich vielleicht dmceb andere weiter in den Hintergrund tretende Merkmale sehr wesent*' 
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lieh, diese bedingen aber nur etwa eine mehr oder minder ersdiwerte wirldiche Berechnvng, die Icein 
eigentlicher GegenstiokL dir obiteeüven Formenlehre ist 

Wir bemericen hier gleich efai für allemal, dass darrh den einfachen hier gemaditen Sehritt: 
die Erhebung nämlich derjenigen Eigenschaften, die einer speciellen Pnnetion 
zukommen, zn allgemeinen Unterscheidongsmerkmalen einer ganzen, grossen 
Familie, die gleich Eingangs erwähnte Schwierigkeit der Formenlehre, als eines Inbegriflb Ton 
Lehrsätzen, die das vollkommen Bekannte mit dem völlig Unbekannten verbinden, wegfalle. 

Zweitens. Der algebraische, rationale Bruch, enthaltend ein ganzes Polynom 
im Zähler und ein eben solches im Nenner. Diese Fonctionsform hat mit der früheren die Eigensdiaft 
gemeinschaftlich, von einem genügend ffross gewählten Werthe von x angefangen, das Zeichen beizu- 
behalten ; bei dem unendlichen Wachsen der Veränderlichen geräth sie entweder in den Znstand des 
unendlichen Zu- oder Abnehmens und nähert sich in ihrem Verhalten einer Potenz von x die man 
bekömmt, wenn man das erste Glied des nach absteigenden Potenzen geordneten Zählers, durch das 
erste Glied des ebenso geschriebenen Nenners dividirt Sie unterscheidet sich von der firfiheren dadurch, 
dass sie unendliche Werthe annehmen kann f^r endlidie Werthe der Veränderlichen x , welche den 
Nenner auf Null bringen. Die sie darstellende Curve besitzt, im endlichen Abstände vom Anfiingspunete 
der Coordinaten, eine gewisse Anzahl verticaler Assymptoten und verläuft zu beiden Seiten in stetige 
Äste, b Bezug auf das Verhalten ihrer Diiferentialquotienten , hat sie mit der flrfihererwähnten Gat- 
tung insofern eM ÄhnUdüceit , als jede Differentiation ihre Ordnungszahl um die Einheit herabsetzt 
Ihre successiven Differentialquotienten verhalten sich daher ebenfalls, für sehr grosse Werthe der Vor* 
änderlichen und in Bezug auf die Grossenordnung zu einander, wie die Glieder einer absteigend geord- 
neten geometrischen Progression ; für endliche Werthe von x jedoch , welche den Nenner auf Null 
bringen , und so der Function einen unendlichen Werth verleihen , den wir mit A bezeichnen , hat es 
gerade die entgegengesetzte Bewandtniss: jede Differentiation nämlich führt Einen Null werdenden 
Factor in den Nenner mehr ein; die Function also und ihre Differentialquotienten bilden, für solche 
Werthe der Veränderlichen« eine Reihe von unendlichen Grossen, die beziehlich denselben Ordnungen 

angehören mit: 

-4, -4fi, -4m', -All", 

unteö^ u wieder dne unendliche Grosse verstanden. Wir erheben nun abermals diese Eigenschaften zn 
allgemeinen Merkmalen einer ganzen Familie voii Functionen, gleichgiltig, ob sich diese durch dnen 
algebraischen Bruch wiedergeben lassen oder nicht 

Dritten d. Die algebraische, irrationale, ganze oder gebrochene F nne- 
ti^n. Ihre Hatoptdgenschaft ist Vieldeutigkeit; sie steht in Bezug auf Durchsichtigkeit in der Regel 
gegen die bdden fHiheren weit zurdck, In Bezug auf das gegenseitige Verhalten ihrer Dlfferenttalqno- 
tieniM vereinigt Ät die Eigenschaften der ganzen und gebrochenen rationalen Functionen in sieh und 
unterscheid^ sieh von ihnen durch gewisse Eigenthfimlichkdten , die erst später am geeignetMi Orte 
zur Sprache kommen können. Auch die Eigenschaften dieser Function erheben wir zu aÜgoOMiBei 
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Merkmaleo einer ganzen Gruppe und rechnen i. E» den Bogen, dessen Sinus oder Cosinus gegeben 
ist, 8^es äiinliehen Verlialtens wegen dazu, gerade so, wie wir zur näclisivorangehenden Gattung 
den Logarithmus und den Bogen, dessen rationale Tangente gegeben ist , zählen, indem wir die in der 
Analysis abUche Bintheiiung in algebraisch' und transcendent ganz aufgeben. — Alle die aufgezählten 
drei Gruppen von Functionen aber vereinigen wir in eine einzige erste Classe. 

Zur zweiten Classe zählen wir die allgemeine Bxponentialgrosse, die wir uns 
in der Form : 

hingestellt 'denken und mit ihr auch alle anderen, ähnliche Eigenschafren bp^fzenden Functionen. Sie 
zerfallen in drei Gattungen, nämlich die, mit den Eigenschaften der erwähnten Exponentielle ver- 
sehenen, wenn 9 (x): erstens eine algebraische ganze, zweitens eine rationale gebrochene 
ind drittens eine irrationale Function von x ist Es ist nicht sdiwer sich von einer solchen Expo- 
nentialgfrfisse ein geometrisches Bild zu entwerfen, wenn man eine Uebersicht der Curve hat, weicher 

die Gleichung: 

« == y* 9 (a?) <to 

angehört. In Bezug auf das Verhalten der DifTerentialquotienten zu einander sind die Functionen dieser 

Classe von jenen der ersten sehr wesentlich verschieden und wir bemerken zuerst als allgemeines 

charakteristisches Merkmal derselben , dass sämmtliche Differentialquotienten dieselbe Exponentielle als 

Fjfctor besitzen werden — ihr näheres Verhalten aber wollen wir erst an demjenigen Orte , wo sie 

als particuläre Integrale betrachtet und in Bezug auf ihren Einfluss auf die Differentialgleichung zur 

Sprache kommen werden , ausfährlicher untersuchen , vorläufig aber nur obenhin andeuten : 

Erstens: wenn 9 {x) eine algebraische ganze Function von der Ordnung m 

ist, 80 werden sämmtliche successlve Differentialquotienten als Produkte dastehen von zwei Factoren, 

deren erster die Exponentielle ist, der andere aber eine ganze Function von x, angehörend bezieh- 

lieh den Ordnungen: 

, 911 , 2 m , 3 11 1 , 

Setzt man für x einen unendlichen Werth ii« so kann die Exponentielle, je nach der 
Beschaffenheit der in 9 (x) enthaltenen Coefficienten , unendlich gross , oder unendlich klein , oder dem 
Werthe nach unbestimmt erscheinen. Nennen wir diesen Werth A , so sind die successiven Differen- 
tialquotienten beziehlich von der Ordnung der Grössen : 

A, Ate*', 4w'«. .iM*"», 

Hiebd ist es gleichgiltig , ob der Exponent reell ist oder imaginär — ein Umstand, der in 
Bezog auf die subjeciive Auflassung ganz und gar nicht gleichgiltig ist , da der reellen Exponentiellen 
ein ganz anderes geometrisches Bild entspricht als der imaginären , indem die erstere in ihrer ein- 
fachsten Form eii^e rasch abnehmende Grosse bezeichnet, während die andere eine periodische tri- 
giDometrische Function darstellt. 

19 
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Zweiteos. Wenn 9 (x) rational und gebrochen ist. Seine Ordnungszahl ist dann 
eine ganze Zahl, die positiv. Null und- negativ sein kann, und das Verhalten der Diflferentialquotienten 
stinioit mit dem der früher erwähnten Exponentialgrfisse in den ersten zwei Fallen einigermassen 
fiberein, und ist im dritten Falle, d. h. für negative Ordnungszahlen , ein ganz eigenthnmlicbes , theil- 
weise der Exponentiellen und theilweise der algebraischen gebrochenen Funetion angehöriges , das am 
geeigneten Orte ausführlich zur Sprache kommen muss ; der Haupt - Unterschied aber 11^ im Wesent- 
lichen im Unendlich- oder Null -werden für endliche Werthe der Variablen. 

Drittens. Wenn 9 (x) irrational ist. Auch hieher passt noch das früher erwähnte 
Verhalten der Differentialquotienten zu einander, so oft der numerische Werth der Ordnungszahl m 
positiv oder Null ist; ist hingegen m gelten zwischen und — 1 , so tritt ein anderes Verhalten auf 
und zwischen — 1 und — 00 abermals ein anderes. Auch hievon werden wir am passenden Orte 
ausführlich sprechen; hier aber mag es genügen, die irrationale Exponentielle als eine Function anzu- 
sehen , der der Character der Vieldeutigkeit zukömmt und bei welcher gelegentlich , durch das Über- 
schreiten der darin enthaltenen irrationalen Ausdrücke von einem reellen zu einem imaginären Werthe, 
eine Formänderung eintritt : die Exponentielle erwirbt nämlich dann die Eigenschaft der Periodieität. 

In der Einlheilung der Functionen weiter zu gehen und deren mehrere als die. eben auf- 
gezählten zwei Classen zu statuiren, wäre an diesem Orte nicht passend; denn Einmal wurde es sehr 
wenig frommen auf willkürliche Weise gewisse Eigenschaften in einem Functionsbegriffe zu vereinigen, 
weil uns daraus die zweifache Obliegenheit erwachsen würde: Erstens: Die Möglichkeit des aufge- 
stellten Begriffes zu erweisen und Zweitens: die wesentliche Verschiedenheit*, in Bezug auf die der 
Differentialgleichung aufgedrückten Merkmale, von den Formen darzuthun, die in die erwähnten zwei 
Classen fallen. Ja, wiewohl wir, zufolge der im zweiten Abschnitte gewonnenen Erfahrungen, sehr 
gut wissen , dass die particulären Integrale in Form von Differentialquotienten mit allgemeiner Ord- 
nungszahl, von bestimmten oder unbestimmten Integralen, erscheinen können, so halten wir uns 
darum doch nicht für berechtigt, aus diesen Formen neue Classen von Functionen zu bilden; wir 
sind vielmehr consequenterweise zur Untersuchung verpflichtet, ob sich nicht diese Functionsformen, 
als blosse ünterabtheilungen ihren Eigenschaften nach, entweder in die eine oder andere Hauptclasse 
reihen, oder auch als analytische Verbindungen, z. B. Producte darstellen lassen von Functionen, die 
zum Theil der ersten, zum Theil der anderen Classe angehörig sind. 

Aus diesen Betrachtungen ergibt sieh der Weg, den wir bei der Aufstellung der Formen- 
lehre zu verfolgen haben, von selbst. Wir werden nämlich damit anfangen müssen, nach denjenigen 
Spuren zu forschen, welche in den Coefficienten der linearen Differentialgleichung vorhanden sind und 
das Dasein eines oder mehrerer particulärer Integrale erster oder zweiter Classe verrathen. Sodann 
werden wir uns zu denjenigen Formen wenden , von welchen die Rechnungen des zweiten Abschnittes 
Kunde gegeben haben: Differentialquotienten mit allgemeiner Ordnungszahl, bestimmte oder unbestimmte 

ff 

Integrale, um sie entweder in eine der beiden Hauptclassen einzureihen, oder, wenn es nothwendig 
ist, eine eigene Classe aus ihnen zu bilden. Aus diesen sorgfältig durchgeführten Untersuchungen end- 
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Heb imiss es sich ergeben , . ob die unter allen diesen verschiedenen Formen vorausgesetzten par- 
ticnlaren Integrale den linearen Differentialgleichungen ndt algebraischen und rationalen' Coefficienten , 
welche auch immer diese letzteren sein mögen, angehören können, oder ob sich Coefficientenformen 
denken lassen, welche durch keine der erwähnten Functionsformen erzeugt zu werden vermögen; 
wurden wir diese letztere Entdeckung machen, so ginge daraus unmittelbar die Notbwendigkeit her- 
vor, noch andere wesentlich verschiedene Functionsformen zu ersinnen, die als mögliche Integrale 
einer linearen Differentialgleichung dastunden. 

Auch die Theorie der algebraischen Gleichungen besitzt einen Inbegriff von 
Lehrsätzen, welche aus der Form der Gleichung die Beschaffenheit der Wurzeln zu erschliessen leh- 
ren. Solche Satze sind der Descartes'sche, der von Harriot, Fourier, Sturm u. s. w. ; da 
jedoch die ins Auge gefasste Beschaffenheit nicht eine Beschaffenheit der Form sondein des Zahlen- 
werthes ist (ob positiv oder negativ, ganz oder gebrochen, numerisch grösser oder kleiner , zwischen 
gegebenen Granzen enthalten oder nicht u. s. w.)f nachdem algebraische Gleichungen mit unbestimmt 
gelassenen Buchstabenparametern selten oder nie Gegenstand der Untersuchung sind, so besteht zwischen 
der Formenlehre der algebraischen Gleichungen und jener der linearen Differentialgleichungen ein sehr 
wesentlicher Unterschied, sowohl der weit grösseren Ausdehnung, als auch dem Inhalte nach. Denn, 
während z« B. die Formenlehre der algebraischen Gleichungen von einer Wurzel mit Bestimmtheit 
behaupten kann, sie falle zwischen gewisse Zahlen a und 6, und somit beinahe stets ein bestimmtes 
Zahlenindividuum bezeichnet, ist das Urtheil der Formenlehre der Differentialgleichungen aber die 
Functionsform , zu der ein partieuläres Integral zu zahlen ist, beinahe s(ets ein disjunctives , aus der 
einfachen Ursache, weil eine jede Function mehrere Formen anzunehmen fähig ist. Sie wird daher 
unter mehreren solchen die Wahl lassen müssen und nur gewisse allgemeine unterscheidende Merk- 
male hervorheben können, von der Art der schon in diesem Paragraphe theilweise zur Sprache 
gebrachten. Es wird also sehr oft geschehen, dass sie von einem particulären Integrale sagt, es sei 
sowohl in der Form eines Differentialquotienten mit allgemeiner Ordnungszahl, als auch in der eines 
bestimmten Integrales, ja noch uberdiess als Produkt aus einer Exponentialgrösse in ein algebraisches 
Polynom vorhanden , ja es lässt sich keineswegs die Möglichkeit läugnen , es wäre vielmehr etwas sehr 
Wunschenswerthes , dass man in der Folge für gewisse Glassen von Differentialgleichungen ganz neue 
Functionsformen erdenken möge, von welchen die jetzige Analysis noch keine Ahnung hat, von 
denen aber doch die Formenlehre gewisse, ihnen und den bis jetzt bekannten Functionen gemeinschaft- 
liehe Eigenschaften im Voraus verkündet. Diese unsere Formenlehre wird daher , der Natur der Sache 
nach, grössere Schwierigkeiten bieten und für die Formenauswahl einen grösseren Spielraum zulassen 
müssen. Gleichwohl wurde man irren, wenn man sich das Aufsuchen der Formen der particulären 
Integrale als eine in allen Fällen äusserst mühsame und die Kenntniss sehr vieler, nicht leicht im Ge- 
diehtnissiB zu behaltender . Einzelnheiten erheischende Arbeit vorstellen würde ; denn die Regeln der 
Fermenlahrp sind grösstentheils so einfach, dass sie. Einmal begriffen, dem Gedächtnisse nicht leicht 
wieder entsehwinden , und ffir den mit ihnen vollständig Vertrauten gewinnen die DiiTerentialgleicIiungen 

19 * 
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III. Abschnitt 



eine Durchsicht iglceie , welche die Erwartongen deijenigen Wissenschaftsforscber , die sieh mit diesem 
Gegenstande beschäftigten and in der tiefen Nacht nach einigem Lichte rangen, wo nicht fiberbieten« 
doch wenigstens vollkommen befiriedigen wird. 



§. 2. 

Eiuröhrung Eines oder mehrerer particulärer Integrale in die Difftirentialgleichnog. 



(5) 



Um znr Kenntniss des Zusammenhanges zwischen der Form der CoefRcienten nnd jener der 
pnrticulären Integrale, weiche die Gleichung erfüllen, zn gelangen, wird sich wohl schwerlich ein 
einfacherer und naturlicherer Weg denken lassen , als der darin bestehende , dass man in eine mit 
ganz beliebigen, algebraischen nnd rationalen CoefTicienten versehene, daher auch möglicherweise die 
verschiedenartigsten Formen particulärer Integrale bereits enthaltende DifTerentiafgleichang, ein neues 
particQlares Integral einfuhrt nnd untersucht, welche Spur dieses eben eingeführten nnd von 
bestimmter Form vorauszusetzenden particulären Integrals, in der neuen Differentialgleichung jedes- 
mal erkennbar sei, wie auch immer diejenige Differentialgleichung aussehen mag, in welche man diese 
Einführung veranstaltet hat Von solchen Spuren wird man nämlich mit Grund erwarten können, dass 
sie durch andere eingeführte particuläre Integrale , von ähnlichen oder entgegengesetzten Eigensebaften, 
nicht mehr verwischbar seien , da ja eben ein solches Vierwischen bei der vorgenommenen Einfuhrang 
in eine Gleichung mit ganz unbestimmt gelassenen Coefflcienten bereits stattgefunden haben musste, 
aus der einfachen Ursache, weil dieselbe alle möglichen particulären Integrale und folglich anch das 
mit solchen ähnlichen oder entgegengesetzten Eigenschaften begabte besitzen kann. 

Es werden hiebei alleFonnen, deren im ersten Paragraphen Erwähnung geschah, gehörig 
zur ersten oder zweiten Klasse, oder hervorgegangen aus der Combination von beiderlei Formen, mit 
anfälligem Hinzutreten der Rechnungsoperationen des Differenzirens nach allgemeiner Ordnungszahl 
und des Integrirens zwischen bestimmten oder unbestimmten Grenzen, aufzuzählen sein; das nberein- 
stitnmende oder verschiedene Verhalten derselben in der ausgesprochenen Beziehung wird sich sodann 
erörtern lassen und es ist aus dem Gesagten ersichtlich, dass die Formenlehre jedenfalls mit der 
Methode der Einfuhrung Eines oder mehrerer particulärer Integrale in eine ge- 
gebene Differentialgleichung zu beginnen habe, zu deren Auseinandersetzung wir auch 
unverzüglich schreiten wollen. — Es sei also: 

X„ y^»' + X,^. y»-*' + X^, y(»-' 4- + X, y" + X. y' + X. y = 

eine rediizirte lineare Differentialgleichung der n««» Ordnung, deren Coefflcienten X„, X,^ X, 

beliebi«; gestaltete, ganze, algebraische und rationale Fuoctionep von x bedeuten mögen, und es heisse 
j/ ihr allgemeines, mit n willkürlichen Constanten begabtes Integral. — Setzen wir ein neues, mit der 
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wilikfirlichen Constante C verknüpftes partienUres Integral €^, den bereite vorhandenen hinzu , und 
nennen wir das allgemeine Integral der su erhaltenden neuen Gleichung s , so ist offenbar : 

* = y + Cy. (6) 

und daher: 

y = » — Cy, 

y" = ," _ Cy'[ 



Wir erhalten somit: 

Ä'„ «'«^ + X„_. «'"-" + + X. «' + X. « = C [X„ y^«> + X^, y^r' ^ + X. y', + X„ y,]. 

Nennen wir:j 

X„ %^'> + X^, «"-'5 +. X. •' + X, « = P O) 

X„ y^r- + X,^, y(»-" + X. y'. + X, y. = P., («) 

weiche Benennungen wir für die Folge beibehalten wollen, so ist: 

P = CP,. W 

Wir mfissen diese Gleichung , zur Wegschaffung der darin noch erscheinenden willkürlichen 
Constante C, differenziren und bekommen: 

F = CF. 

nnd durch Division dieser Gleichung durch die nfichstvorhergehende : 

d r, „T F F. M 

d^t%^] = P =p; = 7^^ (10) 

wo JU und N von Brächen befreite algebraische Polynome bedeuten. Es ist demnach: 

NP — MP = (U) 

die gesuchte neue Differentialgleichung nach %^ von der (n-f-i)^" Ordnung, in welcher die willlcfir- 
liehe Constante C so wie auch der exponentielle Factor, der im neu eingeführten particularen Inte- 
grale y^ allenfalls vorhanden sein mochte, nimmermehr erscheinen können, und deren Coefficienten 
überhaupt, gleich denen der vorgelegten Gleichung, algebraische, rationale und ganze Functionen sein 
müssen, da solche Formen des particularen Integlrals y^, für welche diess unmöglich wäre, von unse- 
rer Betrachtung ausgeschlossen sind. In vollständiger Entwicklung aufgeschrieben ist unsere neue 
Gieiehang folgende: 
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+ i\x'„ 1+ iVJC;_. j+ NX, 

«"+' . NX„ + 9^' {+ iVX^. 4- «■»-'' j+ NX,^ + «'»-») j-h NX, 

— MX„ (— J/JC^. (_ MX 



»— t 



(18) 

4- iVx; j+ NX, 1+ ivx; 

+ + » " .[+ iVX. + «' j+ NX„ + * ] = " 

- MX, (— MX, (— 3/X. 

Üa wir in der Folge häufig Gelegenheil nehmen werden, mehrere particnläre Integrale auf 
Einmal in die vorgelegte Gleichung einzuführen , so müssen wir auch die hiezu dienliche allgemeiner« 
Methode unserer Betrachtung unterziehen. Seien also: 

(»3) C. y., C, y, C, .y, 

die neu einzuführenden particulären Integrale, und nennen wir ancli diessmal wieder das allgemeine 
Integral der zu ermittelnden neuen Gleichung s, so ist evident: 

04) ^ = y+C,y, + C,y, + ay.+ + Cr Vr. 

und wir erhalten, ganz wie im früheren Falle vorgehend: 

(15) P= C,P,+ C,P,+ C.P,+ +CrPr. 

WO uns C, P^ , C, P, , Cr Pr die Resultate der Substitution der einzelnen Ausdrücke ( 1 3) 

statt y in die vorgelegte Gleichung bedeuten. Um nun die neue Gleichung in z zu ennitreln , die zu 
particulären Integralen, ausser jenen der vorgelegten Gleichung, noch die unter (13) aufgeführten 
Werthe besitzt, ist weiter nichts nothig, als die Gleichung (t5) r-mal der DiiFerentiation zu unter- 
werfen, und aus ihr und den gewonnenen neuen Gleichungen die Constanten C^, C,, Cr zo 

eliminireu, d. h. wir behandeln die (15) ganz und gar wie einen aus r particulären Integralen zu- 
sammengesetzten Ausdruck , aus welchem , nach der in S. 4 des 1. Abschnittes exponirten Methode , die 
zugehörige Differentlalgleichang von der H^ Ordnung abgeleitet werden soll. So erhalten wir, indem 
wir in den dort geführten Entwicklungen statt: 

Vn y,. y.» y, 

I 

hier beziehungsweise die an die Stelle derselben tretenden Grössen : 

P P P P 
setzen, unter anderen, für den Fall, wo nur zwei neue particnläre Integrale: 

Ci Vx • C^ y, 

in die vorgelegte Gleichung einzufuhren sind, folgende neue Gleichung als Resultat dieser Binfihmng : 



(1») 
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S. 3. 



1 

Merkmale der algebraisehen , ganzen, und der mit ihr verwandten FanetiQnen. 

Die einfachste der zur ersten Classe gehörigen Formen ist die algebraische ganze Func- 
tion« die wir uns als ein endliches nach absteigenden Potenzen von x geordnetes Polynom vorstellen. 
Es sei: 

(18) y. = Q 

eine solche, so ist, behufs ihrer Einführung als particuläres Integral in die Gleichang (5) des vorigen 
Paragraphes , vor allem nöthig : die M und N benannten Functionen für den angenommenen Fall zu 
ermitteln. Da sämmtliche Coefficienten X der ursprunglieh vorgelegten Gleichung (5) ganze, ratio-: 
nale Polynome nach x sind , oder wenigstens jedesmal dazu gemacht werden können , da femer , nach 

den ebengemachten Voraussetzungen , von y^ und dessen Differentialquotienten y\^ y\^ y^,'*' ein 

Gleiches zu sagen ist , so sind auch P^ und V^ und daher auch M und N ganze rationale Polynome 
nach X und zwar ist nothwendig M um die Einheit im Grade niedriger als N ^ weil auch 
jP. um die Einheit niedriger ist als P«. 

Nehmen wir endlich , um einen ganz speziellen Fall vor Augen zu haben , an , dass sämmt- 
liche CoeflTicienten X der Gleichung (5) von gleicher, z. B. von der p^n Ordnung , N aber von der 
^ten Ordnung nach x seien, so sind die bdden äusseren Glieder aller eingeklammert erscheinenden 
Trinome der Gleichung (12) nach x durchgehends vom Grade p + 9 — f , die mittleren Glieder dagegen 
sämmtlich vom Grade p + 9- D& nun die höchste Potenz von x in jedem der dreitheiligen Coefficienten 
nur in Einem Gliede erscheint and daher in keinem Falle zufallig aufgehoben werden kann , da ober- 
diess das entsprechende mittlere Glied im Coefficienten von % der neuen Gleichung mangelt, so ist, 
unter den gemachten beschränkenden Voraussetzungen , der Effect der Einführung eines derartigen rein 
algebraische particulären Integrals in die ursprünglich gegebene Gleichung (5) : ein nothwendiges 
Abfallen in der Ordnungszahl nach x vom vorletzten auf den letzten Coefficienten 
der neuen Gleichung. — Wäre Q eine gebrochene Function nach x^ so erschiene P. unter der 
Form: 



'S* 
Wir bekimeo dann: 

log P, = Iflg R — log S-, 

onddaher: 

M _ R'8 RS' 

JV ~ RS 



P\ _R _ S 
P,~R S 



Es ist also dann abermals M dem Grade nacli um die Einheit niedriger als N, and es 
muss daher das besagte Abfallen vom zweitletzten auf den letzten Coefficienteii der neuen Gleichung 
auch ffir diesen Fall stattfinden. 
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Nehmen wir nun an, das8 in den beiden letzten Coeffieienten X^ und X^ der Gleichung (5) 
kein Niveau, wie wir es fortan nennen wollen, d. h. keine Gleichheit in der Ordnungszahl naehx, 
sondern ein beliebiges Ansteigen von X^ auf X^ vorhanden sei, so können wir uns auch für diesen 
Fall auf ganz ähnliehe Weise von der GilUgkeit der oben ausgesprochenen Regel überzeugen. 

Das Bisherige führt uns zur Kenntniss, dass durch Einfuhrung eines rein algebraischen par- 
ticulSren lAtegrals von beliebiger Form in eine Gleichung mit sonst irgendwie gestalteten Coeffieienten, 
in welcher aber noch kein Abfallen in den zwei oder mehr letzten Gliedern ersichtlich war, ein 
Ab&Ilen vom vorletzten auf den letzten Coeffieienten der neuen Gleichung mit Nothwendigkeit hervor* 
gebracht werde. 

Setzen wir also jetzt noch voraus^ dass in den beiden letzten Coeffieienten X^ und X^ der 
Gleichung (5) bereits ein Abfallen stattfinde, erzeugt vielleicht durch das Vorhandensein eines eben 
solchen particularen Integrals von algebraischer Form. Man wird sehr leicht sehen, das^, durch aber- 
malige Einfuhrung eines algebraischen particularen Integrals in die Gleichung (5), ein Abfallen in den 
drei letzten Coeffieienten der neuen Gleichung entstehen muss. Eben so leicht wird man sich überzeugen 
kSnnen , dass : wenn , allgemein , in der ursprünglich vorgelegten Gleichung bereits ein Abfallen in der 
Ordnungszahl nach x vom r letzten Coeffieienten an ersichtlich war, durch Einfuhrung eines neuen 
particularen Integrals von rein algebraischer Form, in der neuen Gleichung (12) «in Abfallen vom 

(r+1) letzten Coeffieienten an bewirkt werde. 

. ■ 

In den aufgezählten Fällen sind alle Voraussetzungen aufgenommen , die man über die Form 
der Coeffieienten X der Gleichung (5) , und daher auch über die Form der ihr zukommenden parti- 
cularen Integrale nur immer machen kann. Da nun die ausgesprochene Gesetzmässigkeit für alle diese 
Falle in gleicher Weise besteht, und man sich ausserdem inmier die algebraischen particularen Integrale 
als die letzteingeführten denken kann, so ist ea klar, dass ein hierdurch in den letzten Coeffieienten 
einmal hervorgebrachtes Abfallen, der Wirkung anderer später noch einzuführender particulärer Inte- 
grale gegenüber, den Character der völligen Unverwischbarkeit bewahren wird, es mögen nun jene 
particularen Integrale was immer für Formen besitzen , wie sie für die hierbetrachtete Sorte von Diffe- 
rentialgleichungen möglich sind. 

Wäre nun auch umgekehrt die ebenbetrachtete Form particulärer Integrale die einzige', die 
überhaupt ein Abfallen in den zwei oder mehr letzten Coeffieienten erzeugen mag, so könnte, aus 
einem stattfindenden Abfallen in den (r + 1) letzten Coeffieienten einer vorgelegten Gleichung, mit 
Sicherheit auf das Vorhandensein von r particularen Integralen von rein algebraischer Form ge- 
schlossen werden. Dem ist aber nicht so; denn jede Form eines particularen Integrals wie: y^ = e^^^^Q 
erzeugt, wie später nachgewiesen werden soll, denselben Effect wie die ebenbetrachtete rein alge- 
braische, wenn ij) (x) eine jtlgebraische gebrochene Function von der O^'' oder von beliebig hoher 
negativer Ordnung nach x vorstellt. Wir besitzen aber glücklicherweise ein vollkommen genügendes 
Kennzeichen zur näheren Unterscheidung solcher Formen, indem jeder einfache Wurzelfactor, wie 
(x — a)\ eines in Q odec i/> (x) vorhandenen Nenners mit Sicherheit ermittelt werden kann. 

20 
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Wir fugen hier nur noch die Eine Bemerkung hinzu : dass das , durch Einfohning eines alge- 
braischen particularen Integrals in den beiden letzten CoeflTicienten hervorgd)rachte Abfallen ndir als 
Eine Einheit in der Gradzahl nach x betragen kann. Denn da die beiden Glieder NX^ und — MX^ 
im Coefficienten von % der. neuen Gleichung (12) von gleichem Grade nach x sind, so kfl&nen sidk 
die Glieder mit der höchsten Potenz von x in speciellen Fällen heben, was dann eben die besagte 
Wirkung zur Folge hat. Fallen (r+ 1) letzte Coefficienten ab, so ist in der ganzen Reihe derselben, 
mit Ausnahme des ain oberen Ende des Abfallens stehenden, der erwähnte Umstand in gleieher Weise 
vorhanden , und es mag daher eine Unregelmässigkeit in der Erscheinung dieses Ab&llens dner derar-. 
tigen zufälligen Ursache zugeschrieben werden. Wird aber die Gesammtheit der Einheiten , um weiehe 
der letzte Coefficient (von %) gegen den (r+1) letzten (von »^^^ in der Gradzahl nach x abfällt, 
auf die r zwischenliegenden Paare benachbarter Coefficienten repartirt , so wird , anter der Voraus- 
setzung von I** solchen particularen Integralen wie die in Rede stehenden, auf jedes Coefftdenten- 
paar wohl mehr, keinesfalls aber weniger als Eine Einheit entfallen können. — Es ist notbwendig, 
an diese Untersuchungen noch folgende Bemerkungen zu knöpfen : 

Erstens.' Die hier gewonnenen Resultate gelten nicht für den Fall, wenn Q als eine 
unendliche nach aufsteigenden Potenzen von x geordnete Reihe dasteht, denn es sind dann P^ und 
Fl eben solche Reihen , und es erscheinen sohin auch M und N in solcher Reihenform , was offen- 
bar gar keinen weiterem Schluss gestattet. Diess ist aber ganz natürlich, aus dem einfachen Grunde, 
weil , wie früher schon bemerkt worden , diese Form alle möglichen Functionen zu umfassen und somit 
auch alle möglichen Merkmale den Gleichnngscoefficienten aufzuprägen vermag. 

Zweitens. Das Abfallen in den Gradzahlen der letzten CoeSicieuten ist nicht eine Folge 
der algebraischen Beschaffenheit des neu eingeführten particularen Integrales, wie sehon früher 
gesagt worden, sondern erscheint vielmehr als unterscheidendes Merkmal aller dogenigen FoneUoneu 
der unabhängigen Veränderlichen x, deren successive Differeutialquotienten nach eben diesar Verfin- 
derlichen je um die Einheit niedriger in der Ordnungszahl sind. In der That: es sei Q eine soiehe 

I 

Function, gleichgiltig unter welcher Form, sie erscheint, wenn nur ihre successiven Differentialquo- 
tienten Q\ Q'\ Q'\ dieselbe Anzahl von Dimensionen mit : 



X x" a?* x^ 



haben, so lässt sich offenbar dasselbe nicht bloss von jedem Differentialquotienten von 0, sondern 
auch von jedem Produkte aus einem solchen Differentialquotienten in eine beliebige ganze Function 
von x, die wir mit X bezeichnen, sagen; denn es ist olTenbar: 

4- (0 '^^ X) = Q^^^''^ X + ö^^) Ä'. 

dx 

« 

Jeder der zwei Bestandtheile dieses Differentialquotienten ist , wie der unmittelbare Anlrtick 
lehrt , um die Einheit in der Anzahl der Dimensionen niedriger als das Produkt Q^^^ X , sohin ist es 
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aaeh der ganze Differentialquotient , ja, noch mehr: Jede Summe von solchen Produkten wie das 
hier.betraditetet tragt denselben Charakter. P^ ist aber eine solche Summe, soh(n ist R^ um die 
Einheit in der Ordnungszahl niederer als P^ , und demnach auch M um eben so viel niederer als 
iV, woraus das Abfallen in den letzten Coeflficienten unmUtelbar hervorgeht und als bezeichnendes 
Merkmal dasteht aller deijenigen algebraischen oder transcendenten Functionen, die mit der orsteren 
emerlei Verhalten der Differentialquotienten bekunden. Inwiefern aber aus einem Abfallen in den letzten 
CoeSicienten der Ruckschluss gestattet ist auf ein mit den Eigenschaften der ganzen algebraischen 
Funetion versehenes particulares Integral , soll sich später im Verlaufe dieser Untersuchungen ergeben. 

8. 4. 

Merkmale der ExpoDentialliioctionen. 

Die Eigenschaften dieser Functionsform richten sich einerseits nach der Ordnungszahl des 
Exponenten , andererseits nach dem Umstände , ob dieser ganz ist oder gebrochen, rational oder irra- 
tional. Wir beginnen bei dem einfachsten Falle und nehmen an, dass das neu einzuführende Integral y^ 

folgende Form besitze: 

y, = e^ 0, (20) 

wo Q ein algebraisches , ganzes Polynom bedeutet , so ist allgeaein j^/'^ von der Form : 

Wir erhalten dann P^ unter der Form: 

P, = e« Ä, 

wo R abermals ein algebraisches Polynom nach x vorstellt. Wir bekommen weiter: 

• log P, = ax + log R, — i- = a + — , . 
und daher: 



M_ aR + R 

N R ' 

JU und N sind also für den vorliegenden Fall von einerlei Ordnungszahl. 

Man wird sich in Folge dessen, durch btosse Betrachtung der Gleichung (12), sehr leicht 
von dem Stattfinden der. nachfolgenden Erscheinungen überzeugen können: 

I. Ist in den Coefficienten X der Gleichung (5) ein Niveau bezuglich der Gradzahl nach x vor- 
handen , so wird ein solches , nach Einfährung eines so vorausgesetzten particularen Integrals 
im Allgemeinen auch in den Coefficienten der Gleichung (12) bemerkbar sein. In speciellen 

Fällen kann wohl auch bei mittleren CoeSicienten eine Unterbrechung dieses Niveauos — eine 

• * 

Vertiefting — durch Entstehung einer niedrigeren Gradzahl nach x vorkommen, da in denselben 
überall die hoehste Potenz von x in zwei Gliedern des eingeklammerten Trinoms erscheint, 
und daher, nach vollbrachter Reduction, zufallig den Coefficienten erhalten kann. 

20 ♦ 



(21) 



156 



III. Abschnitt. 



(22) 



2. Findet in der vorgelegten Gleichung (5) bei einer bestimmten Anzahl letzter CJoeffldentea eki 
Abfallen, bei den übrigen aber ein Niveau statt, so wird in der neuen Gleiehang; (12) ein 
Abfallen bei einer gleich grossen Anzahl letzter Coefiieienten vorhanden sein , die Zahl der 
im Niveau stehenden aber um Eins vermehrt erscheinen. 

3. Ist in der vorgelegten Gleichung (5) bei r mittleren CoeflScienten ein Niveau zu bemerken, 
dessen Endpunkte, z. B. durch den (A + 1)^» Coefficienten vom Anfange X^^ und den (k+ 1)<» 
vom Ende X^ bezeichnet sein mögen , so zwar , dass die übrigen , von diesen Grenzpnnkten 
an , gegen beide Enden des Gleichungspolynoms hin abfallen , so wird , nach Einführung eines 
neuen particulären Integrals von der obenvorausgesetzten Form, in der Gleichung (12), die 
die wir der Kürze wegen in folgender Weise schreiben : 

^n+i «^"^^^ + Zn Z^^ + Z^, « "-') + +Z,%" + Z,%' + Z.Z = 

ein Niveau bei (r+i) mittleren Coefiieienten vorhanden und dessen Endpunkte durch die ebeo- 
sovielten Coefiieienten bezeichnet sein, nämlich durch: 



^/i+i-Ä — -^^n-h+i + ^^n-h — 



3/X 



n-A+i 



und 



Z, = NX\ + NX,,, - MX^. 



Der so äusserst glucklidie Umstand für den im vorigen Paragraphen erörterten Fall : daas im 
Coefiieienten, der die obere Grenze des Abfalls bezeichnet, die höchste Potenz von x nur in Einem 
Gliede erscheint, deren Coeificient also keiner zufalligen Tilgung unterliegen kann, durch welche eine 
Trübung der dort betrachteten Erscheinungen veranlasst würde, kommt uns auch hie^ in gleicher 
Weise zu statten. Denn, da X^^^ und Xj^, als Endpunkte eines Niveau*s zwischen n+1 — h — k 
mittleren Coefficienten der Gleichung (5), von gleichem, die Coefficienten X^.a+i und Xj^^ aber 
bereits von niedrigerem Grade nach x sind, so kann in der Gleichung (12) die höchste Potenz von x 
in den obenangefuhrten Coefiieienten Zn+t^h und Zf^ offenbar nur in Einem Gliede enthalten sein. 

Wir folgern aus dem Gesagten , dass jede Einführung eines particulären Integrals von der 
angenommenen Form , zu der Anzahl der bereits früher im Niveau einbegriffenen mittleren Coefficien- 
tenpaare ein neues hinzufugt, und zwar so, dass dadurch keinerlei Erscheinung des Abfallens in 
der ursprünglich vorgelegten Gleichung getrübt erscheint 

Man würde auch hier, aus dem Stattfinden eines Niveau*s zwischen .(r+ mittleren Coeffi- 
cienten einer Gleichung, auf das Vorhandensein von r particulären Int^ralen der voraosgesetxten Form 
schliessen können , wenn diese die einzige wäre , die den erörterten Effect zur Folge hat. Allein meh- 
rere anders geformte Functionen und namentlich auch z. B. jedes particuläre Integral von der Form 
e^['^ Q^ wo rf) {x) eine algebraische gebrochene Function von der ersten Ordnung vorstellt, bewirken 
ganz dieselben Erscheinungen, so dass eine nähere Unterscheidung dieser beiden Formen erst durch 
jene Kennzeichen ermöglicht wird, die uns über das Vorhandensein eines in ij) {x) voricommenden 
Nenners belehren. 
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Die EiDffihning eines neuen particulSren Integrals der hier betrachteten Form wird also nach- 
stehende Erscheinungen zur Folge haben : 

1 . Standen die Coefiicienten X im Niveau , so findet jetzt bei den beiden ersten Coefileienten 
Zn^-i und Zn ein Ansteigen um Eine Einheit in der Ordnungszahl , bei den fibri^en aber ein 
Niveau statt. 

2. Bei denselben letzten Coefflcienten , bei welchen frfiher ein Abfallen vorbanden war,- ist ein 
solches auch gegenwartig ersichtlich — der obenerwähnte Vorgang übt auf sie keine Wirkung 
aus. 

3. War in der vorgelegten Gleichung (5) bereits ein Ansteigen bei t Anfangscoeflfidenten za 
bemerken, so wird nun ein solches bei (r + i) AnfangscoeSicienten vorhanden sein. Andh 
wird im ersten, und in dem an der höchsten Spitze der Ansteigung stehenden Coeffieienten 
die höchste Potenz von x nur in Einem Gliede vorkommen können. Bei den zwisehenlie- 
genden hingegen erscheint dieselbe in zwei Gliedern, und es kann daher durch znfSlIiges 
Aufheben der letzteren bei dem einen oder anderen dieser mittleren Coefiicienten eine nie- 
drigere Gradzahl nach x entstehen. 

Beim Vorhandensein von r algebraischen particulären Integralen hat , wie wir schon gesehen 
haben, eine vorgenommene Repartition des gesammten Höhenunterschiedes bei den (r+1) letzten 
Coefiicienten nicht weniger, wohl aber mehr als Eine Einheit betragen können , weil im letzten Coef- 
fieienten eine zufallige Tilgung der mit der höchsten Potenz von x verbundenen Glieder möglich ist; 
hier aber muss , durch Repartition des ganzen Höhenunterschiedes zwischen dem einen und dem anderen 
Endpunkte der Ansteigung, bei (r+1) in diese Ansteigung einbegriffenen Anfangscoefficienten , gerade 
Eine Einheit auf jedes Paar benachbarter Coefiicienten entCallen , wenn die neue Gleichung r particn- 
lare Integrale von der oben angenommenen Form besitzen soll. 

Auch diese Form particulärer Integrale* ist nicht die einzige , welche die angegebenen Erschei- 
nungen hervorruft. Die Form e^^^^Q^ wo i/) (x) eine algebraische gebrochene Function von det zwei- 
ten Ordnung bedeutet und jede andere Form , deren snocessive Differentialquotienten je um die Einheit 
in der Ordnungszahl höher sind, zeigt ein ganz ähnliches Verhalten, wie aus der im nächsten Para- 
graphen geführten Untersuchung ersichtlich ist und die Ansteigung bei den ersten Coefiicienten um je 
Eine Einheit in der Ordnungszahl , ist das gemeinsame Merkmal aller deijenigen Functionen , deren 
successive Differentialquotienten, für sehr grosse Werthe der unabhängigen Veränderlichen, mit den 
Gliedern irgend einer steigenden geometrischen Progression, deren Biqionent eben der dieser unahban- 
gigen Veränderlichen ertheilte grosse Werth ist, einerlei Ordnungszahl besitzen. 
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MerkniAle der Exponentialflinctionen. 

(Schluss.) 
Betrachten wir jetzt den allgemeinen Fall, indem wir y^ von der Form: 

y^ = eM^) (?. oder y, = e^'^^'^''"' Q (85) 

9 (x) und Q aber ^'algebraisch voraussetzen. P^ erhält die Form: 

wo A gleichfalls algebraisch ist. Wir bekommen in derselben Weise wie Mher: 

log P, =/ q> (x) dx + log R, p^ = 9 (a?) + -^ 

somit: 

M _ q> (x) R-hR' 

N~ R 

Der Grad von 31 ist also um den Grad von 9 (po) höher als der von N. 

Wir haben die bisher betrachteten Formen particulärer Integrale nur in Bezog auf jene 
Erscheinungen erörtert, die bei ihrer Einfuhrung durch Bestimmung des Grades von M und 
N hervorgerufen werden. Da der vorliegende Fall die früheren umfasst, und nach der ebenge- 
fuhrten Untersuchung der Grad von M und N lediglich vom Grade der Grössen 9 (x) oder if/ (x) 
abhängt, so sehen wir in der That, dass die bisher angegebenen Kennzeichen eben nur einen Schluss 
auf letzteren gestatten. 

Es ist also in dieser Beziehung einerlei, ob if) (x) = oder nach x eine algebraische 
gebrochene Function vom Grade (siehe S. 3)^ ob xf> (x) von der Form : a x + ß, oder ein alge- 
braischer Bruch vom ersten Grade (siehe S. 4), ob ij) (x) eine ganze Function wie: ax*+ßx+y^ 
oder eine algebraische gebrochene Function vom zweiten Grade ist (siehe S. 5), u. s. w. Der Fall 
endlich, wo rj) (x) eine gebrochene Function von beliebigem negativen Grade vorstellt , kann nach den 
bisherigen Criterien nicht von dem erstangefuhrten unterschieden werden , da der Grad von M zufolge 
(26) höchstens um die Einheit niedriger sein kann , als der von N. 

Wir haben in den vorhergehenden Paragraphen nur lauter solche Fälle der Betrachtung unter- 
werfen, in denen das neu einzuführende particuläre Integral einen Exponenten 1^ (x) mit ganzer, 
positiver Ordnungszahl besass. Da aber die Folgerungen , die wir hier aus dem Anblicke der Glei- 
chung (26) gezogen haben , durchaus nicht an eine solche Bedingung geknüpft sind , so erkennen wir 
unmittelbar , dass sich für gebrochene jedoch positive Werthe der Gradzahl von 1^ (x) , d. b. für jene 
Fälle, wo das neu eiifzuffihrende particuläre Integral Irrationalfünctionen im Exponenten trägt, ganz 
ähnliche Gesetzmässigkeiten ergeben werden , wie wir sie für ganze und positive Werthe jener Grösse 
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aufgefunden haben. Setzen wir also die Gradzahl von i/) (x) als einen positiven Bruch und gleich - 
voraus, so können wir hier zwei Falle unterscheiden: 

A) den Fall, wo - ein positiver echter Bruch und sonach p <1 g ist. — Die Ordnungs- 

9 p — ab 
zahl von 9 (a?) ist dann = =^ , wo wir unter den positiv genommenen nnmeri- 

sehen Werth des Unterschiedes der .beiden zahlen p und q verstehen , also ein negativer echter 

Bruch , und in Folge dessen ist auch der Grad von ilf um - Einheiten niedriger als der Grad 

q 
von N. Es lässt sich nun leicht und ganz auf dieselbe Weise wie im S. 3 einsehen : 

■ 

1. dass die Einfuhrung eines solchen particularen bitegrals, für welches die Ordnungszahl von 9(2:) 

h 
den Werth — - besitzt, in eine vorgelegte Gleichung, in der noch kein Abfallen lei den 

letzten Coefiicienten zu sehen ist , zu einer neuen Gleichung ffihren werde , in welcher noth- 

wendig ein Abfallen um - Einheiten von dem vorletzten auf den letzten CoeSicienten statt- 

9 
finden muss, 

2. dass, wenn r solche particulare Integrale von gleicher gebrochener Ordnungszahl nacbeinan- 

der in eine Gleichung der vorerwähnten Art eingeführt werden , in der neuen Gleidiung nun- 

rb 
mehr ein Abfallen in den r letzten Coefficientenpaaren und im Gesammtbetrage von — Ein- 
heiten stattfinden müsse. 

3. Eine niedrigere Ordnungszahl, durch Aufhebung der mit den höchsten Potenzen nach x ver- 
bundenen Glieder, kann hier, ebenso wie bei dem in S. 3 behandelten Falle, niemals bei dem- 
jenigen Coefiicienten vorkommen, der an dem oberen Ende des Abfalls steht und es unter- 
scheidet sich in dieser Beziehung der vorliegende von dem dort erörterten Felle , wo dem 9 C^) 
die Ordnungszahl — 1 zukam , nur insofern , als hier auch bei dem letzten , zum 0^^ Dif- 
ferentialquotienten gehörigen Coefiicienten, keine zufälligen Aufliebungen stattfinden können, so 

zwar, dass, durch Repartition des gesammten Abfallens auf die r einbegriffenen Goeffidentm- 

b ^ 

paare, für jedes derselben genau- Einheiten entfallen müssen. 

p 9 p — ab, 

By Ist - ein unechter positiver Bruch , so ist die Gradzahl von 9 (x) nämlich ^ = — em 

oositiver echter oder unechter Bruch. In Folge dessen wird die Gradzahl von M un 

~ Einheiten grösser sein als jene von N und es muss sonach die Einfahrung ein^s diesen Fall 

q 

hervorrufenden particularen Integrals in eine vorgelegte Gleichung, in deren Anfangscoefiicienten 

noch kein Ansteigen vorbanden war, zu einer neuen Gleichung fuhren, in welcher dn soldies 

Ansteigen in den Anfangscoeficienten jedesmal stattfinden wird. Namentlich wird: 

& 

i . Die Einführung eines einzigen particularen Integrals , für welches 9 (x) dem Grade — an- 

b ^ 

gehört, in der neuen Gleichung ein Ansteigen im ersten CoefficienteApaäre um - Ebihd- 

ten zur Folge haben. 
2. Die aufeinanderfolgende Einführung von r solchen particularen Integralen , denen lauter 9 C^) 
von demselben Grade — zukommen, in eine vorgelegte Gleichung, wird eine neue Glei- 
chung erzeugen, in weldier ein Ansteigen bei den r ersten Coefficientenpaaren ersichtlich sein 
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wird . und die Repartition des g^esammten Unterschiedes in der Ordnungszahl zwischen den 
beiden an den äussersten Enden der Ansteipng stehenden Coefiicienten auf die einbegrif- 
Tenen r Coefficientenpaare , wird für ein jedes derselben gerade - Einheiten ergeben. 

3. Auch hier können die ebenerwähnten beiden , an den zwei Enden stehenden Coefflcienten Iceine 
Verringerung ihrer Gradzahlen durch zufallige Aufhebungen erfahren, welche aber allerdings 
bei den mittleren in die ansteigende Reihe einbegriffenen Coefiicienten vorkommen können. 

Der Fall , wo das neu einzuführende particuläre Integral entweder eine rein algebraische 
Irrationalfunction Q ist, oder aber, ausser einer übrigens rationalen oder irrationalen Exponentiellen^ 
noch uberdiess einen irrationalen algebraischen Bestandtheil enthält , ist offenbar als specieller Fall in 
dem hier betrachteten allgemeinen enthalten und tritt jedesmal ein , so oft 9 (x) eine gebrochene 
Irrationalfunction vorstellt, die beziehungsweise entweder das vollständige Differential des Logarithmus 
einer irrationalen Function ist, oder aber in Partialbruche zerlegt einen Bestandtheil dieser Art liefert. 

Die bisherigen Untersuchungen berechtigen zu der allgemeinen Folgerung, dass sich aus den 

^ ■ 

erwähnten Erscheinungen des An- und Absteigens in einer vorgelegten Gleichung, nach einer stets gleich- 
bleibenden Regel, ein Schluss auf alle muglichen ganzen oder gebrochenen positiven Ordnungszahlen 
von (a?) und alle jene negativen ziehen lasse, die zwischen und — 1 einschliesslich gelegen 
sind. Wiewohl aber Exponentialfunctionen , mit rationalen oder irrationalen, übrigens ganzen oder ge- 
brochenen ix) im Exponenten , sich in der erörterten Beziehung ganz auf dieselbe Weise verhalten, 
so kennzeichnet sich doch ein particuläres Integral von der Form (25) mit irrationalem ^ (ar) oder Q 
unmittelbar dadurch , dass für dasselbe auch die P^ und P^ , somit auch die 31 und iV genannten 
Grössen, unter der Voraussetzung rationaler Coefficienten X der vorgelegten Gleichung, nothwendig 
selbst irrationale Functionen sind, und die neue Gleichung daher ebenso nothwendig auch irrationale 
Coefficienten besitzen muss. Wir ziehen hieraus unmittelbar die nicht unwichtige Folgerung, dass eine 
Gleichung mit lauter rationalen Coefiicienten unmöglich einzelne particuläre Integrale mit irrationalen 
algebraischen oder exponentiellen Bestandtheilen besitzen könne — später aber, wo die Möglichkeit 
und die Bedingungen des Vorhandenseins irrationaler particulärer Integrale in einer Gleichung mit 
lauter rationalen Coefficienten ausfuhrlich zur Sprache kommen , werden wir sehen , dass allerdings 
Gruppen von mehren, der hier betrachteten Form angehörigen irrationalen Exponentialfunctionen, die 
aber auf bestimmte Weise miteinander zusammenhängen, als Gruppen aus eben so vielen particulären 
Integralen einer Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten ersdieinen können. 

Wir wollen nun auf einige beachtenswerthe Erscheinungen hinweisen, die bei dem 
gleichzeitigen Vorhandensein mehrer particulärer Integrale von der Form 

y a {x) dx 

e Q auftreten, wenn die Gradzahl von 9 (jcr) bei verschiedenen derselben 

verschieden ist 

Wie bereits nachgewiesen , entspricht r particulären Integralen von dieser Form , in denen 
allen 9 (x) vom ersten oder von höherem Grade ist, ein Ansteigen in (r + 1) Anfangscoefficienten, 
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und es wird jede fernere Einführung eines derartigen partieulären Integrals, in der neuen Gieicbung 
ein Ansteigen in einem weiteren Coefficientenpaare zur Folge haben. Der Grad von o (x) wird nuo 
allerdings auf die Gesammtansteigung in der neuen Gleichung einen Einfluss üben, allein, da die 
Erscheinungen in den Formen der Coefficienten bei der letzteren offeubar von der Ordnung unab- 
hängig sind, in welcher man sieh die einzelnen pailiculären Integrale derselben nach und nach ein- 
geführt denken mag, so ist es klar, dass sich daiiiber ein Zweifel erheben könne, in welchem Coef- 
ficientenpaare der neuen Gleichung der Grad von 9 (x) des letzteingefuhrten partieulären Integrales 
zu suchen sei. 

Denkt man sieh nun die Gradzahlen der, den einzelnen partieulären Integralen einer vor- 
gelegten Differentialgleichung zugehörigen 9 (x), nach ihrer Grösse in eine absteigende Reihe geord- 
net und setzt man, um einen speciellen Fall vor Augen zu haben, diese Reihe als aus lauter gan- 
zen Zahlen bestehend voraus, so wird — falls nicht in einzelnen Coeflieienten durch zufallige Auf- 
hebung der höchsten Potenzen von x eine Trübung entsteht, deren Bedingungen und Einfluss wir 
später untersuchen wollen — eine jede solche Gradzahl mit der Ansteigung in dem ebensovielten 
Coefficientenpaare des Gleichnngspolynoms genau ubereinstinunen. In der vorgelegten Gleichung 
nimmt also jede höhere Ansteigung auch eine frühere Stelle ein. 

Wir wollen diese merk\i'ürdige Gesetzmässigkeit vorerst für das Vorhandensein zweier, 
später, durch Zuhilfenahme der höheren Induction, für das Vorhandensein beliebig vieler particulärer 
Integrale von dieser Form nachweisen. 

Fähren wir also in eine Gleichung , die noch kein derlei particuläres Integral besitzt , nach- 
einander zwei solche particuläre Integrale ein. 

Da es sich hier nur um die Gradbestimmung der Coefficienten der neuen Gleichung, und 
^aher um Ermittlung der höchsten Potenz von x in jedem derselben handelt, so haben wir auch 
nur die Grade der beiden letzten Glieder in den eingeklammerten Trinomen der Gleichung (12) auf- 
zuschreiben , da die höchst^ Potenz von x offenbar in keinem der ersten Glieder enthalten ist. 

Nennen wir also p den Grad der Coefficienten X„^ ^n-i^ « ^^^^ so: ji^ v, ö die 

Gradzablen der Grössen 31, N und 9 (x) für das ebeneingefuhrte particuläre Integral, so ist: 

Schreiben wir ferner unter A und B die, besagten baiden letzten Gliedern der eingeklam- 
merten Trinome zukommenden Grade, unter B — A endlich den Gradunterschied zweier zusammen- 
gehöriger Glieder, so erhalten wir: 

A B B — A 




V + p + (J 

V -\- p + (S 
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Die Grade der Coefficienten der neuen Gleichung sind also in derselben Ordnung aufge- 
sehrieben : 

v+P 

V + p + a 

V + p + (y 



Fähren wir jetzt noch ein zweites particuläres Integral ein, fär welches jie^, v^^ a^ die 
analoge Bedeutung haben mögen, so erhalten wir eben so: 

A B B — A 

I j + r + p — (vi + V + p) 

Vi + r + /^ + öf ii + r + ;i + öT + or, cT^ 



Offenbar muss nun, je nachdem eine unter B — A aufgenommene Differenz positiv oder 
negativ ausiSUt, entweder der unter B oder der unter A stehende zugehörige, jedesmal nämlich der 
numerisch grössere 'Werth, als Grad des betreffenden Coefficienten in der neuen Gleichung angenommen 
werden. Je nachdem also (Ji >• (J, oder aber cs^ < a vorausgesetzt wird, sind auch: 

i;, + r + p oder aber Vi + r + p 

i^i + t^ + p + öT^ t^i + v + p + ^ 



• 



die Grade der successiven Coefficienten der neuen Gleichung. Im ersten Falle sind aber: 
(jj >, (3r> , 0, , im zweiten dagegen : <J >, <^i > 

die einzelnen Ansteigungen in den aufeinanderfolgenden Coefficientenpaaren, wodurch die ausgesprochene 
Gesetzmässigkeit für das Vorhandensein zweier, bezuglich der Grade von 9 (x) verschiedener par- 
tieulärer Integrale von dieser Form in der That erwiesen ist 

Der Satz wird allgemein bewiesen sein, sobald wir, unter Voraussetzung seiner GUtigkeit 
fär eine bestimmte Anzahl , räcksichtlich des Grades von 9 (x) sämmtlich von einander verschiedener 
particulirer Integrale, dessen Wahrheit auch fär die um 1 grössere Anzahl dargethan haben werden. 

Bezeichnen wir also den Grad von X^ in der vorgelegten Gleichung abermals durch p, 

die Ansteignngen in den aufeinanderfolgenden Coefficientenpaaren durch a,/3, ;^, ^, , wobei 

wir a> /3> ^> !)> , d« h. das offenbarte Gesetz als beobachtet annehmen, und fuhren 
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wir nun auch in diese Gleichung ein neues particuläres Integml ein , für welches die Grade von JH, JV 

und p (x) wie früher durch p,^ v^ a ausgedrückt sein mögen, so erhalten wir: 

A B B — A 

V + p 

V + p + c\ V + p + (y 

V + p + a -t- ß V + p + a + a 
v + p + ix+ß-\-y v+p + a + ß + ö 

V f p + a -{- ß + y + (^ V + p + a + ß .+ y + cj 




Fiele nun z. B. a zwischen y und ^, also y ^ "^ > i^^ so wären die Grade der neuen 
Coefficienr^Mi ; 

V + p 

V + p + ex 

V + p + a + ß 

V + p + a -i- ß + y 
v-\r-p + a + ß + y + a 

v + p + a+ß-i-y + a + b 



um! demzufolge die Ansteigungen in den aufeinanderfolgenden Coefficientenpaaren : 

4Y>, /j>, y>, (?>, ^>, £> 

Die Differenz a hat sich also in der Thal auf f^olche Weise eingeschoben, dass das ausgesprochene 
Gesetz neuerdings beobachtet erscheint. 

Dieses Gesetz der Etiquette (so zu sagen), bezüglich der Aufeinanderfolge der Unter- 
schiede in den Ordnungszahlen (Ansteigungen), bei dem Übergänge von einem Coefficienten zum 
nächstfolgenden , wird demnach in einer Gleichung immer beobachtet erscheinen , so oft , bei Bildung 
derselben aus den particulären Integralen, in ihren Coefficienten keine zufSUigen Aufhebungen der höchsten 
Potenzen vorkommen, durch welche in einzelnen Coefficienten eine niedrigere Ordnungszahl nach x 
entstünde. Wenn es uns nun auch umgekehrt gelänge, zu zeigen, dass, so oft in einer Gleichung jenes 
Gesetz der Rangstellung ersichtlich ist, auch keine zufälligen Aufhebungen in den einzelnen Coefficienten 
vorgekommen sein können, so wäre es uns immer erlaubt, in einem solchen Falle aus den numerischen 
Werthen a , /j , ^ , a der successiven Ansteigungen in den aufeinanderfolgenden Coefficienten- 
paaren. auf eben solche Werthe der Ordnungszahlen zu sehliessen, welche den 9 {x) in den Expo- 
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nettea der verschiedeoeQ partieulären Integrale der Gleiehung zukommen , unter der wohl festgehaltenen 

J*o (x) dx 

V^raosaetzung jedoeh « daas die Form e (^ die einzige sei, welche ein Ansteigen in den Anfangs- 

e^efilcienten der zugehörigen Gleiehung zu bewirken vermag, und dass daher aus dem Vorhandensein 
eiaea Ansteigens, das sieh auf (r4- t)Anfangscoeffieienten einer vorgelegten Gleiehung erstreckt, 
aueh umgekehrt auf ein nothwendiges Vorhandensein von r zugehörigen partieulären Integralen dieser 
Form geschlossen werden könne. 

Eine Störung der erörterten Gesetzmässigkeiten durch zufällige Aufhebung der höchsten Potenzen 
in einzelnen Coeffidenten einer vorgelegten Gleichung , bei Bildung derselben aus ihren partieulären Inte- 
gralen, kann nun evident niemals vorkommen, so oft in letzteren die Ordnungszahlen a, /3, ^, ... a 
der o ix) genannten Grössen sämmtlich von einander verschieden sind, da, wenn eine unter B — A 
stehende Differenz von Null verschieden ausfällt, die höchste Potenz nach x nur in Einem Gliede des 
betreffenden Coefficienten erscheint. Sind aber unter jenen Ordnungszahlen a^ ß^ y^ 6 grup- 
penweise einander gleidie vorhanden, so würde jeder solchen etwa /tgliedrigen Gruppe, dne Reihe 
von (A+l) aufeinanderfolgenden Coefficienten entsprechen, deren successive Ordnungszahlen, wofern 
keine zufalligen Aufhebungen stattgefunden hätten , stets um dieselbe constante Differenz von einander 
verschieden wären, und es lässt sich nun sehr leicht zeigen: dass derlei zufällige Aufhebungen nur 
bei den (A — 1) Mittelgliedern einer solchen Coefficientengruppe , niemals aber beim Anfangs- und 
Endgliede derselben (die wir kürzehalber Grenzcoefficienten nennen wollen) vorgekommen sein 
können. 

Um diesen Satz für den Fall zu erweisen, wenn eine Gleiehung nur zwei particuläre Integrale 
besitzt, deren Exponenten ^(x) von gleicher Ordnungszahl sind, brauchen wir nur in der obengeführten 

Deduction statt (S eine der übrigen, von einander verschiedenen Zahlen a, ß^ y^ also etwa 

<; = ;^ zu setzen und sehen unmittelbar, dass dann der dritte, vierte und fünfte Coefficient eine Gruppe 
bilden, in deren beiden Gliederpaaren, wofern keine zufälligen Aufhebungen der höchsten Potenzen 
stattfinden, ein gleich grosses Ansteigen um y Einheiten in der Ordnungszahl ersichtlich ist, ferner: 
dass eine derartige Aufhebung und sofortige Verkleinerung der Ordnungszahl nur im mittleren (vierten) 
Coefficienten der erwähnten Gruppe vorkommen kann, da nur für diesen die entsprechende unter 
B — A erscheinende Differenz: a — y der Nulle gleich ausfällt. 

Es folgt hieraus, dass, wenn uns in einer Gleichung, z. B. der dritte und fünfte Coefficient 

als Grenzcoefficienten einer dreigliedrigen Gruppe bezeichnet würden» wir unmittelbar zu behaupten 

im Stande wären, dass in eben diesen, bei Bildung der Gleichung aus den partieulären Integralen, 

* 
keine zufälligen Aufhebungen der höchsten Potenzen stattgefunden haben können und wenn wir nun, 

ohne auf die Ordnungszahl des mittleren (vierten) Coefficienten überhaupt zu achten , den Unter- 
aehied in den Ordnungszahlen, etwa 2/, welcher zwischen den erwähnten Grenzcoefficienten stattfin- 
de mag, auf die beiden in die Gruppe eingehenden Coefficientenpaare gleichmässig repartiren, so er- 
•ebea wk auch noch , dass die vorgelegte Gleichung gerade zwei particuläre Integrale besitzen müsse, 
deren 9 (x) der Ordnungszahl y angehören werden. Allgemein: wir werden, um die Ordnungs- 
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lab! y zu ermitteln « welche den Fanetionen 9 (x) in A partieuliren Integralen einer vergel^ai 
Gleichung zukömmt, nur die zugehörige (A+l)gliedrige Coefficientengmppe zu Icennen vnd die 
Gewissheit zu besitzen brauchen, dass die Ordnungszahlen ihrer Grenzcoeffidenten , bei Gonstmftiiiig 
der Gleichung, keine Verkleinerung erfahren haben können, indem, durch sofortige gleicbmassige 
Repartition des Unterschiedes hy zwischen eben diesen Ordnungszahlen auf die einbegrUfenen A Coef- 
flcientenpaare , die Zahl y unmittelbar erhalten wird. Wir erfahren sogar, nach so yollbraditer 
Repartition, welche von den mittleren Coefficienten zufällige Aufhebungen ihrer höchsten Potenzen 
erfahren haben mögen und welche nicht, indem die Ordnungssuihl der letzteren mit deijenigen aber- 
einstimmen muss , die ihnen nach vorgenommener Repartition zugewiesen wfirde , wfihrend die Ord* 
nungszahlen der ersteren um eben so viele Einheiten unter den durch die Repartition geforderten 
zuräckbleiben werden, als höchste Potenzen in denselben durch Aufhebung verloren g^angen sind — 
der Fall, dass irgend einer der mittleren Coefficienten eine höhere Ordnungszahl besasse, als die- 
jenige, die für denselben aus der Repartition des zwischen den beiden GrenzcoeSici^ten stattfin- 
denden Unterschiedes in der Ordnungszahl hervorginge , wurde der Voraussetzung , dass besagte Grenz- 
coefficienten Endglieder derselben Gruppe seien , widersprechen. 

Es^ bleibt uns , um die allgemeine Nachweisung des obenaufgestellten Satzes zu vollenden, 
nur noch Ein Schritt zu thun äbrig. Nehmen wir zu dem Ende eine Gleichung vor, in welcher der 
Reihe nach die Zahlen: 

V 

P + a 

[p -*- a + y8 + y] 
[p + a + y8 + 2y] 



[p + a + /3 + (Ä - 2) y] 
/) + a + /3 + (A — 1) y 



die Ordnungszahlen der suceessiven Coefficienten vorstellen sollen , so bemerken wir hier eine Gruppe 

von A aufeinanderfolgenden Coefficienten, die uns auf das Vorhandensein einer Anzahl von A — 1 

< 

particulären Integralen, deren 9 (x) sämmtlich der Ordnungszahl y angehören, einen Schloss 
gestatten mag. Unter dieser Voraussetzung nun und unter der weiteren Annahme, dass in dieser 
Gleichung dieselben Gesetzmässigkeiten beobachtet erscheinen, deren nothwendiges Stattfinden wir so 
eben für eine Gleichung dargethan haben , die nur zwei derlei particuläre Integrale besitzt — dass 
also , bei der Construirung der Gleichung aus ihren particulären Integralen , in keinem der beidm 
Grenzcoefficienten der erwähnten Gruppe, deren Ordnungszahlen hier beziehungsweise durch p + A+^ 
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und p+a+ß'\'(h—'i)y bezeichnet siad, eine Aufhebung der mit der hiiefasten Potenz nach x 
verimfipflen (Nieder stattgefunden haben könne, wahrend die Ordnungszahlen der zwischenliegenden 
Coefiicienten , die hier zu ihrer Unterscheidung eingeldammert wurden, durch derlei zufallige Aufhe- 
bungen eine Verringerungerlitten haben und demnach niedrigere , keinesfalls aber höhere Zahlenwerthe 
als die obenstehenden besitzen mögen — lässt sich unmittelbar darthun, dass die erwähnten Gesetz- 
massigkeiten sammtlich auch in jener neuen Gleichung stattfinden müssen , die wif aus der vorgelegten 
erhalten werden durch Einfuhrung eines neueu exponentiellen partieularen Integrales, dessen 9 (x) 
gleichüaUs der Ordnungszahl y angehört. In der That : haben /i , r , (S=yi\e bereits früher gebrauchte 
Bedeutung, so erhalten wir: 

A B 

V + p 

V + p + a r + p + y 

V + p + a + ß v+ p + a + y 
-v+lp + a + ß + y] v+p + a-i-ß + y 
r^ +[p + 0L + ß + 2y] ^+[p^a + ß + y]+y 








t;+ p + a + ß + (h-i)y v + [p + a + ß+(:h — 2)y] + y 

-r + p + a + /J + (Ä— l)y + b v+ p + a + ß + (h—i)y +y ^ 

^+ P + ct + ß + ih—i^y + t> + £ v+ p + a + ß+ hy +b y-t 

Die Coefficienten der neuen Gleichung besitzen demnach der Reihe nach folgende Ordnungs* 
zahlen : 

V '\r p •\' (X 
[i'+P + ct + ^ + y] 



[v +p + a + /3 + (A-1) y] 
v + p + a-t-^ + Äy 
v + p + a + /8 + Ay + & 

wodurch unser obenaufgestellter Satz vollständig erwiesen ist. 

Es geht aus diesen Betrachtungen hervor, dass uns in einer vorgelegten Gleichung nur die 
Kenatniss deijenigen Coefiicienten, die wir Grenzcoefiicienten genannt haben, nöthig ist, um sowohl die 
Anzahl particularer Integrale, denen 9 (a?) von gleicher Ordnungszahl zukommen, als auch den nume- 
rischen Werth dieser Ordnungszahl selbst zn erfahren, indem wir dann nur den Unterschied in den 
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Ordnungszahlen zwischen je zwei näehstaufeinanderfolsenden Grenzcoefficienten zu bestimmen und auf 
die von denselben einbegriffenen Coeflieientenpaare gleiebmässig zu repartiren braueben. Zur praetfsehe» 
Auffindung dieser Grenzcoefficienten dient aber folgendes einfache geometrische Verfahren: 

Man construire auf einer geraden Linie und in gleichen Entfernungen von einander Ordinaten« 
deren Längen den Ordnungszahlen der aufeinanderfolgenden Coefficienten in der vergelten Gleichung 
proportional angenommen sind , verbinde die Endpunkte je zweier nächsten Ordinaten mit einander dmrah 
gerade Linien, und schneide von dem so erhaltenen Polygone alle einspringenden Winkel, woflem 
derlei vorhanden sind, weg, wodurch man ein neues Polygon erhält, dessen Seiten zwar nothwendig 
in Ordinatenendpunkten zusammentreffen, wohl auch durch andere solche Ordinatenendpunkte hindurch- 
gehen, niemals aber, selbst verlängert nicht, irgend eine der Ordinaten durchschneiden werden — ein 
Problem, welches offenbar in jedem speeiellen Falle nur eine einzige Auflösung zulässt. Die Ordinaten 
der successiven Durchschnittspunkte der Seiten ge&ören in derselben Ordnung den aufeinanderfolgenden 
Grenzcoefficienten an , die Repartition des zwichen diesen stattfindenden Unterschiedes in den Ordnungs- 
zahlen auf die zwischenliegenden Coefficientenpaare aber, wird hier graphisch ganz einfach, auf die 
Weise vollbracht, dass man die zu letztgenannten Coeificienten gehörigen Ordinaten bis zu den über 
diese hinweggehenden Seiten hinauf verlängert. 

Wir wollen nunmehr die Anwendung der gegebenen Regeln an ein Paar Beispielen zeigen» 
Es seien also nacheinander: 

I, 3, 4, i, 4, 3, 2, 1, 0, 

die Ordnungszahlen der successiven Coefficienten in einer vorgelegten Gleichung (von der achten Ord- 
nung), so construiren wir zuvörderst auf der Geraden MN (siehe die nachstehende Figur): 




und in den gleichen Abständen AB = BC = CD = .... =fl/von einander die Ordinate 

Aa, Ä6, Cc, /i, deren Längen den angegebenen Ordnungszahlen proportional angenomme 

sind. Verbinden wir nun je zwei nächste Bndpunkte « , 6 , c , — i dieser Ordinaten durch Gerade, 
so erhalten wir die Polygonallinie abcelwni weil dieselbe gegen die 3fiV in ihrem ganzen Verlaufes 
concav ist , somit keine einspringenden Winkel besitzt , die Ansteigungen in den aufeinanderfolgenden 
Coefficientenpaaren daher streng nach dem erörterten Etiquettegesetze angereiht sind, so sehen wir 
unmittelbar , dass , bei Constniirung der Gleichung aus ihren particularen Integralen , keinerlei zuSlIige 
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Anfhebnngen der höchsten Potenzen nach x in ihren CoeSicienten stattgefonden haben können und 
sehlieesen demzufolge auch ans den numerisehen Wertben: 

2, 1 , 0, 0. — i ,— i , — 1, — 1 

dieser Ansteigungen, dass die Ordnungszahlen der 9 ix) genannten Functionen dieselben, oder — wenn 
wir vorziehen uns die einzelnen particularen Integrale in der Form e^^^'^ Q vorzustellen — die Ordnungs- 
zahlen der Exponenten if) (x) in den verschiedenen particularen Integralen der vorgelegten Gleichung 
beziehungsweise die Grössen : 

3, 2, 1, 1. 0, 0, 0, 

besitzen werden. Lassen sich also auch in der That sämmtliche partieulare Integrale der vorgelegten 
Gleichung auf die Form e'^^^^ Q bringen, und sind dann sämmtliche rf) (x) algebraisiihe und ganze 
Functionen nach x, so besitzt die Gleichung Bin particuläres Integral von der Form: 

eben so, E i n particuläres Integral von der Form : 

femer zwei partieulare Integrale von der Form: 

e«* Q 

nnd endlich noch vier rein algebraisc.he partieulare Integrale ohne alle exponentielle Factoren. 
Es seien , in einem zweiten Beispiele , die Ordnungszahlen der CoefiQcienten in «iner vor- 
gelegten Gleichung naeheinander : 

i, 3, 3, 4, 4, 0, 2, 3, 2, 0. 

Construiren wir auch diessmal auf ähnliche Weise das Polygon abcdeFghiK^ 




so erhalten wir, indem wir die Linien hd und eh ziehen, ein neues Polygon ahdehiK^ in welchem, 
wiewohl die Scheitel in lauter Ordinatenendpunkte fallen, doch keine einspringenden Winkel vorhanden 
sind, nnd demnach keine Seite irgend welche Ordinalen durchsehneiden wird. Wir sehen also unmittel- 
bar, dass die Ordinalen: Aa^ Bb ^ Dd ^ Ee ^ Hh und (so schiene es für den ersten Anblick) auch 
li und it/: ;» zu GrenzcoefAcienten gehören nnd hätten nun die Höhenunterschiede zwischeai je zwei 
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QäcbstaufeinaDderfolgende solche Ordinaten auf die zwischenliegenden gleichmässig za repartiren, za 
welchem Ende die Ordinaten Cc^ fy*=o, Gg beziehungsweise bis C&^Ff^ Gg' verlängert werden 
müssen. Weisen wir nun den successiven Coeflficienten der vorgelegten Gleicbang jene Ordnungszahlen 
zu, welche durch die Glieder der neu erhaltenen Ordinatenreihe angedeutet sind, so bekommen wir 
für die Ansteigungen in den aufeinanderfolgenden Coefficientenpaaren die Zahlen: 

und demzufolge, als Werthe für die Ordnungszahlen der Exponenten rf) (x) in den verschiedenen par- 
ticulären Integralen der vorgelegten Gleichung, beziehungsweise die Zahlen: 

Der Werth — 1, den wir, genau nach der Regel vorgehend, als Ordnungszahl des letzten 
particulären Integrals bekommen wurden, vermag demselben, nach den Eingangs dieses Paragraphen 
angestellten Betrachlungen, nicht mit Sicherheit beigelegt zu werden, und kann, wenn if) (x) eine ganze 
Function von x sein soll, offenbar eben so gut durch den Werth ersetzt werden, gegen den, auf 
Grund des stärkeren Abfallens im letzten Coefficientenpaare , keine Einsprache erhoben werden kann , 
weil im letzten Coefficienten bekanntlich jedesmal zufallige Aufhebungen der höchsten Potenzen mög- 
lich sind, so oft die vorgelegte Gleichung particuläre Integrale besitzt, deren i/' (x) vom 0^» oder 
negativem Grade sind , die also , zufolge (26) , bei ihrer Einführung ein gegen N um die Einheit in 
der Ordnungszahl niedrigeres M hervorrufen. 

Wir finden uns hier zu einer nicht unwichtigen Bemerkung veranlasst, bezüglieh jener 
Erscheinungen, die durch solche zufällige Aufhebungen im letzten Coefficienten einer 
Gleichung hervorgerufen werden. Die, zum Stattfinden solcher Aufhebungen nothwendige, obenerwähnte 
Bedingung, bringt nämlich auch das nothwendige Erscheinen einer CoefiTicientengruppe am Ende des 
Gleichungspolyooms mit sich, in welcher, wofurn solche Aufhebungen im letzten CoefRcienten noch 
nicht eingetreten wären, auf jedes einbegrifTene Coefficientenpaar ein repartirtes Abfallen im Betrage 
von Einer Einheit entfallen wird. Hat nun aber einmal das gelegentliche Eintreten zufälliger Aufhe- 
bungen im letzten Coefficienten eine Vermehrung der Gesammtzahl dieser Einheiten um weitere e 
Einheiten herbeigeführt, so trägt ein so erzeugtes stärkeres Abfallen denselben Character der Unver- 
wischbarkeit an sieh wie jenes, welches in der Gleichung durch das Vorhandensein der betref- 
fenden particulären Integrale schon zufolge ihrer Form mit Nothwendigkeit verursacht wird. Man äber- 
zeugt sich hievon sehr einfach auf folgende Weise: Es seien in einer vorgelegten Gleichung r parti- 
euläre Integrale vorhanden , die , schon allein vermöge ihrer Form , in den r letzten Coefficientenpaaren 
ein repartirtes Abfallen je um Eine Einheit erzeugen, so ist Xr der obere (an der Spitze des Abfalls 
stehende) Grenzcoefficient. Führen wir nun in diese Gleichong ein neues particulärea Integral ein , für 
welches M und N beziehungsweise die Ordnungszahlen ju und v besitzen mögen, so ist, zufolge (26): 
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mit lauter rationalen Coeffieienten auftreten können. Wiewohl nun die hiezu nöthigen Bedingungen erst 
spater zur Sprache kommen können, so ist es doch möglich, schon an diesem Orte einen hiebei statt- 
findenden wichtigen Umstand zu erörtern. Es ist nämlich zuvörderst klar, dass, so wie die zu Anfimg 
dieses Paragraphen geffihrten, so auch die darauffolgenden Untersuchungen für ganze und gebrochene 
Ordnungszahlen von 9 (x) , also für particuläre Integrale mit rationalen oder irrationalen e]q^nentiel- 
len oder algebraischen Bestandtheilen in gleicherweise gelten, da nichts im Wege steht, sich unter 
a , /3 , y^ , . ,6 auch gebrochene Zahlen vorzustellen , nur werden im letzteren Falle entweder einigen 
oder allen Coeffieienten der Gleichung ebenfalls gebrochene Ordnungszahlen zufallen, diese Coeffieienten 
selbst also irrational sein müssen. Soll demnach eine Differentialgleichung irrationale particuläre Inte- 
grale und nichts desto weniger auch lauter rationale Coeffieienten besitzen , so muss in allen jenen 
Coeffieienten, denen, (bei der Construirung des frfiher erwähnten Polygons aus den bekannten Grad- 
zahlen der Exponenten in den einzelnen particulären Integralen welche der Gleichung zukommen sollen) 
gebrochene Ordnungszahlen zugewiesen würden, eine Aufhebung der höchsten Glieder, bezuglich eine 
Aufhebung der irrationalen Bestandtheile stattfinden, und hiezu . ist , nebst anderen Be- 
dingungen, deren Erörterung eben den SS. 9 u. s. w. überlassen bleibt, auch nothwendig, dass besagte 
Coeffieienten keine Grenzcoefficienten seien, da in solchen, wie wir gesehen haben, niemals derlei 
Aufhebungen durch Addition vorkommen können. Wir finden hiedurch die Bemerkung bestätiget, die 
wir schon zu Anfange dieses Paragraphen ausgesprochen haben, nämlich : dass eine Gleichung mit lauter 
rationalen Coeffieienten keine einzelnen irrationalen particulären Integrale von der Form (25) be- 
sitzen könne, aber noch mehr: Sollen nämlich Exponentialfunctionen mit t^ {x) von gebrochener Ord- 
nungszahl in einer Gleichung mit lauter rationalen Coeffieienten als particuläre Integrale erscheinen 
können und ist q der Nenner dieser Ordnungszahl , so muss besagte Gleichung deren q , oder iq , oder 

%q oder allgemein hq an der Zahl besitzen (unter h eine ganze Zahl verstanden) , da nur 

für eine solche Anzahl derartiger particulärer Integrale der Unterschied zwischen den Ordnungszahlen 
der Grenzcoefficienten in der entsprechenden CoefTicientengruppe, und demnach die Ordnungszahlen 
beider Grenzcoefficienten selbst ganze Zahlen zu sein vermögen. Wir finden diese Bemerkung auch 
wirklich bei dem zweiten Beispiele bestätiget, in welchem sämmtliche Coeffieienten von vorne berein 
. als rational angenommen wurden, und wo in der That die Anwendung der Regel auf das Vorhanden- 
sein zweier particulärer Integrale schliessen lässt, in denen 1/) (x) dem Grade */, und dreier 
anderer, wo diese Grösse dem Grade */, angehört. 

Wir bemerken nur noch, dass sich die sämmt liehen vorgetragenen Gesetzmässigkeiten auch in 
allen jenen Differentialgleichungen bestätigen, welche im vorigen zweiten Abschnitte der Integration unter- 
worfen worden sind und wir heben aus ihnen namentlich die Differentialgleichung (160), Seite 78 
heraus, deren allgemeines Integral unter (165) gegeben wurde, fei'ner die Riecatrsehe Gleichung 
(256), Seite 106, für welche dasselbe unter (263) und (264) zu finden ist. Die particulären Integrale 
. der im genannten Abschnitte behandelten Gleichungen gehören nun allerdings in der bei weitem grös- 
seren Mehrzahl der Fälle einer anderen als der hier betrachteten Form, namentlich jener eines be- 
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stimmten Integrales« wiey* e^ V du an, allein so oft diese Form in speciellen Fällen, wo näm- 
lieh die Integration nach n in endlicher Form möglich ist, in die offenbar hierher gehörige e^ R 
übergeht, werden auch die darch ihr Stattfinden bedingten Erscheinungen in den Ordnungszahlen 
der CoefFicienten der zugehörigen Gleichung in aller Strenge bestehen müssen. 



S. 7. 

Merkmale gebrochener Functionen im particuISren Integrale. 

Die angegebenen Criterien reichen zur Erkennung jedes positiven Grades von tf) (x) in 
einem particulären Integrale von der Form e"^''^ Q vollkommen aus, allein sie geben uns kein Mittel, 
um die Falle , wo tf> (x) und Q ganze oder gebrochene Functionen nach x sind , von einander zu 
unterscheiden. Die Kenntniss dieses Umstandes ist aber zur Erlangung einer genugenden Einsicht in 

die Natur derartiger particulärer Integrale gerade von besonderer Wichtigkeit, und wir müssen uns 

■ 

daher im Folgenden mit der Aufsuchung von Kennzeichen zur Erkennung eines in tf) {x) 
oder Q allenfalls vorhandenen Nenners beschäftigen. 

Setzen wir also zuvörderst tf) (x) als eine ganze Function , Q aber als gebrochen und in 
dessen Nenner einen Factor wie (x — a)* voraus, y^ ist dann von der Form: 

Q 

wo Q vielleicht abermals eine gebrochene Function vorstellt, in deren Nenner aber kein Factor 
x — a mehr erscheinen wird. Zum Behufe der Einführung von .v^ in die vorgelegte Gleichung wird 
dasselbe n-mal zu differenziren sein, und bei jeder Differentiation einen weiteren Factor x — a im 
Nenner hinzubekommen. P^ erhält hierdurch die Form: 

p __ X„Q„+X,,,Q^,ix-a)+X„.,Q^ix-ay+. . .+X,QXx-^ar''^X,Q,ix-a^^ 

Wäre der Factor (x — a) bereits in einigen Anfangscoefficienten -X„, X,^^^ vor- 
handen , so könnte sich jjer Factor (x — ay im Zahler nnd Nenner heben , und wir bekämen : 



(a? — ay ' 



(«7) 



wo 9 < A + n, in fl aber kein Factor x ~ a mehr enthalten ist. Ganz in früherer Weise vor^ 
gehend erhalten wir^. 



N Ä (ar — .V, 

N wird also den Factor (x — a) Einmal, M aber gar nicht enthalten. 

War in X^ kein Factor x — a vorhanden , so wird letzterer im ersten Coefficienten der 
neuen Gleichung (12) Einmal, im nächstfolgenden gar nicht erscheinen. Hat dagegen X^ bereits Einen 
Factor x — a besessen, so wird in den beiden ersten Coefficienten der neuen Gleichung derselbe 
nacheinander in der zweiten und ersten , in den folgenden aber in der 0^° Potenz enthalten sein. Man 
erkennt sehr leicht , dass, nach Einfährung von r solchen particulären Integralen — in denen sämmtlieh 
der Factor x — a im Nennei^ von Q , wenn auch zu verschiedenen Potenzen erhoben vorkommt — 
die r ersten Coefficienten der Endgleichung, nach der Reihe, beziehungsweise Factoren: 

(X — ay, (X — a)'"\ {x — a)'^\ (x — a)\ 

die folgenden aber keinen Factor (x — a) mehr besitzen werden. 

Da iV auch alle Factoren von R in sich enthält , so kann nicht umgekehrt behauptet werden, 
dass aus jedem Wurzelfactor wie x — a im höchsten Coefficienten einer vorgelegten Gleichung, auf 
das Vorhandensein eines Factors (x — a)^ im Nenner von Q eines particulären Integrals geschloasen 
werden müsse. Glucklicherweise besitzen wir aber ein sehr einfaches Mittel zur Auffindung 
des Exponenten A:, wodurch die, aus dem ebenerwähnten Umstände hervorgehende Unsicherheit 
meistentheils hinwegfallt. 

In der That lässt sich der Werth von k in dem einfachsten der vorkommenden Falle , dem 
nämlich einer Gleichung der ersten Ordnung, mit Hilfe der wirklichen Integration ohne Muh' 
bestimmen. Es sei nämlich in der Gleichung: 

(89) X,j/ + X,y = 

der erste Coefficient X^ mit dem Factor x — a versehen, so haben wir bekanntlich: 

(80) y = e ^ ^^ 

und es ist zur wirklichen Auffindung des im Exponenten vorhandenen Integrals in der Regr 
Zerlegung in Partialbruche nothwendig, deren Einer offenbar von der Form: 



a 



sein wird. Um seinen Zahler k zu ermitteln, mnltipliGirt man bekanntlieh den zu zerleg«i' 
— mit X — - a und setzt dann a anstatt x im Resultate der Mnltiplieation. Hierdundi ' 



178 



III. A k • c h a i 1 1. 



(43) 



0«-i| =-(& + « T- 2) 0^.1 



nnd dnrch Substitution in die darauffolgende letzte: 



(44) 



Qn\ =(& + «-!) (& + H - 2) Q^\. 



Wir erhalten durch Einführung dieser Werthe in die Gleichung (42): 



(W) 



L^^" (ft + „ _ 1) (Ä + „ - 2) - J^"-' (& + « - 2) + A',^| = 0. 
\(x — a) X — a I 

X X 

Behandeln wir ^^T und — ^^ nach den Regeln , die zur Ermittlonff der unter der 

(x — ayx — a 

Form - erschemenden Ausdrucke dienen, so lässt sich diese letzte Gleichung auch folgendennassen 
darstellen : 

jX; (& + n ~ !) (* + n - 2) - 2 . A^., (Ä + w - 2) + 2. ! . AV.| = 0. 

Besässe endlich die gegebene Gleichung r particalare Integrale mit dem Factor x — a im 
Nenner, so bekamen wir dnrch Multiplication der Gleichung (36) mit (x — a)*'^"~'' : 



(46) 



und durch Substitntion für (?«, (?«_,, 0«_., Q 



/»-T+l 



endlich: 



(X— a) 



-(& + «-!)...(* + » — r) — 



'/l— t 



(« — «) 



— (A+;i-2)...(&-|-n-r) + 



(48) 



*•«-« 



(a? — a) 



L_(fc + „-3)...(Ac + n — r) — 



y(&+n-r+l)(A + n-r) + ^^itfll ^k + n - r) ± X„_, 1=0, 

X — a F 



oder in anderer Form: 



I Xi^(k + n-i) (& + w-r) - r.Xir:/^(& + n-2)...(& + ii-r) + 

(49) +r(r-l)XJrr^(Ä+n-3)...(Ä + n-r) - ...: 



Tr(r— 1) 3. 2 X„„^4., (& + n — r) ± r(r— 1) 3 . 2 . 1 X^^ j =0. 



Man wird ohne Schwierigkeit erkennen, wie man vorzugehen habe» wenn in der vorgelegten 
Gleichung, ausser dem einzelnen oder wiederholten Factor x — a, noch andere Wurzelfactoren im 
höchsten, oder in einigen der höchsten Coeincien(en erscheinen. Ware z. B.: 
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ar ^= a in eine Summe uneadlicher Grössen , deren gegenseitige Redaeüon aof die Nulle eben nur durch 
das Stattfinden der hierbetraehteten Gesetzmässigkeiten in den Coeffieienten ermöglicht wird , in welcher 
ebenangedeuteten Beziehung wir auf diese und die vorhergehenden Untersnehnngen noch an dnem späte- 
ren Orte ausfuhrlich zurückkommen wollen. 

Da wir im nächsten Abschnitte, bei der Transformation der Gleichung zur Befreiung Eines 
parttculären Integrals der hier vorausgesetzten Form von einem im Nenner desselben enthaltenen 
Factor (x — a)\ ohnedem eine Methode exponiren werden , die uns jeden einfachen Wnrzel£M^r und 
den ihm zugehörigen Exponenten k im Nenner oder Zähler desselben finden lehrt, so wollen wir bei 
dem obenangefdhrten speciellen Falle nicht länger vc.rweileu, indem wir uns vorerst mit den hier 
neuerlangten kritischen Hilfsmitteln begnügen. 



8. 8. 

Merknale gebrocheoer FuDctiooen im particolftreo lDt«g^li^ 

m 

(Fortsetzung und Schlnss.) 

J'o(x)dx 

So wie uns für den Fall, ^in welchem ein particuläres Integral von der Form e Q mit 

» • 

einer algebraischen gebrochenen Function als Factor verknüpft ist ,^ die Kenntniss Jener Werthe von x 

m 

wünschenswerth erschien, welche den Nenner jener. gebrochenen Function Q auf Null bringen, weil 
wir so erfahren , für welche endlichen Werthe der unabhängigen Veränderlichen das fragliche particu- 
läre Integral- gelegentlich einen unendlichen Werth anzunehmen vermöge, so interessirt uns, wenn 
O (x) einef algebraische gebrochene Function von x bedeutet, aus ahnlichen Gründen nidit minder die 
Kenntniss einzelner oder wiederholter Wnrzelfactoren fm Nenner dieser letzteren. Indem wir nun den 
Effect der Einführung eines derartigen particnlär^n Integrals in eine vorgelegte Gleichung untersuchen 
wollen, setzen wir dasselbe von der Form: 

(51)) Va = ^^ ^ ^ 

voraus, und fassen somit, wenigstens so lange m als eine pqsitive Zahl gedacht wird, die gleich oder 
grösser ist als Eins, offenbar auch alle jene Fälle zusammen, in welchen ^n particuläres Integral, 
ausserdem, dass es einen exponentiellen Bestandtheil mit einem Exponoiten von gebrochener Besdiaf- 
feaheit enthält, noch mit einer algebraischen, ganzen oder gebrochenen Function als Factor verknüpft 
ist« die, im letzteren Falle, «elbst den Factor (x — a)* im Nenner beherbergen mag. Denn es int 



offenbar, dass man, die Function ^J ^ in Partialbrüche zerlegend , gelegentlich auch Partialbrnehe 



ix-ay 
erhalten kann, die, mit dx multiplizirt und integrirt, den Logarithmus einer algebraisdien, ganxen oder 

gebrochenen Function ergeben, was dann nothwendig den erwähnten Fall herbeiführen wird. — Wir 

erkalten aber zur Bildung des bekannten P« : 
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M T 

^ ^ N X - a 

erhalten wurde, wenn m zwar positiv aber kleiner als die Einheit wäre. Passen wir nao zo- 
vörderst den ersteren Fall ins Auge , iikdem wir uns zunächst fiberhaupt m als eine ganze« posi- 
tive Zahl vorstellen wollen, so sehen wir aus (51), dass iVden Factor (x — a)"*, Jif dage- 
gen keinen Factor x^a erhalten wird. Wir gewinnen sofort aus dem blossen Anbiieke 
der Gleichung (12) nachstehende Aufschlüsse aber den Erfolg der Einführung Eines oder mebrer par- 
ticulärer Integrale von der Form (50) in eine vorgelegte Gleichung: 

1) Die Einfuhrung eines einzigen particnlären Integrals wie (50) in eine Gleichung, deren Coef- 
ficienten den Factor x — a noch nicht besasscn, wird das nothwendige Erscheinen von m 
Factoren x --u im ersten CoeSicienteD der neuen Gleichung zur Folge haben, welcher Fac- 
tor x — a aber im zweiten i|nd in. der Regel auch io den nachfolgenden Coeffieienten aicht 
weiter erscheinen wird. 

2) Die abermalige Einffihrong eines zweiten particnlären Integrals, von derselben Form und mit 
dem Factor (x — ay im Nenner seines 9 (x). In die eben erhaltene Gleichung, wird eine heue 
solche erzeugen, in welcher der Factor x^a und zwar in den zwei ersten Coefficienden 
auftreten wird. Um die Gleichung (12) zur Bestätigung dieser Behauptung und zur Ermittluiig 
der Anzahl Factoren x — d in jedem einzelnen der beiden ersten CoeSicienten zu benulzeD« 
miissen wir uns vorstellen , dass der Coefficient X^ in der vergelten Gleichung bereits mit 
einem Factor (x — a)"*, iV dagegen mit einem Factor (x — ay versehen sei und. sehen noa 
unmittelbar dass im ersten CoeiDcienten Z^^ der neuen Gleichung der Factor {x — a)*'^ 
erscheinen wfard. Der zweite Coefficient Z^^ = NX'^ + ^X,^^ — MX^ wird gleidifalls den 
Factor x — a in jedem seiner Glieder und zwar beziehungsweise: m+P — I« p «od m-mal 
an der Zahl beherbergen. Da jedoch das ganze Z^ offenbar nur durch so viele factoren x ^ a 
theilbar erscheinen kann, als die kleinste der eben aufgeschriebenen Zahlen anzeigt, so kommt 

I 

es darauf an, welche der beiden Grossen m und p (die wir uns beide als ganze, positive Zahlen 
denken) den kleineren numerischen Werlh ausweist Wäre also etwa m^p, so wurden die 
Anzahlen der Factoren x — a in den aufeinanderfolgenden Coefficienten : 

^/i+t » Zfg , ^/i-i » 

der neuen Glc^ichung beziehungsweise durch die Werthe: 

ni 4- P 9 P . , 

auszudrucken sein, wogegen die besagten Coefficienten in derselben Ordnnng Factoren x — a 

und zwar: 

w + p , m , , 

an der Zahl aufweisen wurden, wenn m^^^p vorausgesetzt wird. 
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der Art der (50) deuten wurde, die aber im Exponenten unter dem Integtu.^ 

tionen mit irrationalen Nennern beherbergen. Die Möglichkeit des Vorkommen» ^.^ 

irrationaler particulärer Integrale in Differentialgleichungen mit lauter rationalen CoeSicienten anlan- 

« • 

gend, kann auch hier bewiesen werden, dass sie wenigstens nicht einzeln in solchen Gleichungen 
erscheinen können. Denn denkt man sich alle übrigen rationalen particulären Integrale in eine offen- 
bar gleichfalls rationale Gleichung vereinigt , fund in diese letztere nun das noch übriggebliebene irra- 
tionale particuläre Integral eingeführt, so bekommen für dasselbe M und N irrationale Werthe, was 
offenbar eine rationale Beschaffenheit sämmtlicher Coefficienten der neu hervorgehenden Gleichung un- 
möglich macht. Es lässt sieh dann ferner zeigen, dass, wenn eine Gleichung mit lauter rationalen 
CoeSicienten eine Gruppe irrationaler particulärer Integrale dieser Art besitzen soll , in denen allen m 
denselben gebrochenen Werth mit dem Nenner, q ausweist , die Anzahl dieser particulären Integrale e i u 
Vielfaches von q sein müsse, da nur in einem solchen Falle der besagten Gruppe particulärer Inte- 
grale eine Gruppe von CIoelTicienten in der Gleichung entsprechen wird, deren Grenzcoefficienten mit 
einer ganzen Anzahl von Faetoren x — a versehen sind und demnach rational zu sein vermögen , wäh- 
rend auch für die mittleren Coefficienten , aus der Aufhebung aller Glieder die mit gebrochenen Poten- 
zen von x — a verknüpft sind, ganze Factorenzahlen und überhaupt eine rationale Beschaffenheit er- 
wachsen kann , wozu aber noch überdiess andere Bedingungen zu erfüllen sind , die- erst in den nach- 
folgenden Paragraphen zur Sprache kommen können. 

Es ist noch nöthig den Fall zu erwähnen , wenn eine vorgelegte Gleichung particuläre Inte- 
grale der hier betrachteten Form besitzt mit gebrochenen Werthen von m die kleiner sind 
als Eins. Die Anwesenheit solcher particulärer Integrale lässt sich aber offenbar nach den bisher gege- 
benen Criterien nicht erkennen 4 da ihre Einführung, zufolge (52), denselben Effect herbeiführt, wie 
die Einführung particulärer Integrale von der Art, die wir im vorigen Paragraphen der Betrachtung 
unterzogen haben , in denen nämlich nur der algebraische Bestandtheil mit einem den Factor (x — cCf 
enthaltenden Nenner versehen ist Es lässt sich indess hier gleich die doppelte Bemerkung anknüpfet , 
dass einerseits das so gestaltete particuläre Integrale die Eigenschaft nicht habe für x = a unendlich vi 
werden und dass andererseits, wie später nachgewiesen werden soll, das Vorkonmien eines ähnliche 
Falles sich durch den Werth des Exponenten k in den meisten Fällen genügend verrathe, der einen sef 
einfachen , negativen , gebrochenen , rein numerischen Werth erhält 

. Um das Ganze noch schliesslich durch ein Beispiel zu belegen , so mögen die successiven . 
fangscoefficienten einer vorgelegten Gleichung Faetoren x-^a beziehungsweise in folgenden Anta' 
besitzen : 



H, 6, 5, 7, 2, 2, I, 3, 0, 



*« Weise vorgehend, zuvörderst das Polygon abcdefghl (st 
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Z,.. = NX^, + NX, - MX,,, 

t 

der neue unterste GrenzcoeOfieient. Unter den gemachten Voraussetzungen wird nun offenbar in demsel- 
ben der Factor x—a nur im dritten Gliede MX,.+^ und zwar Einmal enthalten sein, während er in 
den Ueiden anderen Gliedern iVA^+i und NX^ nicht erscheint Es konnte sonach möglicherweise in 
diesen beiden Gliedern eine gegenseitige Aufhebung sämmtlicher des Factors x—a ermangelnder Glieder 

• 

eintreten, was dann eine Theilbarkeit des ganzen Coeffieienten Z^^.^ durch Einen oder mehrere Factoren 
X — a , also ein Auftreten dieses Factors in demselben zur Folge haben wird , welcher aber bei der Ein- 
ffihrung fernerer particularer Integrale wieder verloren gehen kann. 

Gleichzeitig mit dem Erscheinen solcher zufalliger Factoren x — a macht sich aber auch in 
der letzten Coeffieientengnippe ein Abfallen bemerkbar, welches weniger als Eine Einheit auf das Coeffi<- 
cientenpaar ergibt, und welches also, wo es auftritt, keinen sicheren Ruekschluss auf das Vorhandensein 
von particularen . Integralen mit dem Factor x — et im Nenner von q>(x) gestattet Denn es stellt sich 
aus den geführten Untersuchungen klar heraus, dass das hier dargelegte Verfahren nur solche Exponen- 
ten m zu verrathen vermöge, welche positiv und grösser oder gleich Eins sind, oder mit anderen 

/' Q (^) 
— ^- —7 dx^ wenn x = a gesetzt wird, einen unendlichen Werth 
(x — a)"* 

bekömmt ; ffir andere Werthe von m , bei denen das genannte Integral nur eine Unterbrechung seiner 
Stetigkeit erleidet, fällt allerdings auch ein Factor x — a in die Coefficienten der Differentialgleichung, 
allein nicht auf eine Weise, welche die Unterscheidung derselben im Detail möglich machen würde. 
Überhaupt ist als allgemeine Regel anzunehmen , dass der Qoefficientenbau einer Differentialgleicliung , in 
Bezug auf die allgemeinen bisher betrachteten Kennzeichen des Ansteigens oder Abfallens in der Ord- 
nungszahl und die Reihenfolge der einfachen Factoren von der Form x — a. Nichts als das Verhalten 
der successiven Differentialquotienten der einzelnen particularen Integrale wie- 
dergebe und das zwar für solche endliehe oder unendliche Werthe der unabhängigen Veränderlichen« 
die das betreffende particuläre Integral oder irgend Einen seiner Differentialquotienten unendlich 
machen. Wenn hiebei wesentlich von einander verschiedene Functionsformen , wie z. B. algebraische und 
gewisse Exponentiellen, beim successiven Differenziren sich auf einerlei Weise benehmen , wenn nämlich, 

* 

bei der einen sowohl als bei der anderen, die successiven Differentialquotienten sich als je um die Einheit 
in der Ordnungszahl höhere, oder je um die Einheit in der Ordnungszahl niederere unendliche Grössen ge- 
stalten , so sind die hier in Rede stehenden , von so verschiedenartigen FunctLansformen den Coefficienten 
aufgeprägten Merkmale dieselben und ihre Unterscheidung kann nur mit Hilfe einer tiefer gehenden Ana- 
lysis, die die versteckteren iMerkmale aufdeckt und von der mr einige Fingerzeige bereits gegeben haben, 
erfolgen. 
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nach einer solchen Weglassang übrigbleibende Gleichung abermals mit zweiwerthigen Coefficienten 
verseben, die gar keine Esponentielle mehr enthalten, also algebraisch sind, nach 9 und x rational 
aussehen und die Eigenschaft besitzen , bei einer jeden Vertauschung zweier verschiedener 9 unter- 
einander, welche lediglich auf eine Vertauschung der Stellenzeiger hinausläuft, idas Zeichen zu ändern, 
d. h. die Coeificienten sind zweiwerthige Functionen der 9^, 9,, 9^. 

Hebt man nun diesen Character der Zweiwerthigkeit irgendwie auf, indem man entweder 
durch irgend Einen der Gleichungscoefficienten wegdividirt oder mit Einem derselben oder auch einer 
anderen zweiwerthigen Function der 9 multiplicirt — einer zweiwerthigen Function, die bei Ver- 
tauschungen auch nur das Zeichen zu ändern vermag — so erhält man offenbar eine Gleichung mit 

Coefficienten , welche symmetrische Functionen sind der 9^ , 9, , Or und sohin auch rationale 

Functionen der rationalen Coefficienten jener algebraischen Gleichung, die die 9^, 9tf 9r zu 

Wurzeln hat, also rationale Functionen von x, was zu erweisen war. 

Man sieht bei diesen Betrachtungen abermals ganz klar, dass eine Differentialgleichung 
mit rationalen Coefficienten isolirte irrationale particuläre Integrale, erscheinend unter der allgemeinen 

J'odx 

Form e , wo 9 irrational ist, nicht besitzen könne;' dass, wenn 9 Wurzelgrossen in sieh ent- 
halten soll, namentlich : Quadratwurzeln , dritte Wurzeln , vierte Wurzeln , in der rational vor- 
ausgesetzten Gleichung particuläre Integrale vorhanden sein müssen beziehlich mindestens 2, 3, 4, ... 
an der Zahl; dass, wenn jemand eine rationale Differentialgleichung zu sehen wünscht, der ein parti- 
culäres Integral e Genüge leistet, wo Q eiiie gegebene Irrationalfunetion nach x ist, diesem 
seinem Wunsche entsprochen werden könne dadurch, dass man die Gleichung Q = ^ hinstellt, sie 
durch Potenziren rational macht, die dadurch erhaltene höhere algebraische Gleichung in 9 mit ratio- 
nalen Coefficienten auflöst und nun nicht Ein , sondern mehrere particuläre Integrale in eine Gleidiung 
vereinigt, so viele nämlich, als das 9 Werthe bekommen hat. So wird man- z. B. in einer Differential- 
gleichung mit rationalen Coefficienten nie das einzelne particuläre Integral: 

unter den Genüge leistenden Werthen finden, wohl aber können rationale Differentialgleichungen 
existiren, denen eine Summe wie: 



Genüge leistet, unter C^ und C, vnllkürliche Constanten verstanden, eben weil die Exponenten 
beiden Exponentialgrössen , als Wurzeln, einer algebraischen Gleichung des zweiten Grades mit ratio- 
nalen Coefficienten angehören. Endlieh muss offenbar der Fall irrationaler partieulärer Integrale als der 
allgemeinere betrachtet werden und der andere von rationalen solchen, als der specielle in ihm enthal- 
tene, wenn sich nämlich die verschiedenen Wurzelausziehungen wirklich vollbringen lassen, gerade 
so, wie der Fall eines ganz regelmässigen Coefficientenbaues mit ganzen Ansteigungszahlen, der nach 



Fornenl^hre» }^ 

unseren Uatersuchungen den rationalen Formen angehört, ein specieller Fall der ganz beliebigen man« 

nigfidtigen Gestaltung derselben ist. 

Eine Bemerkung wollen wir hier noch anknäpfen zi Gun^en deijenigen, die geneq;! wären 
Seschlossene Formeln fQr die particulären Integrale der hoheriBn Differentialgleichungen ai&UMiobeA « 
4>der ihre Unmöglichkeit zu erweisen: es gebt nämlich aus unseren Untersuchungen hervor, daas, wenn 
salehe geschlossene Formeln überhaupt existiren, diess nur bis zu den Gleichungen der vierten Ord- 
nung inclusive in aller Strenge stattfinden könne, aus der einfachen Ursache, weil auch die alge- 
liraischen Gleichungen nur bis zum vierten Grade eine Auflosung durch geschlossene algebraische 
Fometai zulassen. Da nämlich eine Differentialgleiehung, die z. B. der vierten Ordnung angehört , par- 
ticalare Integrale zu haben vermag, die die vier Wurzehi einer Gleichung des vierten Grades in sich 
«Dthalten, so muss offenbar in der gesuchten allgemeinen Formel, so sie vorhanden ist, auch dieser 
specielle Fall einbegriffen sein ; somit werden in ihr nothwendigerweise auch diese vier Wurzeln erschd- 
nea, nnd Aense fBr eine Differentialgleichung von der fünften Ordnung, bei welcher die allge- 
meine FinMl- die Wurzeln einer algd>raischen Gleichung des fünften Grades in sich beherbergen sollte, 
die bekanntlich in geschlossener Form nicht vorhanden sind. Streng genommen wird man daher auch 
Keine geschlossenen Formeln für die particulären Integrale der Differentialgleichungen, die den vierten 
iBrad übersteigen, zu erwarten haben; mindestens werden diese nicht explicit sein können und man 
^«ird sieh dieselben höchstens so vorstellen mögen, dass die Form der particulären Integrale g^eben 
mst, die noch eine gewisse Function 9 in sich schliesst, welche letztere als Wurzel einer höheren 
algebraischen Gleichung erklärt wird, die ebenfalls gegeben ist 

S. 10. 
DifferentialgleielioDgeB der zweiteo Ordoung mit irrationalen particnl&ren Integralen. 

Um nun zu näheren Aufschlüssen über den Bau der Differentialgleichungen mit irrationalen 
particulären Integralen zu gelangen, wollen wir hier einige Beispiele anführen und namentlidi zuvör- 
derst di^enige Gleichung der zweiten Ordnung construiren, deren allgemeines Integral: 

ist, unter 9, und 9, die beiden Wurzeln der algebraischen Gleichung des iweiten Grades: 



(öS) 



i 9» + Jir 9 -I- iV = (59) 

verttaadeR. — Die zu diesem Zweeke einzuleitende Rechnung bietet keinerlei Schwierigkeiten dar. Man 
Mixt ninriieh: 

9x = e ^' , y,=.^^, (eO) 

sad. bekömmt dnrdi Differenziren sogleich : 

25 



194 in. A b 8 c h D i I t. 

y: = /'"^ (9l + 9'.)' y: = « **"' (9J + 9'.)' 

bemerkt sodann, dass die Differentialgleichung, welche die particnlären Integrale y^ und y, hat, in 
derjenigen Form, in der wir sie im I. Abschnitte, S. 4 aufßmden, d. h. mit zweiwerthigen Coef- 
ficienten, die folgende sei: 

(6«) bi y'. - y\ y.] f - [y^ v'^ - y\ y.] y' + \n\ y'; - y\ y\\y = o, 

oder, in Folge der Werthe (60) und (61) nnd mit Hin weglassung des allen Gliedern gemeinsehaft- 
lichen, exponentiellen Factors.: e ^^^ ^*^ , der offenbar nach 9^ und 9, symmetrisch ist: 

(68) (9. — 9«) y" — (9J — 9* + 9« - 9«) y' + (91 9i — 9J 9» + 9t 9'. — 9» 9t) y = 0- 

Die zweiwertbige Beschaffenheit der Coefficienten fällt hier in die Augeli. Wir gestalteo sie in sym- 
metrische um dadurch, dass wir alle Glieder mit 9, — 9, moltipliziren, wodurch wir erbalten: 

(9. — 9i)* y" — [(9. — 9.)* (9t + 9.) + 9t 9'. + 9. 9'. - (9t 9« + 9» 9«)] y* 
^^^ + [9i 9. (9. — 9.)' + 9. 9. (9'. + 9'.) — (9; 9'. + 9J 9'«)] y = 0- 

Endlich drücken wir die einzelnen symmetrischen Functionen, die hier vorkommen, dureh die Goefficien- 
ten 8 und T der Gleichung : 
(65) 9' + «9 + r= 

M N 

aus, welche aus der (59) hervorgeht, wenn man für einen Augenblick — = 8, ^ = T setzt. 

Ju La 

Wir erhalten ohne Mühe: 

9i + 9t = - ®* 9i 9« = ^' (9. - 9i)" = «• - 45r, 

^®*^ 9;+9;=-S', 9.9; + 9,9; = r, 9,9;+9,9;=ss'-r, 9;9;+9;9; = rs'-sr' 

und unsere Differentialgleichung sieht jetzt so aus : 

(67) (S»-4r) f + [S CS'-43r) - SS' + 2T'] y' + [r (S'-4r) - 2TS' + Sr] y = 0, 
oder, wenn wir anstatt S und 7 die L, ilf , iV wieder zurückführen: 

(68) L ( JT - 4LiV)y" + [M (JM ' — 4LiV) - M (ML — L'Jf) + 2L (JVL — L'iV)] y' 

+ [N (JW - 4LiV) + M {NL — L'iV) — 2Ni,ML — L'M)] y = 0. 

Die unmittelbare Ansicht dieser Gleichung veranlasst uns nun zu folgenden Bemerkungen: 
Erstens. Wenn die in der algebraischen Gleichung (59) vorkommenden Coeflicienten 
L , M und iV, in Rücksicht ihrer Ordnungszahlen, ein Fortschreiten im Niveau offenbaren , d. h. wenn 
sie alle drei , oder auch nur die beiden äussersten , L und N nämlich , von demselben Grade nach x 
sind , so findet dasselbe auch in der Differentialgleidiung statt 
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Zweitens« Wenn in der algel)raischen Gleiehong irgend ein Ansteigen von dem ersten 
CoeCcienten L zun zweiten ilf , oder znm dritten N zu gewaliren ist, welches, anf die zwei Goeffi- 
^entenpaare repartirt, eine ganze oder gebrodiene, jedesmal mit dem Nenner 2 verseliene Repartitions- 
zahl liefert, so wird sich dasselbe Ansteigen, in derselben Art und mit derselben Repartitionszahl, andi 
JB der Differentialgleichung wiederfinden , so dass dasselbe Polygon , das , nach S. 6 constmirt , nach 
Wegschneiden aller einspringenden Winkel, den Coefficientenban in der Differentialgleichung wiedergibt, 
aoch jenen in der algebraischen Gleichung und umgekehrt darstellt, und so sehen wir denn, dass die 
in einer Differentialgleichung bei der Repartition der Ansteigungen gel^entlich gewonnenen Brüche 
und namentlich die Halben, ihr Dasein dem Vorkommen von irrationalen particalären Integralen verdan- 
ken konnm, in denen die voriiandenen Wurzelgrossen aus der Auflösung einer Gleichung des zweiten 
<vrades gezogen sind. Wiewohl nun aber gebrochene Repartitionszahlen auf irrationale particulare Inte- 
^;rale immer den Schluss verstatten, so kann man doch aus dem Nichtvorhandensein der ersteren auf 
da8 Nichtvorhandensein der letzteren keineswegs schliessen, weil die in der algebraischen Gleichung 
iroUkemmen befolgte Etiquette, ohne die irrationale Beschaffenheit der Wurzeln zu beeinträchtigen, sieh 
•audi . d)enso vollständig auf die Differentialgleichung überträgt und wir sind sohin genothigt , den Fall 
der irrationalen Auflosungen als den allgemeinen, jenen der rationalen aber als den in ihm enthaltenen 
speeiellen anzusehen. 

Drittens. Auch ein Abfallen von L auf ilf und N in der Ordnungszahl, welches vom 
ersten auf den letzten dieser Coefficienten gerade Eine Einheit und somit auf jedes Coefficientenpaar 
lue gebrochene Zahl ~ ergibt, findet sich in der Differentialgleichung vieder. Es wird daher ein Ab- 
fallen dieser Art, wenn es in irgend einer Differentialgleichung vorkömmt, ebenfalls auf irrationale 
particulare Integrale schliessen lassen, die in sich die Wurzeln einer algebraischen Gleichung beher- 
bergen können wie (59), in welcher M mindestens um die Einheit, N aber gerade um die Einheit 
ni^erer ist als L. 

Viertens. Findet sich in der algebraischen Gleichung, ein stärkeres Abfallen als um die 
halbe Einheit in der Ordnungszahl für Ein Coefficientenpaar, so ist solches in voller Congnienz in der 
Differentialgleichung nicht nothwendig mehr wiederzufinden. Wenn z. B. von L auf M zwei Einheiten, 
und von M auf N vieder zwei Einheiten Abfall vorhanden wären, so bemerkt man in der Differen- 
tialgleichung vom ersten auf den zweiten Coefficienten einen Abfall von Einer Einheit, vom zweiten 
auf den dritten aber einen von drei Einheiten in der Ordnungszahl und eben so , wenn in der alge- 
braischen Gleichung, allgemein, vom ersten auf den zweiten Coefficienten ein Abfall von wenigstens 
2) Einheiten, vom ersten auf den dritten Coefficienten aber einer von 2h Einheiten vorhanden wäre, 
der also, auf die beiden Coefficientenpaare repartirt, auf jedes derselben die gleiche Anzahl von h 
Einheiten liefert, so gewahrt man in der Differentialgleichung vom ersten auf den zweiten Coeffi- 
denten in der Regel nur einen Abfall von Ejner Einheit, vom zweiten auf den dritten aber einen 
von h+i Einheiten und diess zwar in Folge einer in diesem Falle stattfindenden Aufhebung des zu 
M iIfL—L'N) — 2N(ML^L'M) gehörigen höchsten Gliedes, von der sieh der Leser selbet 

25 • 
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ohne Schwierigkeit at^erzeogen tcann. Diese Aufhebung nan , von deren MSglichkeft schon im S. 6 die 
Rede war , gestaltet sich , bei dem Vorhandensein zweier partieularer Integrale vra ier Form (60), 
hei denen 9, und ^« einerlei und zwar negativen Ordnungszahlen angehören, als Regel. Da aher 
der nun einmal irgeidwie dnrch Aufheben der höchsten Coeffieienten erzeugte jihere Abfall, dnreh die 
Ehifahrung ron ferneren particulären Integralen nicht mehr aufgehoben werden kann , wie schon ehern 
im S. 6 bemerkt worden ist , so gestaltet sich ein ähnliches , in der vorgelegten Diiferentialgleiebaiig 
etwa vorfindiges, mehr als Eine Einheit auf das Coefficientenpaar ausweisendes Abfallen, als Merkmal 
wahrscheinlicher solcher partieularer Integrale, die denselben Ordnungszahlen angehtrige Werthe von 
9 in sich schliessen. Die Differentialgleichungen, welche den binomischen algebralisehen von der 
Form: 9*^ + 31=0 angehören, dienen in der Tliat dazu diese Wahrnehmung zu bekrfiftigeii — 
und diess sind die Bemerkungen , die wir aus unserer Differentialgleichung ableiten, indem wbr einzig 
md allein auf die Ordnungszahlen der Coeffieienten Rücksicht nehmen. 

Da wir nun aber wissen , dass in der Regel der erste Coeflicient in der Gleidrang andi 
mancherld Aufschlösse fiber die Beschaffenheit der particulären Integrale darbietet, und nanentUdi 
alle diejenigen Werthe von x verräth , für welche irgend Eines derselben unendlich wird , so' madien 
wir , vm zu einer zweiten Reihe ebenso wichtiger Bemerkungen zu gelangen, darauf aufmerksam , dass 
die aufgelöste algebraische Gleichung (59) die in folgender einzigen Formel enthaltenen Werdie von 
^t und ^a liefere : 
(69) 9 = - ^ ± ^ sJ-W^^TCN. 

m 

Vergleicht man hiermit den ersten Coeffieienten der in diesem Paragraphe gewonnenen Dif- 
ferentialgleichung , nämlich : L (M* — 4 LN) , so sieht man allsogleich , dass derselbe zusammenge- 
setzt sei : Erstens, aus air deiyenigen einfachen Factoren , welche auch der Gleichung L = zukommen 
und die , auf Null gebracht , Einen der beiden Werthe von 9 unendlich machen und zweitens auch aus 
deqjenigen Factoren, die der Gleichung 3P — iLN=0 angehören und bei deren Verschwinden ^^ 
und 9a von reell imaginär oder umgekehrt werden, oder auch ihre Beschaffenheit gar nicht ändern 
und nur 9^ = 9, wird. Um nun die Exponenten numerisch zu bestimmen, zu welchen die einzelnen, 
im ersten Gleichungscoefficienten nur Einmal erscheinenden Factoren, in den einzelnen, particulären 
Int^^len erhoben vorkommen, dividirt man bekanntlich den zweiten' Coeffieienten durch den ersten, 
zerlegt den so erhaltenen Bruch in Partialbrfiche und subtrahirt von jedem Zähler eines solchen die 
um Eins verminderte Ordnungszahl der Gleichung ; der Rest ist der gesuchte Exponent des betreffenden 
Factors , der im Nenner vorhanden gedacht wird. Verfahren wir hier auf dieselbe Weise, so bietet sieh 
uns zunächst folgender Bruch dar : 

MiM* — 4 LN) —MiML — LM)^ 2 L (NL — LN) M+ L' % (AP — 4 LN)' 



(70) 



L{Ar — kLN) L OP — iLN * 

Ist nun X — a ein einzelner in L enthaltener Factor, so wird man, zur Ermittlnng des 
ihm zugehörigen Exponenten, diesen Bruch mit x — a multipliziren, dann aber x==^a setzen. Iflerdirch 
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rerwandelt sich der erste, im zweiten Theile der Gleichung (70) ersichtliche BestandtheQ desselben in -, 



der zweite in ; der numerische Werth des Symbols ~ wird aber hier auf die gewöhnliche Weise ge- 

ftmden und gibt, um die Einheit verringert, den znx — a gehörigen Exponenten: — , welcher der- 

selbe ist, der auch einem einzigen rationalen j)articnlären Integrale mit eben diesem Factor x — a im 

Nenner entsprechen kann, so dass sich also nach den Ergebnissen dieser Untersuchungen keineswegs 

Bit Sicherheit entscheiden lässt, ob ein solcher Factor zu einem einzelnen rationalen particulären Inte- 

grale , oder zu einer Gruppe von irrationalen solchen gebore. 

Dieses Vorhandensein von nur einem einzigen Factor op — a im ersten Coefficienten, wah- 
rend er doch , scheinbar wenigstens , in den Nennern zweier particulärer Integrale vorkommt , hört auf 
was zu befremden , wenn wir bedenken , dass gleichwohl nur ein einziges derselben für x = a nnend- 
lidi werden kann , weil in diesem Falle von den beiden Wertfaen von o« die die Gleichung (69) Hefert, 
^Qch nur ein einziger für x = a einen unendlichen Werth bekommt. Eine Ausnahme hievon zeigt sich, 
-wenn der in L Einmal vorhandene Factor x^a auch dem M Einmal zukommt ; dann enthalten nämlich 
lieMe Werthe von o die Quadratwurzel aus diesem Factor im Nenner und der zu demselben rehörige, 

ai«f die hier vorgetragene Wäse gewonnene Exponent, hört auf den Werth — } zu besitzen, sondern 

^ '« i 

gemnntn in Folge der auftauchenden Theilbarkeit der Gleichung (68) durch x — a, den Werth — -, 



', wiewohl er seinen Urspning auch gelegentlich einem einzelnen particnliren Integrale mit ratio- 
Haler Exptnentielle verdanken kann, doch mit überwiegender Wabrscheinlidikeit aof eine Gruppe von 
zw«en irrationalen hinweist. 

Ist hingegen x — a ein Factor von JT — 4 LN und man sucht den dazu gehörigen Expo«* 

nenten, so erhält man, genau auf die eben beigebrachte Weise verfahrend, die einfache Bruchzahl 

3 

-^- —. Es ist nun freilich wahr, dass derselbe gebrochene Werth, als Exponent von x — a, auch einem ein- 
zelnen particulären Integrale mit rationaler Exponratieile zukommen könne, allein es ist diess offenbar ein 

3 
hficüist seltener Fall md man wird in der Regel ans dem Vorkommen seldier Exponenten wie — -, auch 

^wenn die repartirten Ordnungszahlen der Coefficienten in der Differenfialgleiehing keine Bruche in sieh 

enthalten , auf die Möglichkeit irrationaler particulärer Integrale schliessen, und zwar namentlich solcher, 

die Irrationalgrössen , hervorgegangen aus der Auflösung einer Gleichung des zweiten Grades , d. h. 

3 
Quadratwurzeln enthalten; ja, es wird uberdem noch dieser einfache Bruch gelegentlich Zeug- 

iiise geben von einer, bei dem Werthe x = a vor sich gehenden, Formandemng von reell in imaginär 

oder umgekehrt, respective von einem Periodischwerden des betreffenden particulären Integrals. 

Nun ist noch übrig das Verhalten der im ersten Coefficienten der Differentialglelchnng vor* 

kommenden wiederholten Factoren zu untersuchen. \^ werden bei deqjenigen anfangen, die zu L 

gehören. Nun fiberzeugt man sich aber sehr leicht, dass, wenn z. B. (x — a)' dem L als Factor ange- 

hSrig und M gar nicht durch x—a theilbar ist, auch in der Differentialgleichung der erste Coef- 

fteient zwei Factoren x — a habe und der zweite gar keinen. Hatte hing^en L solcher Factoren zwei, 

M aber Einen, so wird die Differentialgleichung durch (x—a)* theilbar, und die neue, ans der Divi- 
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(73) 



WrrtirjtlMHide Gleif hang, tragt aoch im ersten Coefficienten zwei Factoren x — a, im zweiten aber 
Kiiiett. CWfii4ipt kann man sagen, dass dasselbe, nach Wegschneiden der aasspringenden Winke) 
Miaften«. naeh S. 8 constmirte Polygon, welches der algebraischen Gleichung (59) angehört, auch 
il^ tHImntialgleiehang (68) zukomme. 

Anders verhalt es sich mit den in iH* — 4'LiV gelegentlich vorkommenden wiederholten 
hictor^tt. Diese liefern nämlich, insofern als sie weder dem M noch dem L angehören, ob einfach 
iMier wiederholt das ist gleichgiltig, zu dem ersten Coefficienten der gehörig abgekürzten Differential- 
gleichung, immer nur höchstens einen einzigen Factor dieser Art. Diess ist vorzuglich klar und ganz 
unmittelbar ersichtlich bei deijenigen Differentialgleichung, die der binomischen algebraischen: 

171) 9' + iV = 

entspricht und die man aus der (68) erhfilt, wenn man L=l , ilf=0 setzt. Diese Differentialglei- 
chung ist: 
(W) 2iV.y" — N^.j/ + 2N'.y = 

und es lehrt ihre unmittelbare Ansicht, dass, wenn (x — a)*" ein Factor von iVist, eine sofortige 
Abkürzung durch (x — a)""^ Platz greife, nach welcher dem ersten Coeffidenten nur Bin Factor x — a, 
dem zweiten aber gar keiner verbleiben wird. Es Hesse sich hier noch die Bemerkung hinzufügen, dass 
der dritte Coefiicient Factoren x — a , und zwar m + 1 an der Zahl erhalte und dass ihr Vorhanden- 
sein als Merkmal der binomischen Gleichungen gelten könnte, wenn ihm nicht der nothwendige Cha- 
racter der Unverwischbarkeit abgehen würde. Jede Einfuhrung nämlich eines neuen particulären Inte- 
grals setzt, wie der Anbliclc der oftgenannten Gleichung (12) lehrt, die Anzahl der Factoren x — a 
in diesem letzten Coefficienten mindestens um Eins herab und veranlasst so gelegentlich ihre gänzliche 
Aufhebung. Einzelne oder wiederholte Factoren unter dem Wurzelzeichen der Irrationalgrössen würden 
sich demnach gar nicht von einander unterscheiden, wenn der ihnen zugehörige Exponent nicht wäre, 
den der eben gebrauchte Zerlegungsprocess in Partialbruche für dieselben liefert, und der, auf den 
gegenwärtigen Fall angewendet, einen Exponenten: 



2 



_ (x-a)j - 1 



ergibt, zu dessen numerischer Berechnung, bei dem Vorhandensein von m verschwindenden Factoren 
X — a im Zähler und Nenner des hier vorkommenden Bruches, ein m - maliges Differenziren des einen 
und anderen vorzunehmen ist, welches, durchgeffihrt , ohne Mühe zu: 

(74) k = - !L:^ 

führt, 80 dass sich also die Factoren, weiche unter dem Wurzelzeichen: 

i , 2 , 3,4 m 
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dirdi (a9«-ay"~* theilbar und der erste CoeineieBt der abgekfinten neneii Gleichang bdcimM nvn 
mit Nothwendigkeit einen einzigen Factor x — a, der im zweiten Coefficienten hingq^en nickt endieint. 
Um nun den xn x — a geborenden Exponenten k zu ermitteln , machen wir Gebranch von 
der Gleichnng (70) , in Folge deren : 

aaaffiUt und auf dieselbe Weise, wie in dem früher betrachteten einfacheren Falle sich : 

_ jfi+2 
(8«) . fc = — 

ergibt , so dass also die vollständige IdenütSt der analytischen Erscheinungen hier und dort nachgewie- 
sen ist. 

Es bliebe uns hier noch der Fall zu erörtern übrig, wo der Ausdruck 3P — iLN^ nebst 
deiuenigen Factoren x — a , die aus L und M stammen , überschüssige eigene besitzt — ein Fall, der 
offenbar nur dann vorkommen kann , wenn r die Anzahl der in M und 2 r die der in L enthaltenen 
ist, unter r jede beliebige ganze positive Zahl verstanden. Unter solchen Umständen ist es nämlich 
möglich, dass dieser Ausdruck mehr als 2r solche Factoren gewinnt, etwa 2r + 9. Eine nähere Unter- 
suchung des Verhaltens der Differentialgleichung fiberzeugt uns aber von der Theilbarkeit derselben durch 
2r + 9 Factoren dieser Art , so , dass also eben diese überschüssigen s Factoren beinahe spurlos aus der 
Differentialgleichung entschwunden, und nur durch die wiridiche Integration der Differentiaigieiehnng 
wieder zu entdecken sind. Der Fall endlich, wo solche Factoren nicht nur in L und üf , sondern nach In 
N vorhanden sind, verdient hier keine Beachtung, weil er eine vorgängige Division durch eine gewisse 
Anzahl Factoren x — a ermöglicht und erheischt 

Obwohl nun alle die hier angestellten Betrachtungen nur eine Differentialgleichung der zweiten 
Ordnung zum Gegenstande haben , so wird es doch jedem auflnerksameren Leser bereits klar geworden 
sein , dass die hier zur Sprache gebrachten Merkmale insgesammt den Character der Unverwischbarkdt 
an sich tragen und dass die Einfuhrung von noch so vielen neuen particulären Integralen die , hier ans 
der ähnlichen Erscheinung in der algebraischen Gleichung auf die Differentialgleichung Übertragene des 
Ansteigens oder Abfallens, nur eb^ zu verschieben, aber nicht aufzuheben, den Werth von h aber nidit 
zu ändern vermag. Jeden Zweifel daran wird ein aufmerksameres Durchgehen von den in S. 7 enthal- 
tenen Lehren zerstreuen, aus denen erhellet, dass der, dem gewissen Zähler des Partialbruches zn TheQ 
werdende Zuwachs, um die Einheit bei jeder Erhöhung der Differentialgleichung ebenfalls um die Ein- 
heit in der Ordnungszahl, gar nicht an die Bedingung rationaler dort vorkoannender M und N gebu- 
den sei, dass wir also, bei jeder Differenüalgleicbung, von beliebiger Ordnung , wenn zwei ihrer parti- 
culären Integrale aas der Auflösung einer rationalen algebraisehea Gleiehung hervorgehende Wwnl 
grossen beherbergen i denselben Erscheinungen t • wie die hier ausfitarlieli auseinandergesetiten » Bitt 
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DifTereDti&lgleichuDgen der dritteD OrdooDg mit irrationaleD particulären iDtegraleo. 

Die nicht unbedeutenden Aufschlüsse , die wir im vorhergehenden Paragjaphe erbalten haben 
über die Natur der Differentialgleichungen« deren particuläre Integrale Irrationalgrossen enthalten, her- 
vorgegangen aus der Auflösung einer rationalen, algebraischen Gleichung des zweiten Grades , d. b. Qua- 
dratwurzeln , bestimmen uns zur Fortsetzung dieser Untersuchung , also zunächst zur Construction einer 
Differentialgleichung der dritten Ordnung, deren particuläre Integrale die drei Wurzeln einer algebrai- 
schen und rationalen Gleichung vom dritten Grade in sieh enthalten. Die damit verknüpften Rechnungren 
machen , ihrer Weitläufigkeit wegen , jede mögliche Abkürzung wunschenswerth. Der Leser möge daher, 
um nicht in undurchffihrbare Massen von analytischen Entwicklungen zu gelangen und die vorzuglichsten, 
theils zur Abkürzung, theils zur Controlle solcher Rechnungen dienlichen Kunstgriffe kennen eu lernen, 
mit uns folgenden Weg einschlagen : Die gesuchte Differentialgleichung, in der Form, wie sie direct durch 
das bekannte Eliminationsverfahren , also mit zweiwerthigenCoefficienten, erzeugt wird ^ mit 
Auslassung jedoch der allen Gliedern als Factor gemeinschaftlichen Exponentialgrösse , sei : 

(83) X, r + X,j/' + X,j/ + X.y^O; 
ihre particulären Integrale seien: 

Jffidx f<^%dx J^tdx 

(84) Jfi = e , y, = e , y, = e 

9^,0, und 9s aber die Wurzeln einer Gleichung des dritten Grades, vorderhand nur einer solchen 
ohne der zweiten Potenz der Unbekannten: 

(85) 9» + ^9 + B = 0, 

die Rechnungen werden sich nämlich mit dieser Gleichung bequemer durchfuhren lassen und der Über- 
gaug von diesem nur scheinbar speciellen Falle, zu dem allgemeinen einer Gleichung: 

L9'-h-/lf9' + iV9 + = ü 

bietet keine Schwierigkeit. Es wird nun darauf ankommen, die successiven Coeificienten X,, -X,, X^, X^ 
der gesuchten Differentialgleichung der Berechnung zu unterwerfen und zugleich die Verwandlung der- 
selben in symmetrische Functionen, durch Multiplication mit einer schicklich gewählten zweiwerthigen 
F'uiiction zu bewirken. Wir bekommen dieselben zunächst als Functionen der Wurzeln 9^ , 9, und 9, , 
zuletzt aber als Ausdrucke in A und B und ihrer Differentialquotienten ; unserer Rechnung liegen daher 
die , diesen letzteren gleichgeltenden , symmetrischen Functionen der Wurzeln zu Grunde , nimlich : 

(86) 9i + 9t + 95 = 0, 9. 9. + 9i 9a + 9. 9a = A, 9, 9, 9a = — B. 

Setzen wir: 

(87) 9i + 9t = « * 9i 9« = P» 

so wird: 

(88) 9. = — ** i4 = p — «• , B = pg. 
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wegen hiezu vorzüglich brauchbare G, mit weichem wir» diese Gleichung multipliziread , symmeirisclie 

Formen erlialten: 
(98) GX, = G« + 3 G (9. 9; — 9, 9;). 

Nun rechnen wir zuvorderst G* und fuhren zu diesem Zwecke , anstatt def 9« und 9, , p und t ein. Die 

hierdurch gewonnenen Ausdrucke in p und « setzen wir in solche nach « allein um , indem wir p mittelst 

der Gleichung : 
(W) p = A + i\ 

siehe die Gleichungen (88) eliminiren. Sollten wir hiebe! auf dritte oder höhere Potenzen von t stossen, 
so eliminiren wir auch diese mittelst der Gleichung (89). G* kann so oifenbar nur als ein t und t* eot* 
haltender Ausdruck erscheinen, aus welchem, da G* symmetrisch, s und «* aber dreiwerthig sind, die mit 
dem Buchstaben « verbundenen Glieder sich von selbst wegheben werden , indem sie die Nulle zum Coef- 
flcienten erhalten. Diese Einführung von Grössen in die Rechnung, von welchen man aus bestimmteo 
Gründen im Voraus weiss , dass sie im Resultate nicht entlialten sind, ist eine der zweckmässigsten Hass- 
regeln der ControUe grösserer analytischer Entwicklungen. Es ist so in der Gleichung (96) : 

(9; — 9?) = (9« — 9«^ (95 + 9« 9» + 9«) = (9* - 9«) ^** — ^) ♦ 

also: 

G =(9.-9.) (2*' + p). 

^***^ G* = («' — 4p) (2«» +py = — (3»» + 4^) (3«* + A)\ 

weil 

(9. — 9.)* = 9: + 9; — 2 9. 9. = «• — 4 p = — (3 t* + 4 ^) 

# 

ist. Durch Hinausschaffen der höheren Potenzen von « wird endlich: 

(101) G« = — 4 ^* — 27 B\ 

Auf ähnliche Weise verfahren wir bei der Berechnung d6s zweiten Bestandtheils von GX, , nämlich : 

. (!(») 3G(9,9; 9.9'i) = 3(9.~9i) (9.9;-9.9i)(2«*-H>) = (6«*+3/>) (9,9, (9;+9;) — (9;9;+9;«>;)). 

Nun ist aber , mit Rücksicht auf die Gleichungen (87) : 

9i 9. (9'i + 9.) = K» 9! 9; + 9« 9« = P'^ — P^* 
und somit: 

3 G (9, 9; — 9, 9;) = (6*^ + 3p) (2p«' - p'$) = (9** + 3^) (2^«' — As). 

Durch Wegschaffung des s' mit Zuhilfenahme der Gleichung : 

(103) 3 8*»' = — As — As' + B\ 

welche ans der Gleichung (89) durch Differentiation unmittelbar hervorgeht , und indem wir diese letztere 
abermals zur Wegschaffung von s* benutzen , bekommen wir endlieh : 

(104) 3 G (9. 9; — 9, 9;) = 6 -AF — 9 AB, 
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ist , eine Reihe von Gleichungen « in welchen , so wie in den (92) , die vorkommenden Baehstaben, mit 
den Stelienzeigern 1 , 2 and 3 versehen« die suceessiven Differentialqnotienten der Genfige leistenden par- 
ticolären Integrale darstellen. Diess vorausgesetzt« substitoiren wir in der Gleichung (83)« deren erste 
zwei Coefficienten bereits gefunden sind« zuerst y^ « dann y,« endlich y^ anstatt j^«' wodurch sie jedesmal 
identisch wird und erhalten , den exponentiellen Factor jedesmal weglassend : 

7(»' X. + rj^-^ X. + r)^^ X. + i;. X. = 
rt':^ X, + if<-:^ X. + J7i') X. + i;. X. = 0. 

Addirt man nun diese drei identischen Gleichungen , und bemerln , dass die Coefißcienten der durch Addi- 
tion erhaltenen, symmetrische Functionen sind von ^i, 9,- und ^, und dass namentlich, wegen: 

9i + 9. + ^8 = 9'. + 9t + 9'a = 9"i + (j>", + 9;; = 0, 
(111) ^. 4- ^j _|_ ^j = _ 2^, 9,9; + 9,9; + 9,9; = — A, 9? + 9J + 9J = - 3 Ä, 

alsoglddi erhalten wird: 

V^'^ + V»^ + V'^ = 9? + 9I + 9a + 3(9 .9. +9.9. +9.9.) + 9*: +9;+9". =-3(^'-|-B), 

(11«) v^*^ + ^«'^ + V." = 9! + 9: + 91 + 9; + 9; + 9; = - 2 ^, 

^{>) + »;(0 + ^(O = 9. + ^. + 9. = 0, 

so kommen wir zu der einfachen Relation: 

3 (A -H B) X, + 2 ^X, — 3 X, = 0, 

d 

aus der unmittelbar der Werth des Einop; der gesuchten Coefficienten hervorgeht : 

der nach gehöriger Substitution der für GX^ und GX^ bereits geftindenen Werthe, übergeht in : 

GX^ = B(— 4i4*— 27B'j + 2iABB— S^AB*— 9A'B + SAAB^ + ßAAB — iA^B" + 

,„^^ . ^ (6 ^M' + 27 BB') (4 AB' — 6 A B) 



i A' + 27 B' 

Den letzten noch übrigen Coefficienten GX^ erhalten wir vermittelst einer ähnlichen« auf fol- 
gende Weise zu entMdckelnden Beziehungsgleichung: Wir differenziren zuvörderst die (83) und be- 
kommen : 

(115) -^. y'" + (-^'. + ^0 y"' + (^« + -^i) y" + (^* +X,)y^ + X,y = 0. 
multipliziren femer die eben erhaltene mit 6, die (83) aber mit G' und addiren. Qiess gibt: 

(116) GX, . y" + [(GX.)'+GX.]y" + [(GX.)' + CX.] j^' + [(GX.) + GX.] j^ + (GX,)'y = 0. 

Mit dieser Gleichung verfahren wir nun eben so, wie mit der (83) bei Berechnung von GX, nnd er- 
halten , den drei gemachten Substitutionen entsprechend , folgende drei identische Gleichungen : 
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sehen Functionen verrollstindigen, zusammenstellend, durch Benützung^ der Werthe (Ift) und Bereeh' 
nnng der nachfolgenden symmetrischen Functionen auf die Jedermann bekannte Weise: 

(i«6) 9!9,9,+9;9,9t+9:9.9,=o, 9?9,+9!9,+9:9.+9;9.+9l9.+9J9, = 3Ä. 

und sodann für unseren zu ermittelnden Ausdruck den Werth: 



A*A^ + 9Ä'BB — 3ABf 

(iW) 9i9. + 9.9. + 9.9. = iA'-\-27B* 

mit dessen Hilfe wir aus (122) gewinnen: 

— 2A* A' — leABB 4t 6AB* 



(t«7) 9: + 9: + 9'.= 4^. + 27ll- 

Um endlich zum Werthe von 9^9'! + 9t9t + 9*9" zu gelangen, dlfferenziren wir die Gleichung: 

9i 9i + 9« 9« + 9» 9» = — ^' 
und erhalten: 

9i 9i + 9» 9« + 9. 9JJ = - ^" — (9» + 9'! + 9'!)- 

Die letzte der hier vorkommenden symmetrischen Functionen ist uns ihrem Werthe nach bereits aus 
der eben durchgeffihrten Rechnung unter (127) bekannt; wir haben demnach: 

(lt8) 9i9t + 9.9; + 9.9. = - ^" + 4^' + 27 g^ 

und in Folge dieser Werthe ist endlich zuvörderst: 

(i«9) <) + y/) + ^0» = 2^' - 6ir - iA" + '-*•-*• tJ^ ' +^rV '^'' = " 

und sodann, mit Zuziehung der Gleichungen (112), die gesuchte, aus der Addition der (117) hervor- 
gehende Relation: 

(130) H.GX,-S (A + B) [iGX,y + GX,] - 2 A [(CXJ + GX,] + 3 (GX.)' = 0, 

die uns zu dem letzten der gesuchten Coefficienten GXi verhilft, für den wir zuvorderst folgende 
Formel erhalten: 

(131) 2i4 . GX, = H . GX, — 3 (-4' + B) [(GX,)' + GX,] — 2 A (GXJ + 3 (GX,)' , 

dann aber, nach gehöriger Einführung der für GX, und GX^ bereits ermittelten Werthe (108) und 
(113), von denen der letztere durch Substitution aus (108) auch so wiedergegeben werden kann: 

(18t) gX, = \a + B-\-\a^\ GX,-\AiGK,)\ 

zunächst zu folgender Formel gelangen: 
(133) ZA.GX,== \H + ^ A' + Z B - {A + i B) j^\ GX, + (A + 3B) (CÄJ'. 
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AHe die bisheriges Rechnungen beziehen sich anf die »Igebraisehe Gleichung : 

(144) 9» + ^ 9 + B = a. 

in der die zweite Potenz der Unbekannten fehlt. »Wollte man diejenige Differentialgleichung haben « 
die der allgemeinen algebraischen: 

(145) L Ö>» + M^^ + N^ + = 

entspricht, so konnte mau letztere aus der ersteren als dadurch hervorgegangen ansehen, dass 

M 

anstatt 9 geschrieben wird : H =r , wodurch sie zunächst übergeht in : 

^'^ "^ ix) *"•" WU + ^ ^^ + *^ = 0» 

worauf: 

angenommen wird, und: . - 

NM* „ O MN 2M' 

hervorgeht. Hiemit zusammenhängend wird man sich auch die neue gesuchte Differentialgleichung 
aus der bereits gewonnenen dadurch hervorgegangen denken können , dass zuvörderst 9 um —j- ver- 
mindert, oder, mit andern Worten, in ^ verwandelt wird , was man durch Multiplication sämmt- 
lieber particularer Integrale mit der Exponentialgrösse : 



-A 



,~ Si'^ 



bewerkstelliget, die durch Einführung einer neuen abhangigen Verändertichen vermittelst der Sub- 
stitution : 

(149) « = y . e ^ ^^ 

erreicht wird, sodann aber in dem Substitutioosresultate die für A und B eben ermittelten Wertlie 
(148) einführt. Diese hier angedeuteten Rechnungsoperationen leiten aber zu einer Differentialglei- 
chung, die ihrer Weitläufigkeit wegen die nöthige Übersicht nicht gewährt Wir beschränken uns 

31 

daher auf die letztangedeutete Substitution , bei der wir den Bruch -=— durch den einzelnen Ruch- 

Stäben fi? ersetzen , die Coefficienten aber der zu transfofmirenden Gleichung wie bisher mit d^, ^ 
c)G,, dC'>i und d&o bezeichnen, unter der Voraussetzung, dass: 

^ M , N 3P ^ O MN 2AP 

(150) ®=T' ^=T-JU' "^L-VU+Wlj 

gedacht wird. Das so erhaltene Resultat ist: 
-X, . «"' + « " [^.. + S X. j 

(151) + «' [^'i + ^ Sc)G. + ^ (S* + 3 S) X,] 

+ « [^'0 +l^^'^ + l (*** + 3 S') X; + ^ (»» + 9 SS' + 9 S") ä:-.] = 0- 
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neä » SO besobaffenes Abfallen als ein unverwischbares Merkmal ansehen können « das zwar aller- 
dings auch durch eingeführte rationale Integrale bervorgenifen werden kann, .aber mit weil 
höherer Wahrscheinlichkeit dem Vorhandensein irrationaler solcher sein Dasein verdankt 

Schreiten wir jetzt zu denjenigen Aufschlüssen, welche die Zusammensetzung der 
Coefficienten aus ihren einfachen Factoren ergibt Es wird erspriesalich sein bei dem 
einfachsten Falle zu beginnen und zuvörderst diejenige Differentialgleichung, die aus der binomi- 
schen algebraischen: 
(154) 9» + O = 

hervorgeht, der Prüfung zu unterziehen. Sie wird ohne Muhe ans der (135) abgeleitet dadurch, dass 
man A durch die Nulle und B durch O ersetzt und sieht so aus: 

(155) 9 ov y"' — 9 oa. jT + (5 O' - 3 00^ 1/ + 9 a^.y ^ 0. 

Wir wollen hier O zuvörderst eine ganze Function von x sein lassen und ihm den 
Factor x — a und diess zwar Einmal nur beilegen. Es enthalten dann die successiven Coeflficienlen 
der Reihe nach beziehlich zwei, einen und keinen Factor dieser Art Sucht man nun, nach den 
Vorschriften des S. 7, die dazu gehörigen Exponenten ft, so ergibt sich, zur Bestimmung derselben aus 
(45) folgende Gleichung des zweiten Grades: 



(156) 



|(* +■'><* +'>ö?^+<*+'^^+i'^i=-"' 



die, da mau für x = a 

• O 



X— a 






hat, eine Abkürzung durch O'^ zulässt, und in die reine Zahlenfrleiehung: 

(167) (Ä + 2) (ft + + * + 1 + ^ = *0 

oder: 

Ä' + 4* + — = 

9 

übergeht, deren Wurzeln sind: 

4 & 

(158) * = _-,__. 

Wir wollen aber auch den allgemeineren Fa41 betrachtea, wo O eine Anzahl m von 
Factoren x — a besitzt Man überzeugt sich dann ohne Muhe, dass die Coefficienten der Gleichung 
(155) solcher Factoren beziehlich: 2m, 2m— 1, 2m — 2, 3m erhalten werden, dass sohin eine 
abkürzende Division durch (x — a)**"'* zunächst Platz greife, nach welcher, gerade so wie io dem 
früheren einfacheren Falle , den successiven Gleichungseoefficienten bezüglich 2,1,0 Factoren yer- 
bleiben werden. Wir haben also abermals zwei Werthe von Ar zu suchen und das zwar vermit- 
telst folgender Gleichung des zweiten Grades: 
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Formenlekre. 
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« = — 2 , — < , 



1 . +2. 



"4- m 



st, beziehlich 



k = 



1 
3 

2 
3 



2 

3 

4 
3 



4 
3 

8 
3 



5 
3 

3 



m + 3 
3~ 

2m + 6 



(169) 



erhalten. Wir können sohin überhaupt die paarweise als Werthe von k auftretenden 
Drittel ansehen als Merkmale von einzeln oder wiederholt unter dem Cubikwur- 
zelzeichen vorkommenden Faetoren wie x — a, so lange das betreffende particu- 
läre Integral für x = a nicht unendlich wird. Dieser Fall tritt nun ein, wenn L drei oder 
mehr solche Faetoren besitzt. Sind ihrer nur drei vorhanden, so tauchen in den suc- 
oessiven Coeifieienten der Differentialgleichung, der Reihe nach, deren 3, 2, 1 und an der Zahl 
auf. Die Gleichung in k gehört dem dritten Grade an und ist folgende: 



(ft + 2) (Ä + Ä 



oder: 



3 (* 4- 1) Ä + * — 



*--^l=«= 
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W 



= 0, 



(170) 



ihre drei Wurzeln sind nicht mehr reine Zahlenwerthe, sondern Functionen der in L und O vorkom- 
menden Constanten Parameter — was übrigens in voller Cbereinsitimmung ist mit den über den Bau 
der particulären Integrale bereits gewonnenen Kenntm'ssen. Weil nämlich dem L *drei Faetoren x --a 

zukommen, so wird man: 

L = A, (rr — ay (171) 

t 

^«etzen können und es wird tp zufolge dieser Gleichung und der (163) folgende drei Werthe haben: 



^ X — a V A. X — a V A 



P. 



X — « 




(172) 



unter p, und p, die beiden imaginären Wurzeln der Gleichang p*=l verstanden. Setzen wir 
also, der Kurze wegen, \/ ^^ = ^ und bemerken, dass, Icraft der Mac-Lanrin'scben Formel: 



i\ 



X — fr • ^ 2 



X — CL 



sei, eine Gleichung, die wir kürzer so schreiben: 



./: 



X — a 



X — a 



indem wir unter ^ das Erganzungsglied der Reihe und sohin offenbar eine neue Function von x ver- 
stehen, die die Eigenschaft besitzt, für ar=a nicht mehr unendlich zu werden, so erseheint uns 
das allgemeine Integral der in Rede stehenden Differentialgleichung (1 64) zunächst iü folgender Form : 
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oder, was dasselbe ist: 

c. -^x**^ c« -.»■■/x'te , c, -p.yx*p 

(173) y-(ar _„)*;* "^ (ar-a)?.+. * "*" (ar-a)?.*. * 

US ist hier augenscheinlich, dass die drei pardculären Integrale Nenner wie (x — aY besitzen, und 
dass namentlich dem Exponenten k beziehlich die drei Werthe: 

zukommen, die sämmtlieh in der Relation: 

(174) *• = ^S 

stehen — eine Gleichung, von \^eleher man sich ohne Muhe überzeugt, dass sie mit der froher 

erhaltenen (170) zusammenfalle, indem, wegen L=:A (x — a)*, für den speciellen Wertk xs=a, 
ofTenbar L'" = 6 A , andererseits aber y = i/?« ist. 

Am Schlüsse des S. 8 dieses Abschnittes, der die Merkmale gebrochener Functionen im 
particulären Integrale zum Gegenstande hatte: einem particoläreu Integrale, das wir uns in der Form 

dachten, wurde die Bemerkung angefügt, dass der Coefiicientenbau einer Differentialgleichong , in 
Bezug auf die Reihenfolge der einfachen Factoren von der Form x — a , nichts als das Verhalten d^r 
suceessiven Differentialquotienten der einzelnen particulären Integrale wiedergebe und diess zwar Cur 
solche endliche Werthe der unabhängigen Veränderlichen, die irgend Eines derselben, oder einen 
seiner Differentialquotienten unendlich machen; dass daher solche Formen, welche ein ähnliches 
Verhalten dieser Differentialquotienten darlegen, auch auf ähnliche Weise in der Differentialglei- 
chung abgebildet erscheinen. Hieraus lässt sich unmittelbar schliessen, dass der Wertli von m, 
wenn er zwischen und i liegt, einerlei Reihenfolge von Factoren o: — a in den Gleichqngs* 
coeffioienten zur Folge habe mit deijenigen, welche der Voraussetzung m==i angehtrt Unsere 
gegenwartigen Betrachtungen bestätigen einerseits diese Bemerkung und bringen andererseits Kean- 
zeichen gebrochener Werthe von m bei , mindestens für solche Differentialgleichungen , die der stete 
Gegenstand unserer Untersuchungen sind, d. h. mit rationalen Ceefiicienten. Fällt nämlich m gleich 

irgend einem einfachen Bruche , der kleiner ist als i und mit dem Nenner 2,3,4 u. s. w. 

versehen, aus, so erscheint offenbar schon nach Einmaligem Differenziren eine Potenz mit getono- 
ebenem Exponenten im Nenner des particulären Integrals und die von da an gewonnenen sucees- 
siven Differentialquotienten, die unendlich werden für aT==a, nehmen ein Verhalten an dieser 
ihrer unendlichen Werthe, als ob im Exponenten der Exponentielle von dem Divisor (ß> — ctf^ keine 
Spur vorkanden wäre — und daher rührt offenbar das für alle Werthe von m zwischen und 1 giltige 
Verhalten der Differentialgleichungscoefficienten in Bezug auf Factoren x — a und zugleich das Er- 
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selben sind bei der einen und bei der anderen, was denn auch ein ähnliches Verhalten 4er zogdift- 
rigen Differentialgleichungen zur Folge haben wird. Die drei Wurzeln der ebeaerwähnten einfiieheii« 
algebraischen Gleichung gibt aber die Card aussehe Formel bekanntlich in folgender Gestalt: 

und es wird ein Obergang von reell in imaginär und umgekehrt nur bei denjenigen Werthen vbn x 

stattfinden können ♦ welche das Binom : -7- H — =■ oder , was dasselbe ist*: 4 -4* + 27 ^* == — Gf* 

4 27 

der Nulle gleich machen. Die so erhaltene Gleichung ist zugleich die Bedingungsgleichnng des Vor- 
handenseins gleicher Wurzeln und wird erhalten, wenn man aus der Gleichung (175) in 9 iHid 
der aus ihr durch Differenziren nach 9 abgeleiteten , nämlich : 

(177) 3 9' + ^ = 

das 9 eliminirt. Wir finden es für gut hier diese Bemerkung zu machen, weil wir in depr Folge 
zu zeigen beabsichtigen, dass das durch ein ähnlidies Eliminationsverfahren erhaltene Polynom« all- 
gemein, bei einer Differentialgleichung von beliebiger Ordnung, im ersten Coefficienten der letzteren 
als Factor enthalten sei. Bei der in Rede stehenden Differentialgleichung der dritten Ordnung filll 
diess durch Betrachtung des Werthes von dG, in die Augen ; dieser enthält sohin nicht bloss die ein- 
fachen Fac-toren von der Forma? — a, welche Eines der particulären Integrale durch ihr Verschwinden 
unendlich machen, sondern auch diejenigen, bei deren Nullwerden eine Formänderung von reell In 
imaginär oder auch nur ein Gleichwerden zweier Werthe von 9 Platz greift, gleichgültig, ob damit 
eine solche Formänderung verknüpft ist oder nicht 

Es wäre überflüssig hier das Verhalten zu untersuchen deijenigen Factoren von der Form 
X — a, die ein particuläres Integral unendlich machen und die in dem L genannten ersten Ceefli- 
cienten der algebraischen Gleictiung (153) ein oder mehrere Male erscheinen; denn es ist von d^n 
im S. 7 zur Sprache gebrachten durchaus nicht verschieden. 

Es bleibt uns daher nur noch übrig Erkennungszeichen aufzusuchen für solche einfadie 
Factoren dieser Art, die das Binom 4^' + 27B* der Nulle gleich machen. Wir betrachten so- 
gleich den allgemeinen Fall und geben demselben den Factor (x — a)**, den wir aber als weder 
in A noch in B enthalten voraussetzen. Der Gleichung (136) zufolge, hat der erste Dif- 
ferentialgleichungscoefficient X>^ folgenden Werth: 

(178) ^-8 = — öV GX, = (4^* + 27 B*) (— 4^'— 27 B* + ßAB' — 9 AB), 
und es lässt sich zuvörderst darthun, dass, unter der gemachten Voraussetzung, das Binom: ^ 

6 AB' — 9 AB 

den Factor x — a ebenfalls, jedoch nur (m — 1)-mal enthalte, dass daher dG, solcher Factoren 
2m— i an der Zahl besitzen müsse. In der That ist : 



— tf' — i A' + 27 Ä", 

somit durch Differentiation: 

— 2 0& = 12 A*A' + 5i BR ; 

HtTtaa bestimmen wir den Wertb von : 

2A*A' 2GG' 2A*A (kA*-\-27B*y 

~9B~ 5411 9JB 54Ä 

und setzen denselben in das obenstehende Binom , welches hierdurch übergeht in : 
6^ - 9 AB = - ^ (4^' + 27 Ä*) + ^ (4^* + 27 B')' = ^ «' - ^ G(^ ( 

Aus dieser Gleichung geht, anter der aufgestellten Voranssetzong, die Theilbarkeit des in Rede stehenden 
Binoms durch (m— 1) Factoren x— a, nicht mehr und nicht weniger, unmittelbar henror und hieraus 
folgt weiter « dass der ganze Coefficient %, solcher Factoren 2iti — 1 an der Zahl besitze. 

Der nächste Coefficient ist dG.. \^r betrachten ihn In der Form, in welcher er durch die 
Gleichung (141) gegeben wird, d. h. 

X, = <?• (G-X,y — G&.GX^x 

da um aber die Grossen : 

G*, GG\ GX., (GX.y, 

Factoren x — a beziehungsweise: 

wi, wi— 1» m — i, m — 2 

an der Zahl besitzen, so ist ersichtlich, dass %, mindestens 2m — 2 solche Factoren enthalten 
werde. Wir werden aber sehen, dass deren auch nicht mehr als 2m — 2 sein können und diess 
zwar aus dem numerischen Werthe, den der, mit x — a multiplicirte zweite Coefficient, getheilt 
durdi den ersten, für x=a liefert und der von der Nulle verschieden ist 

Der dritte Gleichungscoefficient X^ ist ebenfalls durch (2ni— 2) Factoren x — a min- 
destens heilbar. Um diess einzusehen, stelle man denselben ebenfalls in der Form, vie er durch 
die Gleichung (142) gegeben ist, hin, d. h.: 

• 2il 5G. = GX, [— G» (J3r+ iA" + SÄO + GG' {A + Sfi)] - G* (OXJ'(J' + 3B). 

Hier ist, znfolge der Gleichung (129): 

Ai2A*A-\- QBBT) — »i%AB — 9AB) 



H =2A* — %» — kA" + 



4-4» + 275' 



odw, wenn wir statt 4 ii* + 27 B* , 2A*A -^9 BB und 6 AR — 9 AB beziehungsweise — G\ 
— - GG' und GX, — G* schreiben : 

und es ist zuvörderst ersichtlich, dass, zufolge der Beschaffenheit der beiden Glieder, aus denen der 
Zahler des gebrochenen Theiles in H zusammengesetzt ist , beiden m — 1 Factoren x — a , also dem 

28 • 
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ganzen Zähler mindestens so viele zokonunen. Der Nenner hat deren m an der Zahl , sohin ist der 
Brueh nach denselben wenigstens von der Ordnong --1 and wenigstens diese Ordnungszahl, wenn 
nicht eine grössere , wird auch dem H ztilcommen. Wir sehliessen hieraus , dass der Coefficient SXi,^ 
selcher Factoren mindestens 2m — 2 besitze. 

Da sich endlich dasselbe auch von dem letzten Coefficienten d&o behaupten lasst, wie aus 
seinem Werthe (143): 

I A GG + GT (A + B)] + l 



eXi, 



,. = - GX,[-A. GG' -4- G» (^' -4- Ä)] + -A.G' (GXJ 



C181) 



ohne Mühe zu entnehmen ist, so sehliessen wir ans all' diesen Ergebnissen auf die theilbarlceit der 
ganzen Gleichung (135) durch solche Factoren und zwar 2m — 2 an der Zahl, nach deren Durch* 
führung nur dem ersten Coefficienten derselben nothwendigerweise Ein Factor x--a verbleiben wird. 
Schreiten wir nun zur Aufsuchung des demselben zugehörigen Exponenten k , den man bekanntlich erbalU 

den mit 0? — a mulUpUzirten zweiten Coefficienten durch den ersten dividirend , im so erhaltenen 


Resultate x=a setzend und, nach Berechnung des unter der Form - erscheinenden Ergebnisses, 

von demselben die Ordnungszahl der Gleichung weniger der ^Einheit subtrahiread. Demnach wäre hier : 

&=fl (a:-«)|-2, 

a 

oder, mit Zuhilfenahme der Werthe (140) und (141); 

a a 


Beide im Werthe von k erscheinende Bruche nehmen für x = a die Form — an und es fuhrt eine 

' 

m-malige Differentiation von Zahler und Nenner zum Werthe des ersten und eine (m—1)- malige 
zum Werthe des zweiten derselben. Da man aber hat: 

**" [(07 (ar — a)] = (G») •»+*^ (x — a) + m (G*)"" 



dx' 



ptn-i 



80 ist offenbar: 



- [(GXJ ix ~ a)] = (GX.) -> (X - a) + (m - i) (ÖX.)— ' , 



(ö|)' 
2G 



f(x-«)}=f 



GX. 



(x — «) 



= m — 1 , 



und somit: 



(18») 



k = — 



m -\-2 



Vergleicht man hiemit den Werth (82) von k, der in einer Difierentialgleichung der zweiten 
Ordnung die vorhandenen Factoren x — a unter dem Quadratwurzelzeichen verräth, so sieht man, 
dass er mit dem hier gewonnenen zusammenfalle und vermuthet demnächst, dass alle solchen unter 
einem Quadratwurzelzeichen erscheinenden Factoren in einer Gleichung von beliebiger Ordnung 
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also gleich viel, ob diese Ovadratwurzel noch unter anderen Wurzelzeichen steht oder nicht, sich 
doreh gebrochene Werthe von k mit dem Nenner 2 kundgeben, und dass nur die wirlclich gebro- 
chenen nnter ihnen einem Obergange von reell in imaginär entsprechen, die für k gewonnenen, gan- 
zen und negativen Zahlen hingegen, nur emem Durchgange durch gleiche Wurzeln angeboren — 
eine Vermuthung, die sich zur Gewissheit erhebep lässt. 

Nebst den Factoren endlieh, welche entweder in L, oder in itÄ* + 27B* erscheinen, 
vermag der erste Coefiicient noch solche zu enthalten, die in: 

CX, = — M« — 27B' + 6^B' — 9^'Ä (1 

enthalten sind, ohne in: 

C = — 4ul* — 27fi* (1 

versnkommen; Von diesen lasst sich ohne Mähe darthun, dass sie, nach gehöriger Division der 
ganzen Gleichung (135) durch eine entsprechende Anzahl, derselben, im ersten Coefficienten Einmal, 
im zweäen aber gar nicht erscheinen werden, in diesem Funkte die gleiche Eigenschaft, mit den unmit- 
telbar zuvor der Betrachtung Unterworfenen theilend. Das ihnen zugehörige k geht daher auch aus 
der Formel (181) hervor, in welcher der erste, der vorkommenden Brudie offenbar gleich Null ist, 
der zweite aber, unter der Voraussetzung von tn Factoren x — a in GX^ , den Werth m gewinnt, 
daher denn: 

k = — m ^ 2 (] 

ausffillt — eine ganze Zahl, die dazu dient die Behauptung zu bestätigen , dass nur gebrochene . 
Werthe von k und zwar namentlich Halbe einen Übergang von reell in imaginär des Werthes von 
^, bezüglich ein Periodischwerden des betreffend.en particulären Integrals kundthun. 

Wir haben bisher geflissentlich die Fälle ausser Acht gelassen , wo die Theilbarlceit der 
Binome iA^ + 27 B* und 6 AB' — 9 AB aus den in A und in B entweder Einmal oder wiederholt 
enthaltenen Factoren entspringt, weil diese Fälle ihrem speciellen Verhalten nach mit den Araber 
betrachteten, wo k doppelwerthig ist, verwandt sind. In der That: setzen wir zuvörderst einen 
einzigen Factor x — a in A und B voraus, so bemerken wir zunächst, dass der durch die 



Card aussehe Formel gegebene Werth von 9 die Sonderung Eines Factors ^x — a gedtatte, gerade 

so, als wenn in der binomischen Gleichung (154) der O genannte Coefiicient durch x — a theilbar aus- 

4 8 
fällt, wo dann k den doppelten Werth — -- und gewinnt Gerade so verhält sich's auch hier. 

Es bekommt nämlich das Binom iA* + 27 B* unter der gemachten Voraussetzung zwei solche Fac- 
toren, das' andere ßAB' — 9 AB nur Einen solchen und man überzeugt sich leicht, dass die Glei- 
chungscoefficienten d&, , dG, , X^ und d&o deren des Reihe nach 3 , 2 , i , 3 an der Zahl enthalten 
werden. Es wird also k von einer Gleichung des zweiten Grades abhängig sein, die man aus 
de» (45), S. 7, und durch Benutzung der Gleichungen (140), (141) und (142) ohne Schwierigkeit bilden 
kann, wenn man bedenkt, dass für ap==a folgende Gleichungen bestehen: 



k 

i 
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G* 



ix-ay 



GG' ) „, „, GX, 



= ^h - ^^^^ .^1 = («« = - -^^-' 






nrt 



(x — a) 



siehe die Gleichnngen (183) , (184) und (180). Die obenstehende Gleichung in k verwandelt sich so in : 
(187) Ä» + 3* + ^ = 0, 

«7 

und liefert Wurzeln: 

im * = -i. -5, 

also auch Gruppen von Dritteln, die aber von den Mher im ähnlichen Falle, Seite 212, erhaltenen, 

4 8 

namlieh , verschieden sind und durch eben diese Verschiedenheit den Unterschied 

3 3 

zwischen isolirten dritten Wurzeln und Wurzelpaaren dieser Art, so wie sie in 
der Cardan*schen Formel vorlcommen, Inindthun. 

Hatten wir in il und B anstatt eines einzigen zwei Factoren x — a vorausgesetzt, so 
wire jeder Werth von ^ der \/(x — ay proportional geworden und eine ähnliche Rechnung hätte za 
folgender Gleichung in k geführt : 
(»89) (* + !)• + 2 (& + 1) + ^ = , 

und Wurzehi gegeben : 

Nimmt man endlich, um das Gesetz, nach welchem die Werthe von k fortschreiten, zu 
bestimmen, m Factoren x — a in ii und JB an, und erwägt zu diesem Behufe, dass für x = a folgende 
Gleichungen zu gelten haben : 

= -27-2— = ®, -, r:=rr =»»®. 



(x — a)»") m." (« — «)*"-* 

a 

Gx, , „ A^'>mr^ ^ (Gx,y 



itm~t 



= — 3m jj — = X, :iisr,J =(**» — » J *• 

m! {x — a)*" M 



a a 



GG' 



m ^S"^ H + 3A' + 3R) r 5 A A^^ 



-(x — a) =m, -7^(0? — a)= — ^^, —, x« » = 1^—7 ^ ) — r» 



a a 



(unter m! wird hier allgemein das Produkt 1.2.3 (iti— l)in verstanden), so verwandelt AA 

die erste dieser Gleichungen, kraft der äbrigen, deren man zur Entwicklung der stets benothigten Gld- 
chungen (140), (141) und (142) bedarf, in die sehr einfache Gleidiung des zweiten Grades: 
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(k + ty + m ik + +1 m* = 0. (19ä 

wdcbe die zwei rationalen Wurzeln : 

k + i = ♦ oder k = — , — U* 

^33 3 3 

besitzt und sohin die dritten Wurzeln als Factoren in den Werthen von 9, durch den Ausdruck für 
k+i auf dieselbe Weise yerrätb, wie diess in dem einfacheren Falle einer zu Grunde liegenden binomi- 
sdien Gleichung des dritten Grades durch den Werth von k geschah. Die Beschaifenheit der erhaltenen 
Werthe von k gibt zugleich ein Mittel an die Hand isolirte dritte Wurzeln in den particulären 
Integralen von den der Car dänischen Formel eigenthfimlichen Wurzelpaaren zu unterscheiden: der 
numerisch kleinere nämlich dieser Werthe von k ist derselbe in beiden Fallen , der andere ein verschie- 
dener, so zwar« dass im ersten Falle ein Verhalten wie i zu 2 bei den Werthen von k selbst, im zwei- 
ten Falle aber ein ähnliches Verhalten bei den Werthen von k + i stattfindet. 

Das Vorkommen solcher Gruppen von Dritteln wie die in Rede stehenden , ist aber 
alcht beschränkt auf den Fall, wenn die Coefficienten Ä und B die gleiche Anzahl von m Factoren x-^a 
besitzen, sondern hängt wesentlich dem Umstände an, dass sich aus der Carda naschen Formel ein 
Factor ^(x — a)"* sondern lässt — ein Umstand, dessen Stattfinden jedesmal beobachtet werden 
kann, so oft die Zahl der in B* enthaltenen derlei Factoren geringer ist, als 
die der in Ä* vorkommenden. Hat dagegen A* solcher Factoren weniger als A*, so 
wird sich eben aus der Cardan*schen Formel eine Quadratwurzel sondern lassen und die Rechnung 
wird , wie wir sehen werden , fär k nicht mehr eine Gruppe von Dritteln, sondern von Halben geben. 
Sind endlich B* und A* versehen mit ein und derselben Anzahl Factoren dieser Art, so kom- 
men weder Drittel noch Halbe, sondern in der Regel Ganze zum Vorschein und der aus der C a r d a n*- 
sehen Formel abzuscheidende Factor ist ein rationaler — allfällige Ausnahmen hieyon sollen alsobald 
erörtert werden. Wir beginnen unsere Untersuchung bei dem dritten der hier erwähnten Fälle, in 
welchem offenbar die Zahl der in A und B enthaltenen Factoren x — a beziehlich 2 m und Sm ist , weil 
sonst A* und B* nicht mit der gleichen Anzahl derselben versehen sein könnten. Das Binom iA* + 27B* 
wird dann solcher Factoren mindestens 6m enthalten, es ist aber auch möglich, dass sich aus dem- 
selben, nebst den zu A und B gehörigen, noch andere, ihm eigenthümliche, etwa 8 an der Zahl, 
heraussondem lassen , wo dann ihrer nicht 6 m sondern 6m + s vorhanden wären. Wir sehen also , 
dass dieser dritte Fall in zwei andere ihm untergeordnete sich zerlegen lasse, die, des verschiedenen 
Ergebnisses wegen , abgesondert der Betrachtung unterworfen werden müssen , nämlich : den , wo 6 m 
nnd den anderen, wo 6m + s die Zahl ist der in iA* + 27 B* vorhandenen Factoren x — ol. Es seien 
also in den Grössen : 

■ 

A, B , G« = — 4 i4» — 27 B*. (19 

beziehlidi Factoren x — a: 

2m, 3m, 6m 



i 



tu 
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enthalten , so fallen bei : 



GX, = _ 4 ^* - 27 «• + 6AB-- 9 AB 



bm — i, d. h. 80 viel Faetoren dieser Art, als sein letzter Bestandtheil 6 AB' — 9 AB besitzt, on- 
mittelbar in die Augen. Bei näherer Beleuchtung aber sieht mai^, dass wenigstens noch Ein Factor 
X — a , nebst den unmittelbar ersichtlichen 5 m — i , sieh daraus abscheiden lasse , weil auch der 
(bm — 1)^ Differentialquotient des in Rede stehenden Binoms für a:=a der Nulle gleich ist, der 5m^ 
aber in der Regel schon von der Nulle verschieden ausfSllt, wovon man sich entweder mittelst der 
Mac- La uri naschen Formel, oder auch deijenigen fiberzeugen kann, welche für die EntwieUung 
eines beliebigen n^" Differentials eines Produktes allgemein bekannt ist , und die man zur Ermittlung des 
(5m — i)<» und Sm^n Differentialquotienten von ßAB' — 9AB verwendet. Die Anzahl der Fac- 
toren x — a in OX, ist also mindestens 5m and sohin die Gleichung in k: 



(185) 



«Asg 



(X - ay 



IM 



(A + 2) (& + 1) - 



,<s\«>j 



(pe — a) 



nszr (* + + 



cAd| 



(* - «)' 



im-t 



= 0; 



zur Wertlil>e8timmüng ihrer Coefficienten dienen folgende Gleichungen : 



G* 



{x — a) 






(x — a) 



1= =« 



- 27 i^. = ® . 
(3 m) /• 



GG' 



(2 «I) /• 



(x—a) 



•m-i 



= 3m.®, 



^(•mj J8f«i«+t^ 



— 9 



(2m) / (3m + i) / (2m + 1) / (3m) J 



§ — J* « 



(GXJ 



ix — a) 



lai— 1 



= 5m . St 



H + 3Ä" + 3B' 



+ 3Ä" + 3B'i 1 / ^, A'.GG\^ „ , 



^L"*^ 



(2m)J 



r 



@ und St erhalt man durch das bei Formen wie — übliche Difierentiationsverfahren. Die übrigen der vofr 



liegenden ffinf Gleichungen gehen aus den ® und j( liefernden unmittelbar hervor bis auf die letzte , wo 
nodi die (180) zugezogen wird. Mit Hilfe derselben geht die Gleichung in k über in : 



(196) 



k* + (2m + 3) Ä + (m* + 3m + 2) = 0, 



und biefliet Wurzeln: 



(197) & = — (m + » — (m + 2) , 

also ganze Zahlen, wie wir vorausgesehen haben. Sie scheinen einem rationalen Faetor 
(x — a)**, der sich aus der C a r d a naschen Formel abscheiden lässt, anzugehören. 

Schreiten wir jetzt zur Erörterung des zweiten Falles, wo die unter (194) erslofatUeheD 
drei Grossen Faetoren x — a besitzen beziehungsweise 2m, 3m, 6 m + « an der Zahl, ffier über- 
zeugt man sich durch dieselben Mittel , deren so* eben Erwähnung geschah , dass 6 AR — 9 AB nwA 
sohin auch GfX, solcher Faetoren gerade 6m + s — i besitze und dass in Folge dieses Umstandes d^e 
Gleichung in Ar so aussehe: 

(Y* <Y* *Y* 



(198) 



(x-a)""**-* 



(& -4- 2) (& + 1) - 



(«—«)""•+" 



-j (A + + 



(a? — d) 



ttm+u-*\ 



= 0, 
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zar Wertbbestimmaog ihrer Coefficienten dienen die folgenden fünf Gleichungen : 

g' I _ e» gg' t _ «"« + * « 

(» — a)""^') ' (a? — a)*'"+'-*J 2 

a a 

ex, j « ^(•"" (3m)/ „ ^ (ÖX.)' I , 

a et 

(x-a)»"- I (ar-a)— • l "^^ ö« Jl ^"'^'" *\2m)/- 

® braucht nicht gerechnet zu werden, R dagegen lässt sich ohne Schwieriglceit in Function von ® mit 
Hilfe der Formel (179) beslimmen, vermöge welcher man: 

GX, = G* + 6AR- 9ÄB ^^±1^G* -^ GG (,99) 

erhalt; die Ableitung der übrigen Gleichungen endlich ist für sich klar; mit ihrer HilH gelangen wir zur 
folgenden Gleichung in k : 

&• + (2m + 2 + I) & + (m* + 2 m + I + (m + 1) |J = 0, (mO) 



die Wurzeln hat: 

& = - (m 4- i) , — (m + 1 + I) ; 

sie sind nur giltig für Werthe von <« welche von der Nulle verschieden sind, für « = aber treten die 
frfiheren (197) an ihre Stelle. Der so merkwürdig gestaltete zweite Werth von k scheint anzudeuten, 
dass die Analysis in unerschütterlicher Consequenz jeden Übergang von reell in imaginär, 
selbst wenn er bei verschwindenden Wurzeln stattfindet, durch einen Bruch mit dem Nenner 2, den sie 
für k liefert, bezeichne. 

Unterziehen wir nun auch jene Fälle der Betrachtung, wo die Gar dänische Formel die S o n- 
derung einer dritten Wurzel gestattet und wo, wie wir früher voraussagten , Gruppen von 
Dritteln als Werthe von k auftauchen und A* gegen B* die grössere Anzahl von Factoren x — a be- 
sitzt Nennen wir die Anzahl solcher Factoren in Ä und 6 beziehlich a und b , so ist also, unserer Vor- 
aussetzung nach , 3 a > 2 6 und wir werden uns, zur Ableitung der entsprechenden Werthe von k^ wie 
bisher an die Gleichungen (140), (141) und (142) zu wenden haben. Diese führen uns nun, wenn a 
gegen b stets steigend gedacht wird , von dem Werthe : 3 a = 2 6 + 1 anzufangen , bis für a = b, 
stets auf genau demselben Wege , zur folgenden Endgleichung in k : 



(«Ol) 



(ab • b* \ 

a+3--- + l) = 0. 



(«0«) 
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die Worzeln biethet: 

und die auch wenn a = b+i wird , nocb pltig erscheint , indem für diesen Fall zwar einige Umstände 
der Zwiscbenrecbnung eine tbeilweise Änderung erfahren, dennoch aber fSr k die Gleichung: 

(«04) &• + (6 + 3) Ät + ^ (6 + 3)' = 

mit Worzeln: 

ft + 3 26 + 6 

(«05) * = -^-' --3- 

erhalten wird. — Für a > 6 + 1 werden uns die Werthe von k nicht mehr durch die Gleichung (202), 
sondern eben durch die der Annahme : a = b + i entsprechende (204) geboten , die man sich fSr den 
vorliegenden Fall am besten mit Hülfe der Gleichungen (136), (137) und (138) verschaffen kann, aus 
deren Anblicke man sich leicht fiberzeugt, dass in den einzelnen Coeffidenten nur jene Glieder, in denen 
kein A erscheint, mit der kleinsten Anzahl Factoren x — a versehen, respective für die Anzahl solcher 
Pactoren in den Coeffilcienten selbst entscheidend sind. Es folgt hieraus , dass wir uns , zum Behufe der 
Aufstellung der entsprechenden Gleichung in k^ unmittelbar an die der binomischen algebraischen (154) 
entsprechende (155) wenden können, für welche die bezugliche Rechnung bereits durchgeführt wurde 
und zur Gleichung (160) geleitet hat, die sich in der That von der oben gewonnenen (204) nur darin 
unterscheidet , dass dort m steht , wo hier b. Es führt somit der Fall a > 6 + 1 und jener der bin 0- 
mischen algebraischen Gleichung zu einerlei Werthen für Ar, und wir sehen also, dass, unter 
der hier stets geltenden Voraussetzung 3a>26, zwar jedesmal Gruppen von Dritteln erhalten 
werden, dass uns aber die beiden für k gewonnenen Werthe (203) die Anzahl a der in il und 
jene b der in B vorhandenen Factoren x — a nur so lange abgesondert und mit Sicherheit zu 
liefern vermögen , so lange der Werth von a jenen von b nicht numerisch fiberschreitet 

Lassen wir endlich B* gegen A* in Bezug auf die Anzahl Factoren x — a vorwiegen , sohin 
aus der Cardan'schen Formel eine Quadratwurzel als Factor hervortreten, so tauchen, 
wie wir gesagt haben , Halbe als Werthe von k auf, die aber auch hier wieder nicht stets aus derselben 
Gleichung gezogen werden können. Ist nämlich 6 ^ 2 a, so führt uns die Rechnung auf dem oftbetretenen 
Wege zur Gleichung : 

(«06) ft' + (6 + 2 - -) & + (6 + « + - - - - -j = 0, 

mit Wurzeln : 
(807) '' = ~{^~T^)' -(6-0 + I), 

aus denen man offenbar die Werthe von a und b abgesondert erfahren kann. Wird 6 =»20-4-1. 
so erhält man als Endgleichong in A; : 



(SOS) 



(y + 3)* + (f + 2a + 2) = 
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mit Wurzeln: 

die ans den (207) zwar allerdings ganz regelrecht hervorgehen , die ans aber , wo sie anftreten , Iceinen 
sicheren Rfickschluss auf das Stattfinden des in Rede stehenden Falles gestatten , indem dieselben Werthe 
für k auch in allen jenen Fällen gewonnen werden, wo 6>>2a + l- 

Wir kommen durch diese RechnungsentwicUangen znm Schiasse, dass durch den Werth von k 
die, in irgend einem 9 vorhandenen Irrationalgrössen, wenn durch ihr Verschwinden entweder ein Unend- 
lichwerden oder ein Durchgang durch gleiche Wurzeln 9 veranlasst wird, sich jedesmal kennzeichnen : im 
ersten Falle durch Werthe von k^ die Functionen sein können der in der Differentialgleichung vorhandenen 
Bnchstabenparameter, oder auch reine Zahlenwerthe , im zweiten Falle durch Bruche mit dem Nenner 2. 
Andere Irrationalgrossen , wie etwa die in der Ca rdan'scheu Formel vorkommenden dritten Wurzeln, 
sind in der Differentialgleichung nicht nothwendigerweise und überhaupt nur dann zu gewahren , wenn 
sich aus dem Werthe von 9 ein irrationaler Factor wie y(ap — a)"* sondern lasst — wir erhalten näm- 
lich alsdann für h' zweigliedrige Gruppen von Dritteln , die zwar nicht mit voller Sicherheit , aber doch 
mit aberwiegender Wahrscheinlichkeit auf dritte Wurzeln in 9 den Schluss gestatten und sogar fiber die 
Art ihres Vorkommens , ob einzeln oder gepaart, Aufschluss geben. Auch lasst sich aus den angeführten 
Untersuchungen entnehmen , dass bei einer Differentialgleichung der dritten Ordnung • von der man aus 
irgend einem Grunde erwiesen hätte, ihre particulären Integrale seien algebraische von der hier betrach- 
teten Art, die Bildung der entsprechenden algebraischen Gleichung in 9, einige Un- 
sicherheiten abgerechnet , die zu Umwegen veranlassen kann, keinen wesentlichen Schwierigkeiten 
unterliege. Lasst sich aber ein solcher Beweis, wie in den meisten Fällen, nicht führen, so ist es wieder 
für sidi klar, dass aus allen in dcur Differentialgleichung vorhandenen Erscheinungen nur ein disgunctiver 
Ruckschluss mit »entweder — oder« auf alle dicgenigen Formen particulärer Integrale gestattet sei, 
deren Einfuhrung zu diesen Erscheinungen Veranlassung geben kann , während hier wohl zu bemerken 
ist , dass diess zwar algebraische Formen sein mögen , dass wir aber die Eigenschaft ein algebraisches, 
geschlossenes Polynom zu sein für keine der in unseren Rechnungen vorkommenden Functionen wie A^ J3, 
ilf , iV, O analytisch auszudrücken Gelegenheit hatten. Der Coefficient L bildet hievon die alleinige 
Ausnahme — dieser ist nämlich , wegen der in ihm vorausgesetzten endlichen Anzahl einfacher Factoren, 
ein geschlossenes Polynom , was übrigens der Allgemeinheit unserer Untersuchungen auch keinen Ein- 
trag thut, weil wir Ja das Recht haben, nach Belieben, denselben entweder ==1 zu setzen, d. h. die 
algebraische Gleichung durch ihn als dividirt anzusehen , oder ihn zusammenzusetzen aus all* deigeni- 
gen Factoren , bei deren Verschwinden irgend ein anderer der Gleichungscoefficienten 4urch Unendlich 
durchgeht, um dadurch den Vortheil zu gewinnen, alle Gleichungscoefficienten als Functionen betrach- 
ten zu können , die für keinen endlichen Werth von x unendlich werden. Es ist daher auch hier all- 
genfein anzunehmen, dass unsere Untersuchungen solche algebraische und Differentialgleichungen voraus- 
setzen und für sie auch vollkommen gültig siüd, deren Coeffiicienten , mit Ausschluss des ersten, welcher 
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entschieden algebraisch ist , nur die Eigenschaften besitzen deijenigen Functionen , die wir im S. 1 dieses 
Abschnittes zurersten Classe gezählt haben, und zu welchen noch die Eigenschaft für Iceinen end- 
lichen Werth von x unendlich zu werden hinzutritt, und diese Eigenschaften sind es, welche man nidit 
nur Ton der algebraischen auf die entsprechende Differentialgleichung, sondern auch von der letzteren auf 
die erstere folgerichtig übertragen kann. 

§.12. 

Differentialgleichung der vierten Ordnung, entsprechend einer biquadratischen, 

algebraischen Gleichung, 

So interessant auch die Bemerkungen sein mochten, die wir aus der Construction der 
Differentialgleichungc^n schöpften, die in ihren particulären integralen IrrationalgrSssen , hervorge- 
gangen aus der Auflösung einer algebraischen Gleichung des zweiten oder dritten Grades enthielten, 
so stehen doch dem Wunsche , dasselbe in . Bezug auf eine Gleichung des n^n Grades zu leisten , 
in der Lange der nothwendigen Rechnnngsentwicklungen unfibersteigliehe Hindernisse entgegen. Wir 
beschränken uns daher auf die wirkliche Bildung der Differentialgleichung nur in solchen FSllen, 
wo daraus bei der wirklichen Integration ein Nutzen erwachsen kann, d. h. wo fc^.dx aUenfalls 
noch in geschlossener Form darstellbar ist, bei der algebraischen Gleichung des n^^ Grades jedoch 
begnügen wir uns damit, dasjenige, was sich, ohne wirkliche Construction der ihr entsprechenden 
Differentialgleichung in Bezug auf die Kennzeichen etwa vorhandener Irrationalgrössen sagen lisst« 
in einem spateren Paragraphe zur Sprache zu bringen. Hier aber nehmen wir uns vor die Differen- 
tialgleichung zu bilden , deren vier particulare Integrale von der. Form e sind , wobei 9 eine 

Wurzel der biquadratischen, algebraischen Gleichung ist, in der die ungeraden Potenzen der Unbe- 
kannten fehlen. — Es sei also: 

(210) X, y"' + X. r + X. y" + X, y' + Xo y = 

die zu construirende Differentialgleichung, deren Coefficienten uns zweiwerthige , algebraische Func- 
tionen bedeuten mögen, so, wie sie direkt, bei Bildung der Gleichung aus ihren particulären 
Integralen, nach dem bekannten Eliminationsverfahreu und nach Weglassung der allen Gleichungs- 
gliedern als Factor gemeinschaftlichen Exponentialgrösse entstehen. Die particulären Integrale dieser 
Gleichung seien: 

y^iAr f<^tdx J'^idx J^<^^dx 

(211) Vi = ^ » y. = « » ys = « » y^ = e 

9i» 9t» 9»» 9% ^^^^ s®'^^ ^'® ^^^ Wurzeln einer algebraischen Gleichung wie: 

(212) 9* + .4 9« + B = 0. 

Unter eben dieser Voraussetzung sind bekanntlich 9^, 9,, 9,. 9« paarweise einander dem Werthe 
nach gleich und nur dem Zeichen nach entgegengesetzt. Sei also : 
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9. = — 9 



1 » 



9* = — 9t 



(«18) 



so können diese Relationen zur Vereinfachung der nadifolgenden Entwicklungen und zur Verwand- 
lOBg der Stellenzeiger 3 und 4 beziehungsweise in 1 und 2 benutzt werden und wir bemerken 
aueh, dass der obenerwähnte Exponentialfactor: 

e 

in diesem Falle offenbar eine constante Grösse von beliebig anzunehmendem Werthe bedeutet, so 
z^rar, dass wir uns unter Ä^, X,, X^^ X^, X^ auch die vollständigen, unabgekurzten, zweiwer- 
thigen Coefiicienten von y'^ ^ y"\ j/\ j/^ y^ nach eben vollbrachter Bildung der verlangten Glei- 
chuig aus ihren particulären Integralen, vorstellen dürfen. Eben diese Coefiicienten werden uns 
hiebet zuvorderst als zweiwerthige Functionen von o^, 9,, 9, und 9^ und ihrer Differentialquo- 
tienten gebothen, die wir sofort, durch Multiplication mit einer geeignet zu wählenden, nach eben 
jenen Grossen gleichfalls zweiwerthigen Function 6, auf ganz ähnliche Weise, ^ie wir im vorher- 
sehenden Paragraphe vorgegangen sind, in synmietrische Functionen nach 9^, 9,, 9,, 9^ verwan- 
deln , am sie endlich , nach den Ergebhissen des S. 9, als reine Functionen der ^ Coefiicienten A und B 
in der algebraischen Gleichung (212) und ihrer DiiTerentialquotienten darzustellen. 

Indem wir sofort zur directen Berechnung von X^ schreiten, erhalten wir dasselbe 
Czufolge I. Abschn., $. 4) zunächst in folgender Form: 



4 


— + 


y. y\ y: v: 


— 


y; 


y. y> y* 




• 


y. y". y: y: 


+ 


y. 


y. y': y: 






y. yi y; y: 


+ 


y'. 


y". y. y: 




+ 


y. y: y'." y\ 




y'. 


y". yr y. 




+ 


y.r>y'»y': 




y'. 


y'; y. y: 




* 


y. y': y'; y\ 


+ 


y\ 


y;' y'; y» 



+ y; y. y. y: - y: y. y; y': 



- y: y. y7 y; 



y" y'. y. y; 



#f# 



j»i 



y. y. y. y. 
yT yr y. yi 
y" y'" y'. y4 



-t- y. y* y, y. 

+ y":y\y,y: 

- y':y\y\y. 

- y: y\ y« y'. 
+ y: y: y; y» 



(214) 



Zam Behnfe der Entwicklnng dieses Ausdrucks bemerken wir zuvörderst, dass, allgemein und 
ohne Rücksicht auf einen zugehSrigen Stellenzeiger: 



fifdx 



j ^9^ 

y = e .9 



jf' = e"^'"^ (©•+©'). . r = /''^(9* 



y = e"^ , y' = e"' ^".9, ^' = e ^ (©• + ©'). • y" = e" '"(9* + 399' + 9") («15) 

s^i and sämmtHclie Glieder von (214) unter der Form: y^[^' y'-^^ yf y'-"^ dargestellt zu werden 
^^Tmdgen. Setzen wir nun , wie wir gleich anfangs beabsichtigten , statt 9, und 9^ beziehungsweise 
9, und — 9,, so wird in den einzelnen Entwicklungsposten des Productes yt^''^y,^'^ nur der 
^tellenzeiger 1 , in jenen von j^,''^ y^^"^ ebenso nur der Stellenzeiger 2 erscheinen and stellen wir 
^nn diese beiden Producte beziehungsweise durch die Symbole : O^A und ('*',] vor, so wird das oben- 
erwähnte ^p yW yf y(«) die Gestalt : 

yV yr yf yf = (S). Q. («16) 



annebmen und sich sonach X^ auch folgendermassen schreiben lassen. 



x» = + 



(817) 



+ 0. 0. 


- 0. 0. 


+ 0. ü. 


- 0. 0. 


\j»j i \jjt 


+ Q. C). 


- 0. 0. 


+ ü. C), 


- C). 0. 


+ 0. 0. 


- 0. ü 


+ 0. 0. 


+ 0. 0. 


\ttJt Vo/t 


+ 0. 0. 


- 0. C). 


+ C). 0. 


- 0. 0. 


+ 0. 0. 


- 0. (1 


- 0. Q. 


+ 0. ü. 


- 0. C). 


+ 0. C).- 



Wir bilden nan vor allem die, bei Ausserachtlassang des Stellenzeigers von einander verschiedenen, 
hier vorkommenden Symbole und erhalten mit Rficksicht auf die Gleichungen (215) ganz leicht: 



(218) 



(:)=+9. 


Q - + 9* + 9'' 





- 9. 


= + 9- - 9'. 


0- 




(,) - 9' 99'' 


C) - 




.0 = + 9* 99'- 


C) - 

G 

0- 



= + 9* 4- 3 99' + 9 ', 



= — 9* + 3 99' — 9", 
= — ^* — 39*9' — 09", 



= — 9* + 3 9* 9' — 99", 



+ 9* + 29*9' — 399' + 9" 9" — 9' 9", 
— 9* + 2 9» 9' + 3 99" — 9* 9" — 9' 9". 

Eine aufknerksame Betrachtung der eben erhaltenen Werthe und der einzelnen Glieder in (217) 
überzeugt uns nun alsbald, dass sich letztere in je viergliedrige Gruppen zusammenstellen lassen, 
dermassen, dass die Entwicklungsposten eines jeden Gliedes mit den Entwicklungsposten eines jeden 
anderen Gliedes derselben Gruppe verglichen , einerlei Buchstaben- und Coefficientenwerthe ausweisen 
und sich höchstens in den Zeichen von einander unterscheiden werden. Bei der Berechnung von X^ 
werden sonach zweckmassig alle Glieder einer und derselben solchen Gruppe zusammenzunehmen sein 
und wir bekommen soy etwa für die Gruppe: 

+ C). C). - C). C), - C). C). + C). C). 



durch wirkliche Entwicklung ihrer Glieder: 



+ C). C). 


: 





9:9t 


+ 3 9; 9: 9; 


- 9l9.9''i 


+ 9'. 9 


-0.0. 


= 


+ 


9;9i 


+ 3 9; 9: 9; 


+ 9' 9» 9'"! 


9.9 


Vo/1 V#«/t 




+ 


91 9: 


— 3 91 9i 9; 


+ 9J 9. 9* 


+ 9« 9 


+ 0. 0. 








9^9? 


— 39:9: 9; 


— 9* 9. 9* 


-9.9 


und sonach: 















— 3 9; 9; 9; + 9'. 9, 9'; 

— 3 9; 9J 9; - 9', 9. 9" 

— 3 9; 9; 9; + <j>\ 9, 9; 

— 3 9', 9; 9; — 9; 9, 9': 



O.C). - 0.0, - O.C). + Q.O. = - «^9:9'. 9'.- 
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hierauf: 

o. 9. 9. 9. - ^^^.^. _^ g^ (9J +95) + iA^' 

das sich, mit Zuziehung der Werthe (221) ohne Anstand weiter behandeln lässt Alle übrigen sym- 
metrischen Functionen brauchen nicht direct aus der Gleichung (212), sondern k5nnen zweckmasafg 
aus bereits früher ermittelten symmetrischen Functionen abgeleitet werden, wobei wir von der Glei- 
chung : 
(«««) 9* + ^ 9* + fi = 

nur zur Wegschaffung aller vierten oder höheren Potenzen von 9 Gebrauch machen. So verwenden 
wir zur Berechnung von 9^ + 9'J die Gleichung : 

— ^AB = o, 9, (9, 9; + 9. 9',) (9t 9'. + 9« 9'i) = (9? + 9^ 9» 9'» 9« 9» + 9J.9; (9C + 9t) * 

aus weicher dasselbe mit Leichtigkeit hervorgeht und dann zur Ermittlung von 9t 9/'+ 9t 9/ dient, 
dessen Werth aus der Gleichung: 

_ i ^" = 9, 9'; + 9, 9;' + 9'; + 9J 

gezogen werden kann. Zur Bestimmung von 9^ 9, 9^ + 9^ 9« o'[ entfernen wir zuvorderst 9^ and 9^ 
mit Hülfe der Gleichung (222) und bekommen zunächst: 

9t 9. 9'i + 9J 9i 9i = - ^ C9; 9« 9t + 91 9* 9«) — * (9i 9* + 9t 9«); 

den hier erscheinenden Werth von 9^ 9, 9'^ + 9^ 9^ 9'; erfahren wir aber am geeignetsten doreh 
vorläufige Bestimmung von 9! 9^1 +9! 9, vermittelst der Relation: 

- il' = 9I 9^ + 9J 9'! + 2 9i 9't 9t 9'f 
und hierauf folgende Ermittlung von 9^ 9! + 9S 9^ niit Hülfe von : 

- il (9^ + 9:) = (9? 9J + 9: 9^;) + (9; 9^ + 9; 9^, 

deren Werthe uns ohnedem für das Folgende bekannt sein müssen. Die Gleichung aber far 
9? 9t 9t + 91 9i 9t' 's^- 

1 B" = (9: 9'! + 9; 9*:) + 49, 9; 9, 9; + (9; 9, 9; + 9; 9, 9';). 

Nachdem wir so sammtliche symmetrische Functionen, welche wir für (220) beneUrigen, ermittelt 
haben, substituiren wir dieselben in eben besagte Gleichung und erhallen: 

AB' 

9. 9, X, = — 4 JB (^« — 4 11) + ~— + iA'B — Z AB" + 

+ -—^-— (~ \0 AA*B + b A' A B + 20 A BB' — iO AB'). 
A — 4Ä 
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Im Zihler des hier auftretenden, mit dem Nenner A*^^iB versehenen BmeheSt erseheinen 
die beiden Glieder b A*A B + 20 ABB\ die aach felgendermassen g^esehriebeii werden können: 

5 A'AB' + 20 ABB' = 5 Aß" iA* — iB) + 40 A B» , 

I 

wodurch an die Stelle der erwähnten beiden Glieder das Eine Glied iitOABB*^ zu stehen kömmt, ausser- 
d»n aber noch ein Glied bAB' zu den fibrigen, nngebroohenen ^ dem oben besagten Bruche vorangehen- 
den Gliedern hinzutritt. Wir bekommen so : 

o. o, X» = — 4 fi {A* — 4fi) + 5 AB + -5- + 4 AB — 2 AST + 

B 

+ ., ' „ (— 10 X4' Ä + 40 ^' BF — lOilÄ'). 
A — KB 

k 

■ 

Sehiiesslich multipliciren wir noch diesen ganzen Ausdruck mit —kB^\A — 4A)*, wodurch in den 
Aasdrncken für die fibrigen. Coefficienten Bruche vermieden werden und erhalten dann: 

— 4 9, 9, !!• iA — 4 Ä)* Jr, = CX, = eX, ( 

in deijenigen Gestalt, in welcher wir dasselbe unter (253) mit den übrigen Coefficienten zusammen- 

m 

Sestellt ' haben. 

Wir wollen auch bei Berechnung der übrigen Coefficienten, zur Erlangung eines gleich- 
förmigen Resultates und einer vollen Übereinstimmung unter den Rechnungen derjenigen Leser, 
^welche diese Entwicklungen wiederholen wollten und weil sich dadurch häufig bedeutende Abkürzun- 
gen, ergeben, immer die früher angegebene Re^uclion vornehmen. Wir ordnen nämlich überhaupt zu- 
forderst die für die Coefficienten gewonnenen Ausdrucke \vl A und B nach Potenzen von A^ — 4J3 
und erhalten sofort Formen wie: 

11 + J (^« — 4B) + Ä {A — 4B)* + ; 



hierauf heben wir, und zwar am besten zuerst in jtf, alle Glieder heraus, die mit der zweiten oder 
einer höheren Potenz von A verknüpft sind und also die Form AP besitzen, schreibeh statt der- 
selben P (^* — 4J3) + 4J3 P und behalten 4fiP bei den Gliedern von H, während wir P den 
Gliedem von J beigesellen — mit andern Worten: wir dividiren alle Glieder wie AP in E. 
durch ^' — 4jB, behalten den Best in H und tragen den ganzen Quotienten nach J, welches wir 
dann eben so behandeln u. s. w. 

Wir geben noch, ehe wir zur Aufsuchung von dQ>, schreiten, die im Laufe dieser Ent- 
wicklungen in Anwendung kommenden symmetrischen Functionen in jener ' Aufeinanderfolge , in 
welcher sie J^ der wirklichen Berechnung am geeignetsten aus einander abgeleitet werden, indem 
wir die Aufsuchung der hiezu dienlichen, jedesmal leicht auffindbaren Relationen dem Leser über- 
lassen , welchem wir ohnediess über das hiebei einzuhaltende Verfahren, durch die im Verigen Behan- 
delten , genugende Andeutungen gegeben haben : 
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9J -H 9; = — -A . 9J 9! = * ' 

^J + ^J = A»_2Ä, (9; — ^D* = ^'-4», <j>* + <l>: i= ~ A* + Z AB 

1 

0,9. + 0.9. = — j ■*'. 9! 9.«'. + 9:9.9. = 5 B'. 9!9;+9!9'. = j J*^'— j 



9. ?■■ 9. 9; - :^{- l^"+-t ^'^ - i »')• 

■ 



AB^ 



(«84) 



9.0; + 9.9". = - ^^" + jT-Jr^d^' - ^'fi' + ^j. 

9: 9^: +9: 9'! = { ^' + ^ir:^ (^ ^'B -^ÄA'B' +^Bf), 

9J9C + 9l9:=,4 + I^(?^'^-i^'^ + T«0- 



9J 9. 9'; + 9: 9. 9': = 1 Ä" - ^ + ^r^ (f ^'-B - 1 AAB' + 1 I»'*), 

9?9';+9;9': = -j^' + 7^^''-^Ä''+:i^r!:4^(-f^''Ä + |^^'»'-|^^ 

,.^:+,.,:=-{A'^^^r^(-lAr+'-AA'A''-lA^B-'^ 

3ABB 3AB\ 1 / 9 , , 3^ 

^ 4Ä ißJ-j + (^•_4B)^ V^"* 11+ 2 ^ if MÄ+2i 

Es wäre nun zunächst GX^ = d^^ zu ermitteln und wir gelangen zu seinem Werthe 
so, wie wir den zweiten Coeffieienteu im vorigen Paragraphe berechnet haben, üs folgt näi 
aus der allgemeinen Relation (107) fflr anseren Fall : 

■ J 

and somit: 

In diese Gleichung substituiren wir den aus (223) hervorgehenden Werth von G^% nämlich: 

_ ^ ^ GCf bB iiÄA^vzB 

(«W) (?• = 16 11' (^- - 4 B)\ woraus: -^ = ^— + ^,--4^ 

und den bereits bekannten Werth (253) von dG^. Nachdem wir schliesslich noch sämmtliche, 
der zweiten oder einer höheren Potenz von A verknüpften Glieder, der bei Berechnung von 
auseinandergesetzten Behandlung unterworfen haben, erhalten wir endlich den gewünschten V 
von -JG, in derjenigen Form, in welcher wir ihn unter (254) aufgenommen haben. 



lU. A b 8 e li D i t t 

■ 

vorausaeuen , können ferner in die anf eine solche Weise und mit so geordneten Coeffieienten ht 
stellte Differentialgleiehnng anstatt y, der Reibe nach , erst e , dann e snbstitnitei 

die beiden so erhaltenen offenbar identischen Gleichungen , in denen jetzt nur lediglich die q>^ mk 
vorhanden gedacht werden müssen, in mehrere xerlegen, die Glieder, denen gleiche Ordnnngsia 
entsprechen, zusammennehmend und in Eine Gleichung vereinigend. Die so zu verlegenden zwei Gldel 
gen sind in der Einen Form : 

(eX^ + k^J (9* + 69>' + 39^ + 409" + 9"') + (d;, + ^fej (9* + 399' + 9O + 

+ (gXJi, + cXö, + ftV,) (9* "1" 9'^ "'" (.^i "I" ^1 "^ eA9|) 9 "f" «Xs0 + eXio + eXa, = 

enthalten und gehen aus ihr hervor , wenn man dem 9 einmal den Stellenzeiger 1 , ein andermal 
Stellenzeiger 2 anffigt. Es wurde nicht nutzen und auch nicht schaden die Coeffieienten ( 228) aus n 
als den in ihnen ersichtlichen Theilen zusammenzusetzen ; der Gang der Rechnung wurde die Über 
gung bringen , dass sammtliche hinzugefugte Bestandtheile in Folge des Umstandes der Nulle gleich f 
dass der erste von ihnen erwiesenermassen zweitheilig ist. Die so durehgeffihrte Rechnung leitet 
folgenden Systeme von Gleichungen : 



(S30) 



(«31) 



(«32) 



(233) 



(234) 



(235) 



(&, eXi^ -J" 9«' •^ "^" ^^ ^^ ^ 
9i 0X04 -|- 9t ^t "I" ^« ^^^ ® • 

6 9J 9'j SC^ + 9J oXa, + 9i «Xo, + 9^ oXffj = 
1111 

• 6 9J 9, 0X94 + 9t «Xig + 9', Ä, + 9t «Xij = 0, 

(3 ^; + 4 9» 9';) x^ + 9t ^4 + 3 9, 9; ds, + 9: d;, + X. = 

(3 9'; +49, 9;) ^C^ + 9J et.^ + 3 9, 9, 5fe, + 9; SG, + 5&. = 0, 
o't' cfc^ + 6 9J 9j efc^ + 9'i ^s + 9' ®'^» ^" 9* ^« "^" 9* ^^* ^^ ^ 

9't" CV4 + 6 9I 9', e&4 + 9^ G&a + 9' oXi, + 9^t «Xi, + 9« ^« =0, 

(3 9; + 4 9, 9';) St.^ + 39, 9; 5t, + 9: st, + ^0 = 

(39-^+4 9, 9';) d;^ + 3 9, 9; d;, + 9; ^ + ci;, = o, 

9i «Xff4 + 9'i «Xff, ■+• 9t ^t H" 9> > ^^^ ^ 

9t' eX»^ -+• 9t ^a "l~ 9* • "^ 9« ' ^^^ ^' 

und diese Gleichungen sind es , die wir zur Berechnung von %, und 3^^ benutzen wollen , indem 
aus der früheren Rechnung die Werthe der einzelnen Bestandtheile von eX« und d&, bereits bek 
sind, nämlich: 



in. A b II c h n i t t 

Nach Dnrctafährung der Torzonehmenden SubsUtationen und Umwandlung der mit A* yerknupft ersehei- 
nenden Glieder auf die bei Berechnung des ersten Coeffieienten bereits erwähnte Weise , erhalten wir 
zuletzt : 

X, = W — iBy[sB*B"-'^BBn + (A'-iBy [~ SAA'B'B' — 48 ^ii ' B» - 4 If Ä' + 

(148) 

+ 92 ^'B* + 96B»B"] + (A* - 4B)« [480 il'JB* — 480 AA'B'B' + 480 W B^]. 

Zur Berechnung endlich von ^, wenden wir uns an die beiden Gleichungen (234) , die wir ganz aof 
dieselbe Weise behandeln und die uns auch das verlangte ^ zuvörderst in der Gestalt : 

(M4) a--»10Ä.-*. [i A'-2AA--^+AB+ '''"-J^^l+'" ] + (3ir-|^')&.. 

nach gehörig vollbrachten Substitutionen aber in entwickelter Form liefern , in welcher wir es jedoch, 
seiner grösseren Gliederzahl wegen« hier nicht niederschreiben , sondern auf den unter (255) vollstindtg 
aufgeführten Werth von dG, verweisen. Dort aber lassen sich die dem %, , %, und ^, angdiSrigeo 
Glieder sehr gut dadurch von einander unterscheiden , dass sie beziehungsweise mit je 0, oder 2 , oder 4 
Strichen verschen sind. 

Wir kommen nun zur Berechnung von dG^ , das uns, bis auf seine Weitläufigkeit, gleichfalls 
keinerlei Schwierigkeiten entgegenstellt. Um namentlich zuerst zum Werthe von ^^ zu gelangen , be- 
nfitzen wir das Gleichungspaar (231 )* multipliciren die erste derselben mit (p^^ die zweite mit 9« und 
addiren. Diess gibt: 

(845) 6 (9: 9; 4- 9: 9',) 5C, + (9J + 9;) ct. + (9. 9; + 9, 9;) d£. + (9: + 0I) 2G. = , 

■ 

und nach gehörig vollbrachten Substitutionen: 

AX, = — SB*B'(A* — iBy + BAAB*iA' — iBY + iA* — iBy(—QiAAB^+i2SB^R). 

Wiewohl nun diese Gleichung auf den. ersten Anblick keine allgemeine Division durch A zu gestatten 
scheint, so überzeugt man sich dennoch leicht vom Gegentheile, wenn man statt des Gliedes i2S B^B' 
im Multiplicator von (A* iBy schreibt: 32^*fi*fi'— 32fi'fi'(^» — 4fi); die 32A*B*B' ver- 
bleiben im Factor von {A^ — iBy, die— 32J&'B' aber wandern zum Gliede mit (A* — iBy und 
hinterlassen daselbst, neuerdings auf dieselbe Weise behandelt, ein Glied — SA*B*B\ wahrend + SB*B' 
zu dem mit {A* — 4 By verknüpften Gliede hinzutritt und sich mit demselben aufhebt Hierdurch ist 
aber gleichzeitig die Theilung der ganzen Gleichung durch A ermöglicht , nach deren Durchführung wir 
erhalten : 

(846) X, = (^« - 4 By [8 AB' ^S AB' JB] + (^« — 4 By [32 AB* B' — 64 A B'\ 

Wir werden auch in den beiden übrigen Theilen von dk^\ die allgemeine Theilbarkeit durch A auf die an- 
gegebene Weise herbeizufuhren genöthigt sein. Sind wir nämlich, nach vollbrachten Substitutionen und 
ersten Redoctionen , zuvörderst zu Formen gelangt wie : 



und aehrdben in nnserer zn MiutniiraideD DiffBreDtialgleiehing : 
(«51) Ä/y"^ + Ä.r + 5G.y" + Ä. y'4-Ä.y-O 

statt y, der Reihe nach , einmal y,, dann y,, dann y, nnd endlieb y«, so hckoDMnen wir folgende vier 
idehtisdie Gleichnngen : 

5^4 i;^*' + 5G. r?i*' + ä;, i;i'^ + Ä. i^i" + X, j;i" = 
iX;» i;W + 5G. ^c») ^_ 3(;. ^(;) + 2g, ,^(;) + 5G, ^^o = o 

aus deren Addition eine neue Gleichung hervorgebt, in welcher, nach Benutzung der Werthe (250), 
9t I 9* • 9« lind 9« erscheinen werden. Nachdem man sofort für 9, nnd 9» beziehungsweise — 9, and 
— 9, gesetzt, nnd die auf diese Weise auftauchenden symmetrischen Functionen in 9, und 9, dnreh 
ihre bekannten Werthe wiedergegeben hat, erhält man zur Bestimmung von ^^i, nachstehende einfadie 
Relation : 

(«6«) 43&, = X» [- 2^* + 4B + 4^» + -^jJ-^ (— 1 X4' + iA»— ~^^-\-ZÄ 3Z,-\-2AX^, 

die, nach gehörig durchgeführten Substitutionen und Reductionen in den unter (257) aufgefShrten 
Werth flbergeht. Nachdem wir so endlich zur Kenntniss sämmtlicher Coefficientenwerthe gelangt sind, 
stellen wir dieselben in unmittelbarer Aufeinanderfolge hin. 

SG» = 16 Ä* (A* - 410* + (^• — 4B)» [- 2QA'B*B — ifiA'B' + %AB*Br — kABB^ 

(«53) . . 

+ (il* — 4 BY [40 AB?Bf + 40 AA'B' — 160 AB*»]. 

;Xi, = _ 8B"Ä' {A — KBy + {A* — 4B)» [— Z2AAB* + 64II*B' + 7»A'B*B 

— 6 ABB' + 12 AB*V + 16 il'*«* +• 12 ABBBT — 8 AB'B" — 6 ^iÄ*] 
(«54) + (^« — 4 B)' [40 il' Ä» — 80 AA'A'B* + 1 60 A'B*» — 20 ^it'B»!»' + 1 20 AB^B' 

+ 20 ABBf — 80 ^B*1»'Ä" + 160 AB'B"] + (A* — i B) [— 480 AA^B*» 
+ 960 AB'Bf — 160 ilÄ'B'' + 320 A^B^]. 

;\:, = (A*— 411)* [1 e^B»— 4ÄB'+ 8B»B"] + {A*— iB)' [ - 8A4'B'ir— 4B*B'— i^A'B* 

+ 92 A^B* +96 B*B* + 9 AB* - 1 8 ABB'B" + 8 ^"BÄ* — 1 6 A'B'B" + 1 2 AB*B"] 

+ iA* — 4B)" [480^''B* - 480^^'B'B' + 480B»B''+ 1 SABB^B" — 1 7AB^+ 25A^B*B' 

+ 36 A* AB* — t2(iA"B'B" + 32AB*B'' + 32.A^'*B* + 48 ^B'B"'— 24 AB'B'IT 

(«55) +25 ABB'+ 8 AA'BB^ - 1 6 AA^B*B" - 60 AB*B'B" — 2 AÄA'B'B' + 40 ^"B'B' 

— 24 A4'^"'B» + 48 ^"'B'B'] + (^' — 4B)[l8^BB'*— 16.4B»B''B"— 112 iU'*B*B'' 

— 50A4'*B* - 16A4'' B*B" - 32 A4.(1"B»B' + 168^'B'B''+ 440^' B»B' + 64il'B»B'ir 
+ 32 A"B'B' + 32 A'A'B*] — 160 AB*Bf — 160 A4'*B» — 960 AA^B'B^ 
+ 1280 A'B*B' + 1280 AB'B'. 



Formenlehre. ^\ 

4 

Ä.,— (ii*— 4JB)» [8i4'B'— 8AB*B'+ \ZB»Br— 6B*B^-^ 6Ä'] + (Ä*~ABy [Z2AB*B 
~64A'Ä»+ SZAA'B'B"^ ieAA'BB'- 68B»Ä'B"+ IZBB^— 7üA'A"B*-~78Ä^B*B' 
* + 32 AA''B*B' + 8 vU"*» — 1 6 B*B^ - ■ QA'B^B' + 4 A'B^BT' + 3 A'B^ — 4 A"'B*B' ' 

+ 2 il"'BII'*] + (^* — 4 B)* [100 AA'B* — 7^ A^B*» + SOO^Ll'B'Ä' — 200 ß*Ä' 

l ■ • 

— i%QA'A''B* — \eOB*RB' + 80^L4"Ä»Ä' + mAA'B*B"— iA'A"'B* — ieA'"B*Bf 
+ iO AA'A'"B*B'+ BAfB*B"^iÄ^BBf.-^3AfA"B*B'+i2A'Af'B''h6AA'A:'B*B" 

■^ KAAA'BB^ 4- i%A"B^B»' + ^Ä'BB^ — SO-A'BÄ'JB" + 22-45' — 28 A'B*B'' (856) 
+ e^Airi}'' — ZAB'B" — nAAj'B'B' 4- 12 AA'BB'B" — 8^^'fi*Ä"' — 6^^' 11' 
+ 20 A'B*B>B"'^ 2 ABB^B"] + (^'—410 [f60A4'*fi»-H480^i'B*B*— 960it'fi*ll' 

— 320fi*Ä'+ 20^''B*+ 8AfB*B' — 10A4'*B*Ä'— 22^^'*^"Ä*— 5QAA'A"B^B' 
+ 124 A^A'B'B" + 36A"B*B'-\- b2ABB^— UAA' BB* — 36A^ B*B" — niA'B^B^B" 
+ 56AA'B*B'B"-\- 22 ABB' B"^ 16 AB^] + ioAAfB*Bf—60AAfB*B'+ 2()ABB' 

— i20 A'B*Bf^ + 4Ö^'B* + 80^'*ß*ß'*. 



A-, = 16B* (^» — 4B)* + C^* — 4Ä)* [- 20 AB*B^+ 4. ^Ä'B" — lOO^'Ä^Ä — SO A'^B* 
4- 6BB*B"~ 8Ä'+ 16 ß'«'— 12ß'ß'ß'"] + (^' — 4ß)* [200^1^''«*— 800^'ß*ß' 
+ 2Ö0 .4Ä*Ä'4- 62 AA''B*Bf— 68 A'A"B*B' 4- 32 ^"ß^ß* - 86 AA'B*B'B" 4- 28.4^'ßß'' 

— 64 J>ß*ß"'4 64 ß'ß''^ 4 64 il'ß* 4-24 AA'"B*B' — 4Ö ß'ß'ß ' - 48 A'A"'B* 

m 

+ 24 ß*ß'*ß " + 24 ^^ß»ß " — 28 ßß'*4- 76 ^'ß»ß "] 4^ (^' — 4 ß) [— 100 A4'ß»ß' 
+ 4A4'ß*ß'*— 32ß'ß'ß"+32^t4'ß»ß'ß"4 16AA'U"ß* — 64^'^"ß*ß'4- 164^"ß*ß'' 
+ 40 ^'ß* — i04il'ß'ß'*— 64ß'ß'— 82^''ß»ß"] + 640^^'ß*ß -|-64t)^^'ß*ß'* 

— 320jl'ß* •— 1920 A^B*B^ — 320 ß»ß'*. 

' MftB sieht wohl, wie sehr diese Ausdrücice für die Differentialgleichangs'-Coefficieiiten an 
linge sellMt dicjeiugeo filiertrefien , die wir ün näohstvorbergehenden Faragrapiie für die Gleichongen 
des dritten Grades eriiieUen und yermathet sonach « dass die Aufstellung deijenigen Differentialgleidinng 
der vierten Ordnung, die der allgemeinsten algebraischen des vierten Grades entspricht, in beinahe 
undurehfithrbare Rechnungsentwioklungen verstricken müsse. Wir stehen daher um so lieber von 
einer solchen Aufstellung ab , als wir in den folgenden SS. 14, 15 die vornehmsten Haupteigenschaften 
einer Differentialgleichung von beliebig hoher Ordnung einer abermaligen Erörterung aus einem anderen 
Standpunkte zu unterwerfen gesonnen sind, die ein ferneres Eingehen ins Detail an diesem Orte über- 
flüssig macht. Überdem nSthigt uns der complieirte Bau der ebenangeführten Coeflicienten für diesel- 
ben andere Ausdrucke, ähnlich' den Gleidiungen (140), (l4l), (142) und (143) im vorhergehenden Pa- 
ragraphe aufzustellen , durch welche jeder folgende Differentialgleichungs-Coefficient in Function der vor- 
angehenden ausgedruckt erseheint In der That werden durch die Gleichungen (253) ^ (225) und (252) 
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248 ^^1* Abschnitt. 

* 

die Werthe von eX^, «X^ und X^ ,iu der angedeuteten Perm gegeben. Um e\s zu erhalten addirt maoh die 
Formeln: (240), (242) und (244); zur Gewinnung von 20^^ endlich dienen eben so die Gleichongen ; 
(245), (247) und (249) , indem man sie gleichfalls addirt und die im Rechnungsresultate erseiiebieodeii 
symmetrischen Functionen in 0{ und 9, durch die Gleicbnngscoefficientea A und B ausdruckt 'Wir 
stellen hier der bequemen Obersieht wegen die so erhaltenen Formeln zusammen : 



(SÖ8) 



;Xr.» = B \l6B*(A*-iBy + (Ä'^iBy [- 20 A'BR — i6 A'B' + 8ABB"~iAB'] 

+ (^* — 4B)*[+ iOAA^B* +iOABB' — mA'B'B'] 1. 






(Ml) 



X,= ^[iAÄB--3B-»-^ A~B<+ -jJ-^(_| A'B-+IaAA:B' 

— - A''B*B'—- ABB- — - ^'Ä»B"+ % ABBB"—- AB^\ 

2 S 2 4.8/ 

+ iA" - iBy il ^''^'^ - ^^^^' - "^'^'^'' + I ^*0i + 



Wir haben bisher immer eine doppelte Verwändtschaft der Differentialgleichung mit der ilir 
entsprechenden algebraischen hervorgehoben : eine Verwandtschaft nämlich in Bezug auf die Ordnungs- 
zahlen der Coefficienten und eine andere, in Bezug auf die Zusammensetzung dersel- 
ben aus ihren einfachen Factoren. Dasselbe lässt. sich auch hier thun und man wird wenig 
Muhe haben, die erste Sorte dieser Verwandtschaft ins Auge fassend, darzutbun, dass jede auf das 
Coefficientenpaar bei der gewissen , vielerwähnten Repartition entfallende Ansteigung, Fortschreiten im 
Niveau und auch Abfall gegen die letzten Coefficienten zu, falls er weniger als die Einheit, oder nur die 
Einheit auf das Paar beträgt, sich gleichmässig in der Differentialgleichung und in der ihr entsprechendm 
algebraischen vorfinde, und dass nur ein stärkerer Abfall nicht nothwendig sich von der letzteren 
auf die erstere fibertrage, so, dass dasselbe den Coefficientenbau umspannende Polygon beiden Gleichun- 
gen angehörig ist — .diess jedoch mit Rücksicht auf die letzterwähnte Beschränkung. Wir werden in 
den SS. 14, 15 ganz aligemein auf diesen Gegenstand zurückkommen und sehen, dass die Ordnungs- 
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zahlen der Coefficienten von detuenigeD unendlichen Werthen der unabhängigen Veränderliehen herrühren« 
welche die einzelnen Wurzeln der algebraischen und die diesen entsprechenden particulären Integrale der 
Differentialgleichung gleichzeitig unendlich machen« und dass es eben die Ordnungszahlen dieser letzte- 
^^n unendlichen Werthe sind , welche der Coefficientenbau beider Gleichungen wiedergibt. 

Jetzt wollen wir unsere Aufmerksamkeit auch den Factoren des ersten Coefficienten und den 

■ 

^lim zugehörigen Werihen desjenigen Exponenten schenken, den wir in unseren früheren Rechnungen 
i^^nmer mit A^ bezeichneten. Wir beginnen abermals mit dem einfachsten' Falle, und reduziren unsere 
Eqoadratische algebraische Gleichung ^ Ä=0 voraussetzend , auf die b i n o m i s c h e : 

^* + JB = 0. («68) 

e ihr zugehörige Differentialgleichung ist leicht zu erhalten und sieht so aus : 

•.y'^ — 48fi*Ä' . y"' + (54BB'— 32JB*B") y" + (38ßB'ir — Sfi^JT' — 33B0 y' + 32Ä* y = 0. («64) 

otbalt jetzt B einen einzigen Factor x — a, so erscheinen einerseits die vier Werthe von o der vierten 
rzel aus x — a proportional, andererseits aber kömmt derselbe Factor x — a in den Gleichnngs- 

■ 

<20«f[icienten , und zwar beziehlich 3-, 2-, 1-, 0- und 4-mal vor. Die zur Bestimmung von k dienende 
€31«ichung ist also vom dritten Grade und erscheint, auf ähnliehe Weise wie im vorigen Paragraphe 
beliandelt, in folgender Gestalt : 

32 (Ä + 3) (ik+2) (k+i) + 48 (Ä + 2) (k+i) + 54 (ik + 1) + 33 = 0, 

'e Wnrzeln sind : 

5 10 15 

Ä — - -, — - , — — , (Wo) 

eine dreigliedrige Gruppe von Vierteln, in welcher die einzelnen Glieder sich wie die 
hlen 1 , 2 und 3 verhalten. 

Hatten wir anstatt eines einzigen Factors X'—a^ deren allgemein m an der Zahl in B vor- 

sgesetzt, so hätten wir uns ohne Muhe von der Anwesenheit solcher Faetoren 3m, 3m— 1 , 3m — 2, 

— 3 , 4m in den Coefficienten der Differentialgleichung (264) , sohin von der allgemeinen Theilbar- 

jt durch (jx — a)""~~' überzeugt, und wären abermals zu einer Gleichung des dritten Grades in k 

langt, und zwar: 

32k* + *• (48m+ 192) + * (22m» + 176m + 352) + 3m» + 36m* + l44m + 192 = 0; (M6) 

lässt sich durch die Substitution k = - 'm eine mit ganzen Coefficienten versehene Gleichung in h 

4 

Virandeln, nämlich: 

Ä* + A' (6m + 24) + A (lim» + 88m+176) + 6m» + 72m' + 288m + 384 = 0, 



Ic 



V( 



^^*^n Wnrzeln sind: 



Ä = - (m + 4), - (2m+8), - (3m+12), 
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welche mau uar durch 4 zu dividiren braucht, um aus ihnen die gewünschten Werihe fir k%u ge- 
winnen, namiich: 

m + 4 im+S 3ifi + 12 

(2«7) Ä = - -4-, --4-. -—4—. 

und die abermals eine dreigliedrige Gruppe von Vierteln bilden, deren einzelne Glieder sich 
verhalten wie die Zahlen 1 , 2 und 3. 

Schreiten wir jetzt zur Erörterung des Falles, wo B gebrochen ist, oder, mit anderen Wor- 
ten , wo die algebraische Gleichung : 
(«88) L(j>^ + M = 

M 

zu Grunde liegt. Sie ist aus der vorigen offenbar dadurch abzuleiten , dass man -^ anstatt B sehreibt. 

Diess fuhrt aher zu : 

+ Lv" (5iL'MM' — 32L*JtPM' — ULL'M'M + 32LL"M* — iOL* Jf •) 
(269) 

-|-y'(— 33L*JUr -h SSL^MMM'— SL^3PM"'^ 2SL'L'MM" — aL^UdPM' 

Von den in . M vorhandenen Factoren haben wir so eben gesprochen und es bleiben uns nur die in L 
begriffen sind, in Bezog aof die ihnen entspreeheoden Werthe von k, zn nntersachen flbrig. Setzen wir 
deren der Reilie nacii Einen, zwei und drei voraus, so erg^n sich, diesen Annahmen aBgeMrend. 
folgende drei Gleichungen des dritten Grades in k : 

32 (Ä + 3) (* + 2) (*+l) — 48 (Ä + 2) (*+0 — 10(&+i)-5 = 0, 
(«70) 4(A + 3)(Ä + 2)(*+l) - l2(Ä + 2)(Ä + 0+ 3 (Ä + l) =0, 

32 (& + 3) (Ä + 2) (&+1) — 144 (&4-2) (&+1) +• 102 (Ä + 1) — 3 = 0; 

ihnen entsprechen die folgenden drei Systeme yon Wurzeln : 

6 ) 4 ) 2 

(«71) ^= "l" T' ]~J' y'i' 

^— \— ^ \ — 

"J vT \ T 

und setzt man die in L ein- , zwei- oder dreimal vorhandenen Factoren als in M beziehungsweise 
— 1-, —2-, —3 -mal enthalten voraus, so gesellen sich die fQr diese negativen Zahlen gefundenen 
Werthe von k zu den früheren , einem positiven tn entsprechenden , als Glieder derselben Zahlenreihe. 
Man hat namiich für : 



P r m e n f e -li r e. 
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m = — H, 
1 

T 

2 
4' 



— 2 , — 1 , 






2 
4 

4 
4' 



3 

T 

4' 



3 

T 



6 
4 



9^ 



+ 1. 

_ ^^ 

4' 

~T 



2, 

6 
T 

12 

T' 
T 



+ 3, 

7 

u 

~ 4' 
_ ^* 

T 



m 



«1 + 4 



2m + 8 



3m+12 



(«7«) 



So lange also für a;=a das betreffende particuläre Integral nicht unendlich wird, gehen 
sich die Factoren (x — a)^ unter dem Zeichen der vierten Wurzel durch dreigliedrige, der vorliegen- 
den Beihe entnommene Gruppen von Werthen f&vk^ in denen die einzelnen Glieder sich wie die Zahlen 
1 , 2 und 3 verhalten « kund. Können aber diese particulären Integrale fUr x = a unendlich werden, 
oder, mit anderen Worten, ist im Nenner von ^ die erste oder eine höhere als die erste Potenz von 
X — a vorhanden , so werden die Erscheinungen andere. Wir erhalten nämlich in dem ersten dieser 
beiden Fälle zur Bestimmung von A^ eine Gleichung des vierten Grades, weil die vier par- 
ticulären Integrale je einen Divisor wie (x — ay gewinnen. Ihre vier Wurzeln sind nicht mehr Vier- 
tel, oder sonstige einfache, reine Zahlenwerthe , sondern Functionen der in der Differential- 
gleichung enthaltenen constanten Parameter. Hievon fiberzeugt man sich genau so wie im 
vorigen Paragraphe. Im zweiten Falle aber hat man eine andere Beihenfolge von Factoren x — a in den 
einzelnen Gleichungscoefficienten zu gewärtigen, und die nach den Ergebnissen des S. 8 gemachte Bepar- 
tition wird eine auf das Coefficientenpaar entfallende , gelegentlidi ganze , meistens aber gebrochene , die 
Einheit überschreitende und mit dem Nenner 4 versehene Anzahl solcher Factoren liefern , die gleich sein 
wird dem Exponenten der Potenz , in welcher x — a im Nenner von 9 erscheint Wir verweisen auch 
hier den Leser auf den zweitfolgenden Paragraph , der den Grund dieser Erscheinungen aus einem an- 
deren, höheren Gesichtspunkte autfasst. • 

Jetzt wollen wir zur Untersuchung der allgemeineren Differentialgleichung schrei- 
ten , die der am Anfange des gegenwärtigen Paragraphes zu Grande gelegten algebraischen : 

9* + A^* + Ä = 

entspricht, wo wir naturlich die Coefilcienten Ä und B von der Nulle verschieden annehmen und ratio- 
nal, übrigens aber ganz, oder gebrochen. Setzt man demzufolge : 

N 



(«78) 






so ist man dann berechtigt in der Gleichung: 



B^ 



L' 



(274) 



simmiUehe CodOcienten als ganze Functionen von x zu betrachten, und gewahrt nach einiger Über- 
Iqpuig in den ersten GoeSidenten %« der Differentialgleichung vier Sorten von Factoren: 



«1 
i 



Erstens; Die in L Torfindigen Paetoren. Sie haben die Eigenschafl durch ihr 
Verschwinden Eine der o^ und 9, genannten Wurzein, oder auch beide, unendlich zu machen, wie 
aus dem, durch unmittelbare AuflSsung der Gleichung (275) gewonnenen allgemeinen Werthe von 9 
eniditlich ist : 

Der Exponent der Potenz, zu der ein solcher in L Ein- oder mehrmal enthaltener einfacher Paetor, von 
der Perm x — a, im Nenner des Werthes von 9, erhoben vorkömmt, wird durch das früher auseinan- 
dergesetzte Repartitionsverfahren jedesmal unmittelbar gewonnen, so oft dieser Exponent entweder gleich 
Eins ist, oder die Einheit fiberschreitet. Man wird daher immer, aus dem Baue des ersten Coefficienten, 

• ■ 

diiyenigen Werthe der unabhängigen Veränderlichen zu ersehen im Stande sein, welche nicht nur eine 
Wurzel 9 der algebraischen Gleichung <275), sondern auch das fo,dx unendlich machen ^nd diess 
zwar mit Hilfe keiner anderen Rechnung als derjenigen , die überhaupt die Zerlegung der Gleichnngs- 
coefficienten in einfache Paetoren, gleichviel ob bei der algebraischen oder bei der Differentialgleidiung, 
erheischt — denn zu beiden gehört dasselbe den Coefficientenbau aus einfachen Paetoren umspannende Po- 
' lygon. In dem Palle als der Exponent Eins ist, wird die von uns bisher mit k bezeichnete tirosse in nAi 

der Regel eine Punction sein der in der Gleichung vorkommenden constanten Parameter und man wird Xbtt 
sie, auf die bereits im S. 7 auseinandergesetzte Weise, berechnen. — Wir betrachten daher den Fall, «-KU 

wo die Repartition der Anzahlen von Paetoren o: — a auf das Coefficientenpaar entweder mehr als eine ^* ^1 
Einheit ausweist, oder gerade Eine Einheit, und einen Werth von Ar, der eine Punction ist von conatan- — ^>- 
ten Parametern, hier um so mehr als erledigt, als wir, wie schon gesagt, densell>en allgemein and M^^i 
in Bezug auf eine Gleichung von beliebig hohem Grade in den SS. 14 und 15 noch einmal zur- Sprache ^=^ ^ 
bringen. In dem Palle jedoch, wo der erwähnte Ei^onent kleiner ist als die Einheit und die Art , wie 
sich in den Gleichungscoeflficienten abbildet, dieselbe ist, die dem Werthe Eins entspricht, werden wir — '^■'r 
sehen , dass , wie bisher , die Werthe von k , gerechnet nach der Vorschrift des S. 7 , reine , theil 
ganze , theils gebrochene Zahlen sind. 

Zweitens erscheinen im ersten Coefficienten rX^ diejenigen Paetoren, welche in: 

(«77) A*-iB = P 

vorhanden sind, ohne in A und B enthalten zu sein. Sie bewirken durch ihr Verschwinden einen 
Durchgang durch gleiche Wurzeln ^, und gelegentlich einen Übergang von reell in 
imaginär und umgekehrt. Es ist zu bemerken, dass dieses Binom, gerade so wie das ahnliche «^^^ ^ 
4^*+27B* des vorhergehenden Paragraphes, erhalten werde als Resultat der Elimination von o aus ^^ ^^ 
der Gleichung (273) und der daraus durch Differentiation nach ^ abgeleiteten : 

(«78) 2 9» + ^ = 0. 

Drittens sind in eX^^ Paetoren x — a zu gewahren, die in P desshalb vorkonweB ^ . weil 
sie in A und B enthalten sind , und auf eben solche in den Zählern der Werthe von o hindeuten. 



^r 
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Viertens endlich Icann es Pactoren geben, die wohl in dQ>^ vorkommen, sonst aber in 
keiner der Functionen L^ A^ B^ P vorhanden sind. Wir werden damit anfangen nach den Wertheu 
von k zu forschen , die dem letzteren Falle Entsprechen, und dann fortschreiten zu denjenigen k^ welche 
den Pactoren von ^ , B und P angehörig sind. 

Wir nehmen also an, als ersten Fall, dass (ar — a)"^ ein Factor sei von d&4, so wie die- 
ser erste Coefficient durch die Formel (258) gegeben ist, so hat dQ'^ dieser Factoren m — 1 an der Zahl, 
folglieh auch dC. eben so viele, nicht mehr und nicht weniger, wie der Anblick der Formel (259) lehrt 
Die fibrigen Coefficienten d&,, d&t« «^o beherbergen dann simmtlieh mindestens m — i solche Factoren, 
wo nicht mehr. Die gehörig abgekfirzte Differentialgleichong (251) kann daher im ersten CoeSicienten 
d&4 nur Einen einzigen solchen Factor x — a erhalten. Der ihm zugehörige Werth von k ist sofort , 
zuftolge der Gleichung : 

^"' (^+3)- .,^' . 1=0, («79) 



{pD — a)* (x — a)"*"* 

und mit Rucksicht auf die (259) offenbar : 

* = — m — 3, (880) 

gleich einer ganzen und negativen Zahl. Wir schliessen hieraus zurück, dass negative, ganze, 
unter den Werthen von k vorkommende Zahlen, die zu isölirten Factoren ar—- ix im ersten 
Coefficienten gehören, für den Bau der Werthe von o oder der particularen Integrale insofern be- 
deutungslos seien, als man solch* einen Factor weder im Nenner noch iin Zähler irgend einer der Wur- 
zeln o zu vermuthen berechtiget ist und denselben so zu sagen zu zählen hat zu den ReserveUi 
die die Analysisin den ersten CoelTicienten zu werfen genöthigt ist, um den Obergang von ein>er 
Form particolärer Integrale zur anderen zu vermitteln. 

Jetzt wollen wir zum Zweiten, einen Factor (x — a)^ inP = ii* — 4£ Vorhandensein 
lassen y so jedoch, dass derselbe wederin A noch in B vorfindig gedacht wird, dass also die fol- 
genden drei Substitutionsresulfate von a anstatt x : 



(af — a)" 

sammtlich von Null und unendlich verschieden ausfallen. Um nun über die Anzahl von solchen Factoren 
in den successiven Coeflflcienten Aufschluss zu erhalten, ist man genöthigt den Gleichungen (258), (259), 
(260), (261) und (262) dadurch eine andere Form zu ertheilen, dass man, mittelst der Substitution: 

Ä=.lU»-P), (888) 

aus den Polynomen innerhalb der Klammem die B eliminirt, wodurch aber gleichzeitig in denselben P 
und Differentialquotienten dieser Grösse zum Vorschein kommen. Man gewinnt so die folgenden fünf, 
neuen , im gegenwärtigen Falle brauchbareren Formeln : 
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5G4 = B [/»• + i»* (— 2^» - A") + P* -(j AR + -^AP"+A'^+ A*A" - AA') .+ 

(.84) ,x:.= -^;-H^[-^i* + |.i^' + ^i^], 

(«85)X.= -g [-^-^^P^-^'+-^^+-^--^--^P+-P«J-^X., 
■X,^ = ^\1^P'F + P*(±AA.-La"'] +PF (-^ l. A* + 4- ^")+-r-^'-PP^ 

' AB*l6i V32 32 / V 32 128 / 128 

+ pf i^J^ _ Ji a] +P (-tA'A'+-A'A"'-—Af- ~ AA'A") 
\256P 512 .; V 16 16 128 64 ./ 

,^) \.±A.I-I-+r(-'-^- '.^ + ^A'-± A'A-+ -1 AA') 

^*^^ 256 V 512P* 512P ^ 64 128 128 7 

V256P 128 / 32 32 128 64 J 
^ AB l 8 8 ^ V64P 16 y 8 8 16 J 2^1 ^ 

(887) X,= ^ f— l»»--^»+7^M"-— A^'-74''P + -^'P-4^H + ?^'5G. + -^5G.. 
'^ ' • Ä Ll6 16 4 32 4 32 128P J 4 * 2 ' 

I 

Der Anblick der ersten dieser Gleichnngen lehrt , dass X4 unter der gemachten Voraussetzungs 
dnrch (x—ay^'^ theilbar sei , und dass man namentlich : 

^'* ~| =— m (m + 4) «'»{p* = 3F,, 



(x — a)*"*-' ) 8 

et 

gleich einem endlichen Werthe erhalte. Eben so gewahrt man in den übrigen Coeflficienten : 

nach kurzer Überlegung beziehungsweise : 

4m — 3, 4m — 4, im — 4, 4m — 4 

solcher Factoren , welche Anzahlen übrigens , für die beiden CoetFicienten d&i und d^^ , in specielleiz: 
Fällen sogar überschritten werden können. Die Gleichung in k wird demnach vom zweiten Grade, 
und zwar: 

oder , mit gehöriger Rucksicht auf die Gleichungen (284) und (285) , wegen : 
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mit Wurzeln: 



Ä;* + (m + 3) Ä + -T- m«+— m+2 = 0, (189) 

4 2 

m+2 m+4 
* = y-- ^. («90) 



Ist hier m eine gerade Zahl , so sind die beiden vor Augen Hegenden Wurzeln negative , 
sanze Zahlen und haben jnsoferne Ähnlichkeit mit den unmittelbar früher zar Sprache gebrachten , die 
"Wir in gewisser Beziehung für bedeutungslos erklärten; sie unterscheiden sich von ihnen durch den 
Umstand , dass sie nicht aus einer Gleichung des ersten , sondern des zweiten Grades gezogen sind, daher 
paarweise vorkommen und uberdem noch dadurch, dass zwischen ihnen ein Unterschied von Einer Einhdt 
obwaltet. Sie verrathen einen Durchgang zweier Wurzelpaare durch den Zustand der Gleichheit , der für 
= a stattfindet, ohne dass damit ein Obergang von reell in imaginär, oder umgekehrt, verknüpft 
Ein solcher findet vielmehr offenbar nur dann statt, wenn m eine ungerade Zahl ist, wenn somR 
unsere zwei Wurzeln (290) negative Bruche sind mit dem Nenner 2 , die sich ebenfalls um die Einheit 
Sm Werthe unterscheiden. Hierauf gründen wir die Vermuthung, dass, ganz allgemein and bei Gleichun- 
gen von beliebig hohen Ordnungszahlen, erscheinende Werthe von k^ die aus einer höheren Gleichung 
S^zogen und entweder Gruppen sind von negativen Brächen mit dem Nenner 2, und einem Unter- 
schiede von je Einer Einheit in ihren Gliedern , oder Gruppen von negativen , ganzen Zahlen mit eben 
^nem solchen Unterschiede, auf eben so viele Wurzelpaare (p hindeuten , die für einen und denselben 
^Werth von x durch den Zustand der Gleichheit hindurchgehen. Mit den Halben ist fiberdiess, auch 
-wfenä sie isolirt erschemen , nodi eine Verwandlung von reell in imaginär verknupfL 

Es erübrigt nur noch die Erörterung des dritten Falles, desjenigen nämlich, wo die in 
«^^ enthaltenen Factoren wie ar — a , von eben solchen den beiden Coefficienten Ä und B eigenthum- 
t iehen herrühren — ein Fall , in welchem , wie man sich leicht überzeugen kann , zwei oder vier Wurzeln 
tier Gleichung d^s vierten Grades eine ge\irisse Potenz von ar — a mit positivem Exponenten zum Factor 
erhalten, was offenbar ein Verschwinden von einem oder zweien Wurzelpaaren für ar = a , sohin abermals 
einen Durchgang durch den Zustand der Gleidiheit zur Folge hat, und datier auch wieder Halbe als Werthe 
von k erwarten lässt. Dieser dritte Fall kann , nach Massgabe der Zahl der Factoren x — a , die in die 
Coefficienten Ä und B fallen , in mehrere zerlegt werden , von welchen wir zuvörderst einen mittleren, 
flen nämlich namhaft machen , wo A und B beziehlich m und 2m solche Factoren besitzen , wo somit alle 
vier Wurzeln unserer Gleichung des vierten Grades Insofeme ähnliche Functionen von x sind , als sie 

m 

simmtlich die Potenz (x — aY als Factor enthalten. Hiebei wird die unter dem Quadratwurzelzeichen 
stehende, P genannte Grösse, der Factoren x — a mindestens 2in, kann aber auch eine grössere Zahl, 
etwa 2m +s derselben enthalten. Diese beiden untergeordneten Fälle sollen jetzt der Reihe nach be- 
trachtet werden. Es seien also zuvörderst in : 

32 
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A, B, P = Ä* — iB, 

Factoren x — a bezüglich : 

m , 2m , 2m 

vorhanden, so sieht man bei dem Anblicke des Werthes (283) von 3Q>^^ dass demselben mindestens 
13m~2 Factoren x — a zukommen. Eine nähere Untersuchung jedoch und namentlich die durchgeführte 
Berechnung von -;— — *^ , die zu einem Werthe leitet, überzeugt uns von dem Vorhandensein 



(x — a) 



a 

mehrer und zwar mindestens iSm — 1 an der Zahl solcher Factoren, da man, vermittelst etwas weit- 
läufiger Rechnungsentwicklungen , zu folgendem Werthe von ^ 



ix-ay 



gelangt : 

a 



CA94 



(x — a) 



itm-i 



_^mi) 



= ® V fw r . ^; (— 12 «• + 96 «•» — 184 «•»• — 32 »•) 



,^ V.%f (24«'— 196»» + 400«»«), 
(2m+l)/ ^ ^} 



+ m 
in welchem Kürze halber : 

^ ^ m! (2m)/ (2m)/ 

gesetzt worden ist, und der in der Regel von der Nulle verschieden sein wird, ausnahmsweise jedoch aneh 
wieder gleich Null werden kann, und so noch eine grossere Anzahl von Factoren x — a in dG^, ntwa 
13m— 1+^ kundzugeben vermag. Diese Anzahl, ganz allgemein, vorausgesetzt, erschliesst man ans 
der sorgfaltigeren Betrachtung der Gleichungen (283), (284), (285), (286) and (287) in: 

<Y* <Y* <Y* <Y* <Y* 

solcher Factoren beziehlich : 

13m— 1+r, 13m— 2-1-r, 13m— 3+r, 13m— 4-1-r, 14m— 3+r, 

und gelangt sohin zu einer Gleichung des dritten Güirades in Ac, die zuvorderst Inder bereits sehr bekannten 
Gestalt erscheint: 

^* (ft + 3)(& + 2)(*+l) ___^?__(Ä + 2)(*+l) 



4. ^ (jk + l) ^ 1=^0 

a 

dann aber , nach gehörig durchgeführter Berechnung der Coefficienten , sich verwandelt in : 

-m» + -m + ^ mrj (&+1) + 

1.3.1 1 1 , 

+ -7- m* 4- T wi* H m H mr -| mrr = , 

4 4 ^2^2 2 

oder: 

&• + (2m + 5 + r) &* +(-T- ^' + Y ^'^ "•" ^ "•" ^'^ "•" 2" ^'*) * "*" 
(893) ^ ^ 

H m* 4- 2m* + 5m + 4 + 2r + 2mr -\ mV = , 

4 2 
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mit Wnrzeln: 

m + 2 /»i + 4 \ 

* = -(m + 2), --p' -(-^ + 0^^ ( 

(leren erste jedesmal eine ganze, negative Zahl, die beiden anderen aber, wenigstens ffir ungerade Werthe 
von m, für welche wirklich ein Übergang von reell in imaginär der 9 genannten Gleichungswurzeln 
stattQndet, Bräche sind mit dem Nenner 2, andeutend zwei Gruppen von Wurzeln, die von reell imagi- 
när werden. Die erste scheint dem überschüssigen Einen, oder den überschüssigen (r+l) Factoren 
X — a anzugehören, die Anzahl r aber der überschüssigen Factoren dieser Art liefert die dritte Wurzel. 
Nun wollen wir den zweiten der früher erwähnten untergeordneten Fälle der Betrachtung 
nnterziehen und setzen demnach voraus , dass in : 

A, JB , P , 

beziehungsweise Factoren x — a: 

w , 2iii , 2m+s 

an der Zahl enthalten seien. Die aufknerksamere Betrachtung der Formel (283) für SQ>^ lehrt in diesem 
Falle , dass die Anzahl der in diesem CoeflRcienten vorhandenen Factoren ganz genau 1 3m + 4« — 2 sei, 
nicht mehr und nicht weniger , weil : 

» 

^dN^l = «■»• fi^ - + 4 •• + T '1 = *• 

« 

ist, unter 9( und ^ die den bereits frfiher unter (291) genannten analogen Werthe verstanden — nicht 
mehr aus dem Grunde , weil dieses 3^4 ffir gar keinen positiven Werth von m und s , welche hier der 
Natur der Sache nach vorausgesetzt werden , der Nulle gleich wird. Die auf dieselbe Art wie früher be- 
frachteten übrigen Differentialgleichungs-Coefficienten zeigen auch dieselben Abstufungen in der Anzahl 
der Factoren x — a die sie besitzen , daher man denn abermals zu einer Gleichung des dritten Grades 
in k geleitet wird , die zuvörderst in der Gestalt erscheint : 

(*+3)(Ä+2)(H-l) + (2m+«-2)(Ä+2)(H-i) + (lm«+^»w+ j«'-m- 1 «) (Ä+i)+ 



. ^ « . 3 . . 1 . 1 . 1 
+ — m* + — m*« + — ms^ +-r m^ +— »w = 0, 

4 8 8 4 4 



dann aber übergeht in : 



*• + (2m+« + 4) k^ + (j m*+ — ms + 5m + — s + — «» + ö) k + 

( 



13 1 3 13 3 

+ — ifi*+— m*s+ — nu* + — m*-\r — t* + — tM + 3m +—« + 2 = 0, 

4 o o iC 4 4 4 



mit Wurzeln: 



_ m + 2 m + 2 + s 2m + i + s 



( 



32 



% 



f5S Hl. A b 8 c h ■ i t t 

von denen immer entweder Eine ganz und die beiden anderen gebroelien « oder alle drei ganz atitfalleB, 
letzteres dann, wenn m und s gerade sind« folglich t&t x = a gar Iseine Veränderung von reell in ima- 
ginär oder umgekehrt stattfinden kann , während im ersteren Falle jedesmal zwei Wurzelpaare diese 
Veränderung erleiden, so dass also jeder als Werth von k gewonnene« und mit dem Nenner 2 versehene 
negative Bruch auf die sehr wichtige Veränderung von reell in imaginär eines Wurzelpaares für 9, 
beziehlicfa auf ein Periodischwerden eines Paares particulärer Integrale hindeutet ^ eine Bemerkung, 
die wir schon oft zu machen Gelegenheit gehabt. 

Nachdem wir nun demjenigen Fall erledigt, der in der Mitte der analytischen Erscheinungen des 
Ansteigens in der Zahl der Factoren x — a der GIdchungscoeffIcienten A und B liegt, den nämlich, 
wo die Ansteigung eine gleichförmige ist von m Einheilen , ist noch fibrig audi die Fälle diessseits und 
jenseits dieses Mittelfalles gehörig der Untersuchung zu unterwerfen. Wir nehmen daher an , dass Ä 
allgemein mit dem Factor (x — a)° und eben so B mit dem Factor (x — a)^ behaftet sei Es ist dann 
entweder 6<2a, oder 6>2a, die Grösse P aber wird sich von der Anzahl 2a oder 6 von Fae- 
toren x — a, die beziehlich dem A* und 6 angehören, offenbar immer die kleinere erkiesen. Wir 
erhalten daher, für den Fall 6<2a in: 

A. Ä, P. 

beziehlich Factoren x — a: 

a , 6 , 6 

an der Zahl , d&4 aber wird , wie die Betrachtung seines Werthes (258) lehrt , deren im Allgemeinen 
n ^ 66 — 2 enthalten , da , wie man alsbald sieht : 

^---j-l = 1024 «aS* fa« _ 1 a6 +■?•*•-« + - *), 

fx^aY^^n V 4 8 2 7 

wobei Kurze halber: 

a « 

gesetzt wurde, ausfallt, was in der Regel als von der Nulle verschieden betrachtet werden muss, die 
Fälle ausgenommen, in welchen: 

so 1 

a* ab -^ 6' — «H 6 = 0, 

4 8 2 

oder, was dasselbe ist: 

r i A r 36 + 4\ 

wird, was entweder 2a = 6 gibt — ein Fall der früher schon erschöpft worden ist — oder zu 4a=36+4 
führt. Von diesem letzteren Ausnahmsfalle nun abgesehen , erhalten die Coefficienteu : 

zufolge der Gleichungen (258), (259), (260), (-^61) und (262) beziehlich Factoren x — a: 

a^ßb — 2, « + 66 — 3, // + 66 — 4, a + 66 — ö, 2« + 66 — 4 



an der- ZaU und die «beraui» dem Mttm Grade angehSrige Gkiekiuig ia k sieht so aus : 

(*+3)(A+2)(&:H) + (a-\-jb- 2) (Ä+2)(A+1)+ (" fg ** ^ y * + | «*) (*+*> 



— b* + -ab* — — b'+^ab = 0, 
32 8 16 4 



oder: 



k" -{-{a + -^ b + k) k*^ + - {-^ b* -h- ab +6 + 3« + ö) *- 

V 2 y Vl6 4 / im) 



b' + — ab* 6* + «6 + — 6 + 2« + 2 = Ö, 

32 8 8.2 

ond biethet Wnrzeln : 

6 + 4 6+4 4a — 6 + 4 
* 4-. jp. 4 . (899) 

also gelegenüieh Ganze , Halbe und Viertel — Viertel nur dann , wenn sich aus den Wurzeln der Glei- 
ehang in 9 vierte Warzela von x — a heransstellen lassen , Halbe nur dann , wenn sich ein Übergang 
von reell in imaginär oder umgekehrt nachweisen lasst. Oberdiess ist noch a^s den Werthen für k er- 
aidiüich, d^ss sie zur l^^immung von a und 6 benutzt werden kikinent oder, mit anderen Worten« 
dass sie andeuten, wie viele Factoren^ — a in A und B entfetten sind. — Diess ist um so aufiaüen- 
der, als bei der zu Grunde gelegten Voraussetzung 6.<;^ dad den Bau d^ Coefficienten A und B in 

• • * * r 

Bezug auf Factoren x — a umspannende Polygon einen ausspringenden Winkel hat, der nach dem 
Ges^ tze der Etiquette weggeschnitten' werden muss , wenn man aber die in den Wurzeln voitandenen 
solchen Factoren belehrt sein will. Ihre Anzahl, so wie sie bei der äbiichen Repartition ermittelt wird, 
hingt hier 4>Senbar nur von 1^ ab , wovon man sich auch durch die ans der Auflösung der Gleichung 
(273) gewonnenen Wertbe überzeugen kann, und dennoch verräih hier die Analysis selbst die für den 
Wurzelbau so zu sagen bedeutungslosen , nur zufällig in A enthaltenen Factoren x^ a^ und es wäre 
diess vielleicht als ein gunstiger Umstand anzusehen, wenn dem nur immer so wäre. Diess ist aber 
nicht der Fall; man fiber^ugt sich nämlich ohAe sonderliche Schwierigkeit, dass unsere Rec)hnung^n 
und sohin auch ihr Resultat — wir meinen die Gleichung (298) — nur so lange richtig sind, als 
a^b-^Z ist. Nimmt niuf^ aber a^b + Z^ so geht die Rechnung einen wesentlich anderen Weg, 
gerade so wie in einem ähnlichen Falle, nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphes, bei den Glei- 
chungen der dritten Ordnung und wir gelangen auch zu einer anderen Gleichung in k , nämlich zur : 

6 + 4 . /ft + 4\' /6 + 4/ 



o -♦ 



mit Wurzeln: 



0-1-4 /0-1-4\ /0-|-4\ 

ft- + 6~t- + ll(^]+6(-:t-J=0.. (300) 

6+4 6 + 4 6 + 4 

k = -^^, _2.-4^, -3.^4^, (301) 



welche die uns berdts bekannten , der binomischen (263) entsprechenden sind , und gar kein a in sich 
mehr enthalten , sohij^ 9W^ zur Bestimmung dieser Grösse nicht dienen können. 



g54 ^I^' ^^ 96 h n i 1 1. 

Anders yerhatt es sieh in dem letzten der noeh m betraehtendeii nUö« uns fr>34il8t, das 
vielerwähnte Polygon somit seine convexe Seite der Abseissenaxe zukehrt, and somit sowohl a als auch 6 
die Anzahl der in den Wurzeln der algebraischen Gleichung in ^ vorhandenen Factoren x—a bestimmen. 
Es werden nämlich, wie man sich durch Auflösung der (273) überzeugen kann, und Wie es auch die übliche 
Repartition gibt, zwei Wurzeln der Potenz (ar — a)* und zwei andere der (x — a) ' proportional aus- 
fallen. Es lasst sich daher mit Grund voraussehen , dass in diesem letzten Falle die Werthe von k stets 
sowohl von a als auch von 6 abhangig sein werden. In der That gewahren wir hier in den Grössen : 

Ä. Ä, P. 

der Factoren x — a beziehungsweise: 

a , 6 , 2a 

an der Zahl, ersehen ferner aus (258), dass 3^^ deren wenigstens 7a + 36 — 2 enthalten müsse, und 
dass auch wirklich : 

eAo4 



ix—a) 



7a+»6-t 



= 4«*S8* (6 — 2ä)(6 — 3ö — 2) 



sei, unter 9( und SO» abermals die früher zur Sprache gebrachten Werthe (297) verstanden ^ ein vtm 
Null in der Regel verschiedener Ausdnick, bis auf die beiden Fälle 6 =2 2a und 6=^3a+2, von wel- 
chen der erste der bereits erledigte Mittelfall ist, der zweite aber zwar eine grossere Zahl von F^ctoreft 
X — a in dQ>« veranlasst, dennoch aber, wenn gleich auf etwas anderem Wege, zu' derselben -Gld- 
chung in k führt, d. h. zur: 

(^3)(.*+2)(&+l) + (« + Y 6 - 2) (Ä+2)(Ä+1) + (- J^' + f «* - «) (Ä+0 

— — a* + -r « * — T « + T «6 = ö„ 
4 4 4 4 

od^r: 

Ä* + (a + 1 6 + 4 j *^ + (- ^ a' + I a6 + 2a + I 6 + 5) & - 
(802) 



— -r «• +4 «•* — V «' + «* + « + * + 2 

4 4 2 



deren Wurzeln: 



a+2 , ^ b — a+Z / 
(308) Ä = --^, -(a + 2), , 

von a und 6 abhängig sind, so wie wir es auch vorausgesehen haben und die sonach auch geeignei 
erscheinen zur Kenntniss des Werthes jeder einzelner dieser Grössen abgesondert zu verhelfen. 

Es Hesse sich auf diese Ergebnisse unserer Untersuchungen eine Methode gründen aus einer 
DiiTerentialgleichung, bei welcher der Beweis gelungen wäre, dass ihr eine biquadratische, algebraische 
Gleichung zu Grunde liege , die letztere zu finden , und auf diesem Wege zum allgemdnen Integrale 
zu gelangen. Da man aber zu einem solchen Beweise nicht leicht je einen Anhaltspunkt finden wird , 



da ferner die algebraische Beschaffenheit der Coefficienteo A und^B nur ein sehr spezieller Fall der 
Allgemeineren der Functionen erster Classe ist, für welche letzteren die eben diirchgefährten 
Untersuchungen offenbar giltig sind, so wollen wir uns um eine solche Methode nicht bemuhen und tragen 
eher im Sinne andere Methoden vorzutragen, welche das allgemeine Integral, ohne weiteren als den 

unumgänglich nöthigen Voraussetzungen , in derjenigen Form zu geben geeignet sind, die es wirklich an- 

*. ■ ■ . ■• ■ • 

zunehmen vermag, und welche an der geschlossenen, algebraischen, so sie überhaupt 
vorhanden ist, vorbeiführt und bemerken an diesem Orte nur noch, dass wir das Vorkommen der 
gruppenweise vorhandenen Werthe von A; , in der Weise , wie sie uns in diesen letzten drei Paragraphen 
entgegengetreten sind, je nachdem die Gruppen ein-, zwei-, dreigliedrig sind u. s. w. als ein Merkmal be- 
trachten des wahrscheinlichen Vorhandenseins von solchen algebraischen Gleichungen des zweiten, dritten, 

* 

vierten Grades u s.w., aus deren Wurzeln dieAusdräcke eben so vieler particulärer Integrale in geschlos- 
sener Form (wenn man den Ausdruck »geschlossene Form« hier in einem gewissen, etwas uneigentlichen 
Sinne nimmt) hervorgehen , um daraus Veranlassung zu nehmen , diese höheren algebraischen Gleichun- 
gen als vorhanden vorauszusetzen und zu suchen. 

* 

«.13. 

DÜTereDtialgleichnng der n*^ Ordoang entsprechend einer algebraischen, binomischen 

vom »*•" Grade. 

Die am meisten in die Augen fallenden Kennzeidien vorlianden^t- irrationalgrSssen in den par- 
tieulären Integralen sind, nacli den Ergebnissen unserer Untersnchungen, eben diejenigen, die von reinen 

zweiten, dritten, vierten, nf^ Wurzeln herrühren, die als Auflosungen einer binomischen 

Gleichung des Grades 2, 3, 4, n erscheinen* Sie geben sich nämlich, wie wir bisher gese- 
hen haben, kund durch gebrochifne, rein 'numerische Werthe von k, die noch dazu gruppenweise' zu 

zweien, dreien, vieren erscheinen und um so kenntlicher sind*, als die einzelnen Glieder, die 

zu Einer Gruppe gehören, in dem einfachen Verhältnisse der natürlichen Zahlen 1 , 2 , 3 , zu ein- 

aiider stehen. Wir haben dieses Verhalten nur einschliesslich bis zum vierten Grade dargethan und 

widmen den gegenwärtigen Paragraph der allgemeinen Nachweisang desselben , indem wir die Differen- 

■ 

tialgleichung constrüiren und der Untersuchung unterwerfen , die der allgemeinen binomischen vom ra^» 
Grade entspricht und die wir, zur Vereinfachung der damit verknüpften Rechnungen , zunächst in fol- 
gender Form hinstellen : 

Für n=2 , 3 und 4 lässt sich die dieser algebraischen entsprechende Differentialgleichung ableiten aus 
den (72), (155) und (264), indem man in der ersten — iV* anstatt iV, in der zweiten — iV* anstatt 
• in der dritten — iV^ anstatt B setzt. Die aus ihnen auf diese Weise hervorgehenden drei Differen- 
tialgleichungen sind folgende: 



$S$ in- Abschnitt. 

(306) N.ff" - JVY — JV».y = Q, 

(306) iV y — 3iViV*.y" + y" (3JV^ — iViyo — N* y = 0, 

(307) iV^.y"^ — 6iV*iV^Y" + y^(l5A:iV^-4iV*iVl + y'(IOiV:/V'iV''— iV*iV'''— i5iV*) ~ JV*,y = o, 

and es wird erspriesslieh sein, den analytischen Bau derselben etwas näher ins Ange zn fassen. Zu 

diesem Zwecke bemerken wir fürs erste, dass, wenn man N^ N\ N"^ als derselben etwa der 

ersten Ordnung angehorige Functionen ansieht , alle diese drei Gleichungen, mit Ausschluss ihrer letzten 
Glieder ins Auge gefasst, nach den N homogen erscheinen , beim letzten Gliede aber prasentirt rieh eine 
Steigung beziehlich um 2, 3 und 4 Einheiten in der Ordnungszahl Der Grund dieser Erscheinung Usst 
sich angeben: Ist nämlich iNT eineConstante, dann kommen die 2, 3 und 4 particularen Integrale die 
den Differentialgleichungen (305) , (306) und (307) angehören, sammtlicb unter der Form : e^'^ vor und 
die Differentialgleichnngen , denen diese particularen Integrale zukommen, sind offenbar: 

(308) 0_iV<j, = o. g-iVy^O. 0_i»..y = O; 

I 

auf diese müssen sich daher obige Gleichungen zurfickziehen , wenn man N eine Constante sein lasst. 
Hieraus erhellet zu gleicher Zeit die Nothwendigkeit der oberwähnten Steigung bei dem letzten GUede, 
wenigstens in Bezug auf das erste und das Nichtvorhandensein von Gliedern in den übrigen Coefficienten, in 
denen kein geslricheltes N erscheint. Auch die beobachtete Homogeneität hat ihren analytischen Grund : 
weil nämlich die algebraische Gleichung sieh nicht ändert, wenn man in derselben aN anstatt N schreibt, 
unter a eine beliebige der n Wurzeln der Gleichung a"=l verstanden, so muss dasselbe auch in der 
Differentialgleichung der Fall sein und ist es auch, so lange in ihr sämmtliche Glieder eine und dieselbe 
Ordnungszahl biethen , bis auf das letzte , das sich um n Einheiten über die übrigen erhebt. Femer be- 
merken wir, dass der erste und mit ihm auch alle nachfolgenden Coefficienten für n=2, 3, 4 bezieh- 
lich von der ersten, zweiten, dritten Ordnung sind und dass der zweite Coefficient einen einzigen 
Strich , der dritte deren in einem jeden Gliede im Ganzen zwei , der vierte drei enthält und vennntben« 
dass die gesuchte allgemeine Gleichung ein ähnliches Verhalten offenbaren werde. Durch diese Wahrneh- 
mungen wird es uns möglich , die mühsame directe Construction der Differentialgleichung zu umgeben, 
indem wir Gebrauch machen von der Methode der unbestimmten Coefficienten , die im gegenwärtigen 
Falle den Vorzug der Einfachheit mit jenem der Sicherheit verbindet. Wir setzen voraus die Differen- 
tialgleichung , die der Algebraischen (304) angehört, sei: 

(309) 3C.ny^^ + SQ^n-.y^"''^ + ^^.y^"^^ + + x^^y" + s^y = o 

und nehmen zugleich , auf Analogie gestützt : 
(310) Xn = ^"* 

an, betrachten uberdiess sämmtliche mit SQ> bezeichnete Coefficienten , mit alleiniger Ausnahme des 
letzten X^ , als Polynome , die nach N und seinen Differentialquotienten , gleich dem ersten unter ihnen. 



258 ^ Abschält I. 

® deutet ein Sammenzefcben an; a, /8, y^ ..... (T find lauter gaaze^ poeitiTe Zddeit* ite 

Nnlle mit einbegriffen « eben so viele Differentiationen erheischend; a,6, c, t sind afeenüito 

ganze, positive, von der Nulle verschiedene Zahlen und die Summe ist auszudehnen auf alle d^ dn- 

geldanunerten ähnlichen Ausdrücke « bezieblich alle Werthe der a^ ^, a^ 6, . . . ., fBr wdehe 

die onten stehende Bedingungsgleichung gilt Wir werden diese Summe, da sie sidi auf eine r-mal1fe 
Differentiation beziehtt der Kfirze wegen mit 0^**^ bezeichnen und können unsere, nadi g^naehter Svb- 
stitntion identisch gewordene Differentialgleichung so wiedergeben: 

■ 

(315) 5G. ®("> + SG».. @^»-*^ + 5G»_ ©("-•> + + 5G. ®('> + X, 0« = 

und es handelt sich jetzt nur mehr um ihre nach den Dimtosionen z|i veranstaltende Zeriegnng in die 
einzelnen Bestandgleichungen. Um diesen Zweck zu erreichen bemSrken wir, dass eine jede Sunnme ®, 
kraft der angehängten Bedingungsgleichung (314), ein Polynom andeute, bei welchem in den einzelnen 
Gliedern die Sunmie der Dimei^siohen mehr der Summe der Striche gleich einer constantea Grosse« 
gleich dem Eicponenten der Summe ist. Wenn wir daher ordnen wollen nach den Dimensionen« so 
stehen in einer Summe 0^^^ zuerst die Glieder mit r Dimensionen und ohne Strich, dann die mit r — 1 
Dimensionen und Einem Striche, dann mit r — 2 Dimensionen und zwei Strichen u. s. w. Schreiben wir 
also die Dimensionszahlen oben und die der Striche unten, und deuten durch das Symbol '^'^P| die 
Summe aller zu &^^ gehSriger Glieder an, in denen die Anzahl der Striche p, die Anzahl der Dirnen- 
sionen aber r — p ist, so erhalten wir, um die oberwahnte Zerlegung zu reguUren, folgendes Schema : 

:1 + »T'i + "T'i + "7'i + • •••■ + i,i + .y + ^,1 = *>». - 

(M6) «7'| + »7»| + »7»j + + i.j + .!.| + ^1 =.«-'. 

"7'l + "T'I + ••••• + ^1 + .!.l + J - »"'. 



und die gesuchten Bestandgleichungen, in dieser Art der Bezeichnung niedei^gesdirieben, sind folgende 
= o} •^ "^ ^^ 

ft n — 21 cv* _i_ n — 21 cv _i_ ti — 21 v 



• 



SM ^^<' 1 b.s e h n i i t 



at. — ''^' 



k 



cAö 



/l-> 



••^i-i *«* "!~ 'ö^ — IV^' . • ■ ■• 

L 2X2* iV* 2.3 ivJ' 



"I 



(»-3)(»- 2)... (» 4-2) iV^ , (n-3)(n-2)... (n+1) iV jy" (»-3)(«-2)...m iV*" 



l 2,3X2* • A» .2.2.81.:. . iAf ,;y . :' .2.Sv4 !" 






_ r («-4)(n-3)...(»-t-3) iV^_ Oi-4)(H-3)...( »-t-2) i>^ N^ (n -4)(n-3)...(H+l) i^ JV^ 
•^»-'~" l 2.3.4X2* ~iV* 2X2*. 2.3 iV* iV "*" ~ 2.2.3.4 NN 

^^"^^ (»-4)(n-3)...(»+I) iV* (»-4)(n-3) n N" 



2 X 2*.3* N* 2.3.4.5 






_jV..-.r (»-5)(»- 4) .(»+4) iV' 0t-5Xrt-4)..(»-H3) iV;'iV^'_ (ii-5)(n-4)..(»-t-2) i^ij^ 
-*»«-»— ^ L 2.3.4.5X2» iV*"*" 2.3X2*. 2.3 N* N 2x2». 2.3.4 iV»JV 



(?t-5)(w-4). . .(«+2 ) N N^ (n-5X»-4)-- (>*+!) iV' iV" 
2X2. 2*. 3* NN* 2.2.3.4.5 N N 

(n-5)(M-4) . . .(n^-l) .lV" N'" _ (?t>~ 5)(n-^) . . . . . n i^ i 
■^ 2.3. 2,3.4 ' N ~^ 2. 8. 4. 5. 6 • ivJ' 



Die allgemeine Formel fQr Xn_A lässt sich aaeh hier wieder am besten in symboltscher Weise schreiben 
und siebt so ans: 

N^* g i (»+ft.+a,+ • • ' +ttT-i) ' ( — N^"'- \'' ( — N^'' > \'« / — iVv«. ) y.. 
(Ml) ä;^ - („_yi_i) / ö j a. / a. .' . . . d» .' V(a,+1 j/ivJ V(a.+1)/^J l(a.+l).'ivJ | ' 

(828) a^ a, + a, a, +.a, a, + + ar a, = /i. 

Aach hier bedeutet S ein Summenzeichen, a^, a^^ ... a ganze, positive, von der Nulle verschiedene 
Zahlen, eben so a«, a^, ... a^« Jene Differentiationen, diese Pofensirungeu erheischend, und die Sum- 
mirung bezieht sich auf alle Glieder wie das eingeklammerte, für welche die Bedingungsgleichung (322) 
erffillt wird, d. h. für weiche dietiesammtanzahl der Striche — /t ist Diese Formel setzt uns in den Stand, 
die Werthe der successiven Coefficienten S^ , S^t 9 d&n^a» . • • mit Ausnahme des letzten d&o, welcher 
durch die (318) gegeben ist, einzeln zu bestinimen und so die« der algebraisehen (304) t&t irgend einen 
Werth von n entsprechende Differentialgldchung zu finden. 

Wir wünschten nun aber auch im Beeitee Jener Diffierentialgleiehung der t^^ Ordnonf zu 

sdn, welcher die algebraische: 
(383) 9« — üf = 



angeborlt and in weldier offenbar, fui die speziellen .Werthe nesj^ 3, 4, die uns bereits aus dem 
Fra|)eren unter £72), (i5&) und (^64) bekannten Gleichungen, venu nuin in denselben beziehqngs- 
weise iV, O und B m -rM. yerwandelt, als besondere Falle eben so enthalten sein müssen, wie die 
(305), (306) und (307) in der (309). Am zweekdienlldisten durfte es erseheinen, aus der unter (321) 
aufgeführten allgemeinen und der (304) und (309) entsprechenden Cbefficientenform, jene andere abzu- 
leiten , die uns auf ähnliche Weise den Werth eines beliebigen {n — K)^^ Coefficienten der verlangten 
Differentialgleichung zu liefern vermag /der^n particuläre Integrale nämlidh den n. Wurzeln der algebrai- 
sehen Gleichung (323) entnpmmen sind und die wir uns. unter der Form: 



V 



denken wollen. Um diess zu leisten, wird es aber offenbar genügen, die im Werthe (321) für S^n-^ er- 
scheinenden Grossen —^^ f ' ^ ■■ ' , .. . • . vermittelst der Gleichung: iV^=ilf, für welche evident ülb 

beiden algebraischen' (304) und (323) und demnach anch die ihnen beziehuhgsweide entsprechenden dif- 

» 

ferentialgleichungen (309) und (324) , wenigstens nach Multiplication sammtlicher Glieder der einen oder 
der anderen durch einem und denselben geeig^neten Factor, Glied für Glied zusammenstimmen — ta ' Func- 
tion von M und seiner Differentialquoüenten auszudrücken, was sich' voraussichtlich auf rationale Weise 
leisten UsÄ. Denkt man sich uberdiess die ganze Gleichung (309) durch N"^ ^ttvidirt, so verschwindet 
der in dem Werthe von S^^^ vor dem Summenzeichen stehende Factor N*^"^ , so , dass also : 

l.SCt^ = ln~k (385) 



jv*- 



[^1 = S l^^nfe:- (l^'y (fy)' (^r O 



als reine and zwar rationale Function von Jf und der Differentialqnotienten dieser Grosse hingestellt 

« • 

zu werden vermag. Wir bedienen uns nun, um die augedeutete Umwandlung zu bewerkstelligen, einer 
allgemeinen , zur independenten Aufstellung eines beliebigen r^^ Differentialquotienten einer Potenz wie 
(^ brauchbaren Formel , die wir an diesem Orte gleichfalls ohne Beweis hinstellen und die so aussieht : 

dx* - ' -^ ir;i;m; , . . n>: \#j; / va;/ kjjl 

i + l^m+ + tt>-= p 

tK + lX + m/i+ +tt)cä>B=r. 

Auch hier wieder bezieht sich die Summimng S nuf alle Glieder wie das eingeklammerte, far welche die 
beiden Bedingungsgleietinngen (327),' und zwar für ganze und poritive, von der Nulle versehiedene 
Werthe von f, 1, th, .,. id, eben so für ganze, positive Werthe von x, /l, /i, ... cd, die Nulle 
jedoch -mit einbegriffen, erfüllt erscheinen. Setzen wir nun in dieser Formel statt der Grossen : 

.■';■■ ■ ■ V ■ . ■ 

<?. p, (y 

bezi(i|inBgsweiae : 

und spezialisiren wir dieselbe für die aufeinanderfolgenden Werthe : 



(327) 



III. A b 0cb B i 1 1 



r = 1, 2, 3, 4, 5, 



"1 



■ * . ■ ■ - 

so erhalten wir^ gleichzeitig durch N^=^M dividirendt das naehstehende System von Gleiehnngea: 

M' _ N' 

M" , .^^ . N" 

M" iV- N' N" N'" 

-jg-= » (»*-l)(»»-2) -yi + ^n (n-l) — — + n -^ . 

■ 1 

(8«8) -j^=n(n~l). . (n-3) _+6n(ii-l)(ft-2) __+4n(»-l)-^-^+3n(n-l)— -Hi-^, 

iir jV Nf N" n^ N'" ' 

— =«(n-l),.(«-4) ^+10n(»-l)..(n-3) -^-^ + 10n(i^-l)(»i-2)— -- 

JV^JV* JV'iV" *iV"iV"' iV^ 

+ 15n(n-0(n-2) __+6n(n-l) _-^ + iOn(ii-l) -^-^ + » l^- 



Aus der Anflosaog dieser Gleichnngen gehen nnn ohne Weiteres, wie wir gewünscht haben , die GrSssen 

N' N" N"' M' JU" Jlf 

Tf* -Sr » ~Sr* ■'■•' ta FnnetiM» vw -=7-, -~, -=^, hecror, und »war erhalten wir dei 

NNN M M M 

Beihe nadi: 

N~ n'M* 
N" n-1 Mf l M" 



N n* M* n M" 



N"' («-l)(2»i-l) Jlf' 3(.n-0 M'M" IM!" 



N n* JP^ n* M M n M ' 

t 

jy^^ (it-0(2»-i)..(4«-i)itf' 10(n-l)(2n-O(3n-l )ilf' M" iO(H-i)(2n-0 Jtt if 
N" n» Jf»"" n^ Wlä n* Af M 

i5(«-l)(2n-t) J!f Jif' 5(n-l) iif' itf"' 10(«-0 iir3f" i M" 
n* ifjfcf»'^ n' M~M"^ n* MM n~M" 



iV«_ , I («-t)(2n-l)(3n-l)...((H-H-...4-tt)-l)>i-lJ /-Jf(«\ « f-M^\ ' /-^^"N ") ._,. 
iV~'*^l f/I/...»/ „w^....+« U/Jf/U/ilf/' Icö/Jlfy )'^ ^ 

1« + IÄ,+ +tta> = «. (331) 

wo ^ abermals ein Sammenzeiehen ist» die nntenstdiende BecUngnngsgleichang aller fSr alle in die 
Smnme eingehenden Glieder erfüllt sein muss. Wir sind nnnmehr bereits in der Lage aX»„_« . welclies 
nnter der Form (321) sämmitliche Coefficienten der (309) zu liefern geeignet ist, in ^n-*» d* i>« ^ ^^ 
andere, sSmmUicIie Coeflidenten der (324) in sieh begreifende Form zu Tenrandelb. Wir brauchen zu 
dem Ende nur die aus der letzterhaltenen Gleichung (330) für « ^ a. , a, , ... a^ hervorgehenden 
Werthe in die (321) hineinznsetzen , diese noch, in Berneksichtipng der Gleichung (325). durch i>P~* 
zu dividiren und erhalten sofort : 

- _ 1 ^Y ( (n4-tt.-<-tt,-t-. . . . .-t-ttt— 1) / 
*»-*-(»_Ä~i)/'5i a./o,/ a,/ . 

r i ^) («-l)(2n-l). . .((I,-Kt.4-. . .+W).-l)«-l)/— ■flf<''Y Y — .»f^^'Y ' /— M^\»'-i*' 
f 1 ( (n-0(2n-l) . . . ((t.-t-I,-H. . .+H),-l)n^l) / — itf "'K '» /— itf^^'H '» / — if "«K »' 1*' 

r * ^) (n-l)(2ii~l)...((tt+tH-...+»t-l)«^i)/— itf^*"YY""^'*'V ' / — ^"^N "' I*' j 

f, Äg + I, A^ + ...-.•. + tt>, Ca), = a,, 

f,*^, + tiA., + + tt>gCD, = a,. 



(888) 



^ 



1.^7+ UK+ + »tCDr = ^:; 

■1 I . 

Berechnet man nach dieser allgemeineB Formel, mit sorgfaltiger Beacliinng der angehängten 
BeziehongsgleiehQBgen , die Coefficienten jr,,, ^«^, ... and aetit dieselben tn die (324), «o bekömmt 
man, nach gehSriger Wegschaffong der Brüche, diejenige DUTerentialgleichnng, die das Ziel unserer 
Untersuchung ist, und die wir abermals in einem Grade der Entwicklung hinschreiben, so, dass aus 
ihr alle speziellen FSUe bis einschliesslich zu n=>6 abgeleitet werden kSnnen, weil wir dem Leser 
den aUerdings etwas iasügen Gebrauch der eomblnatorischen Formen ersparen wollen, was hier um 
so erspriessUeher ersoheint, als derselbe zu stets eomplizirteren und grössere Zahlencoeflieienten ber- 
genden Ausdroekea fuhrt. Die in Rede stehende Differentialgleiehung aber hat folgende. Gestalt: 
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_»(7i-l) , (^., 

2 y 



+ 



»^ t-l)...(7t-3) ^n.^jtp-4 y(»-.) rl (9,t»_3„) if? _ (5»_() hMM'M" + n^APM"' 1 
2.3.4 i- 2 J 



2.3.4 
n(»— l)...(n— 4) 



0--0* ^^ tt-ijip-» y(i.-4) r J. (743n»-398n'+13M+2)i»/'*-^ * (t52u'-63»i+l)»tJlßl!f 'JIT 
2.3.4.5 L48 6 

(834) 

+ ^ (13w-3)nM/'ilf'ilf"' + ~ (14M-4) n\WM' - w'ilf'Jf"] 

c 3 J 

— "(»-0- ("-^) rtn-.j/>i-. y,ii-»: TL (io75„» - 790ti* + 65»» + 10«) M' — 
2.3.4.5.6 * Ll6 "^ 



— -|- (579»l»-362»i'+2lM+2)»iJ!/3f''3/''+ \ (163«* -75« + 2) n'APAl'M" 

4 4 

+ (59»*-30«+l)M»M»Jll'A/''— (8«~2)n*ilf»JI#'JI/'''— (15«-5K^^/''^'H^*^'^ 

+ ; — n^'JMP.y = 0. 

Man überzeugt sieb sehr leicbt, dass in ihr die speziellen Gleichungen für n=2 , 3, 4, d. h. 
die. Qleichnngen (72), (t55) and (264) als besondere Fälle enthalten seien. Für n=5 und für n = 6 
aber verwnndelt sieh dieselbe in die den beiden algebraisdien : 

(335) 9» — jtf — und ©• — 1/ = 

entsprechenden, Aefiva wir, ihres möglichen Vorkommens wegen, hier eine Stelle gönnen : 

625M* . y"— 1 250M*M' . y"'+ (2 1 25 J/»3/'*— 1 250^PIU") y"' 
336) — {2625 MM' — WOO 3PM'3I"+ 625 3PM'")y" 

+ (17293/*— 29053i3i''Af"+ 775M*M'M"'+ 5503/' J/'*'— 1253/*3/'0y'— 6253/* .y = . 

6483/» . y"— i 620 3rM . y'+ (3690 M*M^^ 2 1 60 M^M") y" 

— (6885 M*31^— 7830 M*3rM''+ 1620 3P3r^ y^ 

(337) +(91403/3/^— 15285 i/'3/''3/" + 4050 3/'3/3r"+ 2880 3/*3/* — 648 3/»3/") y" 

— (6380 3/'* — 14020 M31'31" + 4065 3PM*M" + 5835 3PM'M'' 

— 8283/»3f'3/"— 1 530 3f»3/'3f"+ 108 3/»3r)y' - 6483/Vy=0. 

Wir achten nicht für nStbig das ohnehin in die Augen Fallende, den Bau der Goeflidraten in 
Bezug auf ihre Ordnungszahlen Angehende , hteir besonders hervorzuheben — die volle Congmenz der 
beiden , die Blgebraiscbe And die Differentialgleichung umspannenden Polygone findet auch hier statt Eben 
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Man kann diese Gleichung, indem man sie nach k ordnet, auch anf folgende Form bringen: 

n(n-0(n-2)(3n-i) /w+wy 
.1^ . n(n— i)(n— 2)(n — 3)n(»— 1) /m+n\* 



it-t 



In dieser Form gewahrt man an ihr die Eigenschaft, nach geschehener Substitation einer neuen Unbe- 
kannten, durch die Gleichung: 

(341) ik^üLt^«. 

n 

1 zuzulassen und nach derselben sich zu Tcrwandeln in: 

^-t I ^Cn 1) ^, ^ n(n-i)fn-2)(3n-l) ^^ , n(»-i)(n-2)(n-.3) n(n-i) 



(348) 2 2.3 4 2.3.4 2 

+ + 1.2.3.4.5 (n— 2)(n— = 0. 

Allein zu demselben Resultate gelangt man auch, wenn man ih der Gleichung (340) in ifc, anstatt tu 
die Nulle schreibt und k \n n umsetzt. Da nun durch diese Veränderungen die ursprüngliche Gleidiung 
in k , nämlich die (339) , übergeht in : 

(St3) iii + n—i)(n+n-2)(n + n-S) (ä + 3)(ä + 2)(ä + 1) = 0, 

mit Wurzeln: 
(8*4) Ä = — 1, -2, —3» — (n — 2), — (n— 1), 

eine Überzeugung, die man unmittelbar gewinnt, wenn man bedenkt, dass in sammtlichen mittleren 
Coefflcienten der Gleichung (334) keine Glieder ohne gestrichelte M erscheinen, und sonach in 
sammtlichen mittleren Gliedern der Gleichung (339) , bei Berücksichtigung ihrer Ableitungsweise aus 
der (334) und der Form der Werthe (338), überall m als Factor sich herausstellen wird — so sind 
olTenbar die Wurzeln der Gleichung (339) oder (340) in k: 

(845) Ä = --I-, -2-^, -3-^ -(n_2)-4— , -(w-1)— ^, 

n n n n n 

und bilden eine (n— l)-gliedrige Gruppe von Brüchen mit dem Nenner n, die zu einander in dem 

einfachen Veriialtnisse der naturlichen Zahlen: 1,2,3, , n — 2,n— 1 stehen, wie sich 

nadi unseren gemachten Erfahrungen auch voraussehen Hess und wir bemerken nur noch, dass der m 
genannte Exponent nicht nur alle möglichen ganzen und positiven Werthe annehmen könne, sondern 
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• S. 14. • 

Ober die DifferentialgleiehDiig der n*^ Ordnuog, welche eioer beUebigen« algebnisehes 

GleiehoDg des n*^ Gndes eitspriebt. 

Wenn wir bisher die Spuren irrationaler particulärer Integrale, oder, genauer gesprodhen, 

, ' • ■ ■ 

solcher , welche im Exponenten der Exponentielle irrationale Grössen beherbergen , mit besonderer Sorg- 
falt verfolgt , und zu diesem Zwecke selbst weitläufigere Rechnungsentwicklungen nicht gescheut haben, 
80 liegt der Grund hievon grossentheils in dem gar nicht seltenen Erscheinen von Differentialgleicho^gen 
im Gebiethe der mathematischen Physik , bei denen wirklich solche Spuren und namentlich Werthe der 
bisher fc genannten Grösse auftauchen, welche negative, einfache, ganze oder gebrochene Zahlen sind 
und deren Vorkommen , wie wir in den bisher erörterten speziellen Fällen gesehen haben , ein eharak- 
teristisches Merkmal solcher Irraüonalgrössen ist. Es wäre desshalb zu wünschen , dass man Wege der 
Analysis entdecken möge, die zu den bisherigen Resultaten mit ungleich leichterer Mfihe fähren, a«f dass 
man in den Stand gesetzt werde , die Differentialgleichung wirklich zu construiren , die der aUgemeinen, 
algebraischen des /i^" Grades , mit Coefflcienten , die der ersten Functionsdasse angehören , entspricht 
Wir hegen indessen , in Anbetracht der Länge des Reehnungsresnltates , nur geringe Hoffnung jemals zu 
diesem Ziele vorzudringen und sehen uns desshalb genöthigt , wenigstens diejenigen Aufschlfisse über die 
Natur der in Rede stehenden Differentialgleichung , zu denen man gelangen kann , ohne dieselbe wirklieh 
zu besitzen, insofeme als sie uns kund geworden sind , auch dem Leser zu geben. — Nehmen wir also 
an, es sei eine algebraische Gleichung des n^^ Grades gegeben, wie: 

(846) ^9" + ^9""' + -h 09 + Ä = 0, 

wo L, üf, 0« Af wie oben angedeutet, als algebraische, oder allgemeiner als Ponelioaen 

erster Klasse nach x vorausgesetzt werden; ihre Wurzeln seien: 

9i* 9»' 9»' 9'»' 

die hieraus durch Differentiation nach 9 erhaltene , die mit ihr zugleich erfüllt sein muss , wenn gleiche 
Wurzeln vorhanden sind, ist: 
(347) nL9'^* + (n-1) ilf 9"-* + + Q = 0. 

Bliminirt man nun aus diesen beiden Gleichungen 9 , so ist die erhaltene Eliminationsgleichung offenbar 
die Bedingungsgleichung des Vorhandenseins gleicher Wurzeln und wird somit für alle 
diejenigen Werthe von x erfällt sein, bei denen irgend welche Wurzeln der vorgelegten Gleichung (346) 
einander gleich werden, und somit auch fär alle diejenigen Werthe von x, bei denen ein Übergang von 
reell in imaginär und umgekehrt stattfindet, denn dieser Übergang findet ja eben durch gleiche Warzeln 
statt. Die Elimination von kann man sich auf jede beliebige Weise bewerkstelligt denken , und unter 
anderen auch auf die folgende : Man substituire in die (347) der Reihe nach alle n Wurzeln der (346), 
so« dass man erhält: 



270 HI. A b 8 e h n i t t. 

nicht mehr und nicht weniger , erscheinen wird. Die Quadratwurzel wird sieh daher ziehen lassen and 
wirklich gezogen das Product: 



^r\ 



(861) Y (— 1) • ^" (9i— 9«) (9i— 9«) • • • (9—91») (9«— 9«) • • • (9»*-9'i) (9»-* — 9i0 = G^ 

als Resultat liefern. Aus der auch a posteriori erweislichen Zweiwerfhigkeit dieser Ruetion folgt, daas 
wir von ihr allenfalls Gebrauch machen können , um die ebenfalls zwdwerthigen Coeffieientea dar Diffs- 
rentialgleichung, die der algebraischen (346) entspricht, auf dem Wege der MoltlRHeation in symmetriBehe 
zu verwandeln, was um so zweckmässiger ersdieint, als diese Function G selbst den erst^i Bestaatteil 
des ersten Coefficienten , nämlich den mit noch gar keinem gestrichelten ^ verbundenen, bildet — eilige 
Auflnerksamkeit auf den Gang derRechnungen bei den Differentialgleichungen der zweiten ud dritten 
Ordnung, beziehungsweise ein Vergleichen der dort vorkommenden Gleichungen (63) und (96) mit dir 
eben erhaltenen Form (351) macht diess furii=ss2 und ns=3 in die Augen fallend, was neh aieh ganz 
allgemein für ein beliebiges n nachweisen lässt. In der That besteht das zweiwerthige Polynom , weidies 
den ersten Theil des ersten CoeflBcienten der Differentialgleichung bildet, aus lauter Gliedern von der 
Form: 

92 9^97 9« 9' 

unter a, )S, ^, ^, t; die, durch Permutiren in alle möglichen Ordnungen gebrachten und auch in 

den verschiedenen Gliedern in allen mSglichen Ordnungen vorkommenden Stellenzeiger 1 , 2 , 3 , . . . n 

verstanden. Ein jedes dieser Glieder ist uberdiess ein Product aus Factoren; dasselbe lässt sieh 

aher auch von dem entwickelten Producte (351) behaupten und der Umstand, dass sich dieses, durch Än- 
derung aller Zeichen — in +, offenbar in eine symmetrische Function verwandelt, überzeugt uns von dem 
Vorhandensein der Stellenzeiger in allen mSglichen Ordnungen in seiner entwickelten Form , also von der 
Zusammensetzung der beiden Polynome aus genau denselben Gliedern. Dass sich endlich diese Congmenz 
auch auf die Zeichen erstrecke , beweist die gleiche Eigenschaft beider in Rede stehenden Functionen bei 
einer Vertauschung zweier der darin vorkonmienden Grössen nur das Zeichen zu ändern , in Verbindung 
mit dem Umstände, dass die (351) die einfachste der zweiwerthigen Functionen dieser Art ist und dass 
zur Bildung des aus ihr hervorgehenden Polynomes ein einfaches combinatorisches Verfahren vorliege, 
das nur zu einem einzigen Resultate leitet, so dass also das Vorkommen des Ausdruckes (351), bis auf 
einen von den 9 unabhängigen Factor, als erster Bestandtheil des ersten Differentialgleichungs-CoeSi- 
cienten als erwiesen zu betrachten ist. 

Hat man aber das G so zum allgemeinen Multiplicator erkiesea, so lässt sich darthun , dass 
sonst nichts als eben dieses G , in verschiedenen Potenzen jedoch , erscheinen werde in den Nennern der 
einzelnen symmetrischen Functionen, aus denen sich die Gleichnngscoefficienten zusammensetzen. In der 
That muss man zuvörderst , wegen des Vorkommens der Differentialquotienten von 9 inclusive bis zum 
(n— 1)^" und zur Ermittlung ihrer Werthe, die algebraische Gleichung (346) und zwar (n— l)-mal 
differenziren. Die erste dieser Differentiationen gibt den Werth von 9' , und zwar : 
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Diess fuhrt, auf dem Wege der Differentiation und Snlwtitution aiift (354), zn folgender Formel : 
(366) .X«., = - ^/, + (2Ä+1) ^' X, + ^ Ä^. 

Die übrigen Coefficienten lassen sich, selbst ihrer Zusammensetzung naeh, nr4mnki 
tiefer gehende, mit sehr bedeutenden RechnnngsentwicklungMi verknüpfte und ebai deashalb 
ger Nutzen gewahrende Analysis ableiten. Einiges läset sieh indessen ober sie ms elifiMlMi 
Betrachtungen noch sagen , und zwar : 

Es kann gezeigt werden, dass dasselbe die Ordnnngszahlaa der Coeffieie»ten 
umspannende Polygon, nach weggeschnittenen einspringend«!' Winkeli, od nit 
Rucksicht auf die an der letzten Seite gelegentlich voitandene Unsichorheltt der algekraisekei 
und der Differentialgleichung angehöre. Es dienen hiezu folgende Betnehtucm : Fikrt- 
in die algrtraische Gleichung (346) eine neue Wurzel 9,^-1 i^^^ MultipUcation ndt dem 
(p — 9iH.i) ein , so gelangt man zu einer neuen Gleichung Tom Grade n-\-i und diese ist : 

(8B7) L.9"+*+ (M-L9„^,)9»+ (N-M<!>n^,)f+ + (Ä - (?9,M.i) 9 - Ä9„+t = 0; 

von ihr lasst sich durch sehr einfache Überlegung darthun , dass , in Bezug auf die Ordnungszahlen der 
Coefficienten , die Einfuhrung der neuen Wurzel dieselbe Wirkung habe, wie die Einführung eines neuen 
partienlären Integrales e in die entsprechende Differentialgleichung. Wenn z. B. p die Ordnungs- 

, zahl der Function 9,1^« ist , so resultirt daraus ein Ansteigen vom ersten auf den zweiten Coeffidenten 
um p Einlieiten in der Ordnungszahl , falls nicht von L auf ilf schon ursprünglich und in der alten Glei- 
chung ein soIches^ oder stärkeres Ansteigen vorhanden war. Im letzteren Falle ist dieses selbe Ansteigen 
vom zweiten auf den dritten Coefficienten bemerklich , falls nicht wieder in der alten Gleichung bereits 
ein solches von M auf N stattfand , dann aber rückt dieses Ansteigen zum nächsten , oder vidmehr zn 
demjenigen Coefficientenpaare , das in der alten Gleichung ein solches stärkeres Ansteigen nicht darbot 
Also dasselbe Phänomen der durch Einffihrung neuer particulärer Integrale verursachten Ansteigungen in 
den Anfangscoefficienten , mit Beobachtung genau derselben Etiquette , Bndet in gleicher Weise statt bei 
der algebraischen und der ihr zugehörenden Differentialgleichung, welchem Grade auch beide angehören 
mögen. Die nächste Folge hievon ist die volle Congruenz der die Ordnungszahlen der Coefficienten hier 
und dort umspannenden Polygone und es braucht kaum bemerkt zu werden , dass die Giltigkeit des eben 
Gesagten keineswegs an die Bedingung einer ganzen Ordnungszahl p geknäpft sei, dass also 9n+i« n^di 
Belieben , gebrochen , oder auch irrational sein könne , wenn sein p nur die Nulle überschreitet. Ist aber 
^ = 0, so kann gezeigt werden, dass der Bereich der in Bezug auf ihre Ordnungszahlen im Niveau ste- 
henden Glieder sich um Ein Gliederpaar vermehre. Geht aber p in eine negative Zahl — p über, bo resul- 
tirt hieraus ein Abfallen um p Einheiten in irgend einem der letzten Coefficientenpaare, welches in der 
algebraischen Gleichung mit voller und strenger Beobachtung der Etiquette sich jederzeit zu den fibrigen 
gruppirt, während in der Differentialgleichung, in Fällen wo der numerische Werth von — p die Einheit 
überschreitet, von dieser strengen Etiquette eine Ausnahme stattzufinden vermag. Gleichwohl deutet ein 
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•tischen Werthe derjenigen Grosse, die wir mit k bezeichnet haben, möglieh za machen. Andererseits 
darf wiederum nicht abersehen werden , dass aaeh die algebraische Gleiehong an eomplizirtem Bau aller 
und namentlich des ersten CSoefficienten, wir meinen an Fadorenzahl. die Differentialgleichung fiberireffen 
könne ; denn wir wissen , dass ein Divisor von 9 , wie x-^a , nur dann nothivendig als Faetar im 
ersten Coefficienten der Differentialgleichung erscheine, wenn das ihm zugehörige k^ reapeetive der mit 
entgegengesetztem Zeichen des zugehörigen Partialbruchs von <j> genommene Zahler, endweder positiv und 
beliebig, oder negativ und gebrochen, oder unbestimmtes Buchstabensymbol, mit einem Worte nur nicht 
ganz, negativ und zugleich numerisch kleiner ist als n d. h. als die Ordnungszahl der Differentialgleichung, 
Solche Divisoren x—a nämlich , denen ein ganzes , negatives und numerisch kleineres k entspricht , als 
diese Ordnungszahl n, können zwar gelegentlich auch in den ersten Coeffieienten der Differentialglei- 
chuug fallen , sind aber in der Regel dort nicht vorhanden. Der erste Coeffiident Ung^en der algebrai- 
schen Gleichung besitzt sie nothwendigeni^Tise. Liesse sich daher auf irgend eine Art beweiaea , daas 

fodx 

eine Differentialgleichung lauter der Form e angehörige particuläre Integrale besitze , deren 9 als 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit algebraischen und ganzen Coefficienten nach x anzusehen 
sind, so wurde man, aus der blossen Ansicht der ersteren, auch die letztere, wenigstens ihrer Form 
nach, unmittelbar niederschreiben können; ja, bedenkt man, dass es gar nichts schade den ersten 
Coefficienten nach Belieben zu wählen, indem man demselben, durch Multiplication der Gleichung m\^ 
einem entspredienden Factor, auch jeden beliebigen Werth wirklich ertheilen kann , so sieht man recht 
wohl ein, dass man berechtigt sei, der algebraischen Gleichung als ersten Coefficienten eben den 
der Differentialgleichung angehörigen ersten Coeflficienten zuzutheilen , weil man sicher sein kann, dass, 
wenn ihm dadurch etwa zu viel Factoren zugetheilt worden wären , nichts weiter als eine Theilbarkeit 
der ganzen algebraischen Gleichung durch eben diese zugetheilten überflüssigen Factoren, also ein 
Umweg beim Integrationsverfahren, davon die Folge sein könnte. Man liefe aber, so vorgehend, immer 
noch Gefahr, dem ersten Coefficienten zu wenige Factoren zuzutheilen und namentlich die mit negati- 
vem und ganzen k auszuschliessen. Die natürliche Folge hievon wäre, dass die übrigen Coefficienten 
in Form von unendlichen und zwar recurrirenden Reihen erschienen , man also die vorhandene alge- 
braische Gleichung mit gesahlossenen ganzen Coefficienten dennoch verfehlt hätte. Wie man sich zu 
benehmen habe , um den erwähnten beiden Unzukömmlichkeiten auszuweichen , d. h. um einerseits jeden 
Umweg, der, durch Ertheilung zu vieler Factoren an den ersten Coefficienten der algebraischen Glei- 
chung, in die Rechnung kommen könnte, möglichst zu vermeiden und andererseits auch durch Ertheilung 
zu weniger solcher die geschlossene Coefficientenform, wenn sie vorhanden ist, nicht zu verfehlen, wird 
der fünfte Abschnitt dieses Werkes lehren. 

Die den ersten Coefficienten der algebraischen und der Differentialgleichung gemeiusehaftlichen 
Factoren bilden nicht die einzige Verwandtschaft zwischen diesen beiden Functionen; auch die Werthe 
des stets mit k bezeichneten Exponenten lassen sieh, wenn auch nicht auf dieselbe, doch 
wenigstens auf ähnliche Weise , bei der algebraischen wie bei der Differentialgleichung rechnen. Wie wir 
nämlich gesehen haben, kömmt es dabei auf den Werth au, den der mit x — a multiplizirte zweite 



Coeffieient der Dlfferattiaigleiehong, durch den ersten getkeill, (ir x=sa liefert — ein Wertb, der die 
Eigensehafl hat, bei jeden neu eingefihrten parüeulären Integrale sieh nm die Einheit zu vergrössem 
nnd bei einer Gleichung der ersten Ordnung den zum Facter x — a, der im Nenner ?prhanden gedacht 
wird, zugehfirigen Exponenten selbst, folglich bei einer Gleichung der n^» Ordnung. eben diesen um 
(fi — 1) BfnhdtOB vermehrten Exponenten zu geben. Denkt man sieh das particulare Integral, welches auf 

/*ydx 

diese Weise die Eigenschaft hat für x= a unendlich zu werden, in der Form e , so enthält eben ^ 

xb 
den Divisor a? — a und es lässt sich <a = — - — - voraussetzen, oder, vermittelst der Mac-Laurin*- 

^ X — a 

sehen Formel , in Reihenform : 

'_■.•■ ■ 
wo ji das ErgänzungsgUed ist und sohin eine Function, die die Eigenschaft nicht mehr tet fiSr ap=a 

unendlich zu werden. Es folgt aber hieraus : 

■ 

. J(j>dx^log(x — ay^-+fTidx 

und 

{x — a)T** 
und hieraus schliessen wir, dass der zu x — a gehörige Exponent Ab gerade den Werth: 

*=-'/'« = - (a?— a) 9] (369) 

habe und diess zwar . ob es jetzt nur Ein , oder ob es mehrere particulare Integrale gibt , denen ein 
ähnlicher Nenner anhängt , oder mit anderen Worten , ob im ersten Coefficienten der Differentialgleichung 
nur Ein solcher Factor, oder mehrere vorhanden sind, die sich dann in absteigender Ordnung auf die 
folgenden Coefficienten übertragen. Diess vorausgesetzt wenden wir uns zur algebraischen Gleichung 
(357), in der wir, analog mit dem eben beschriebenen Verfahren , den mit x — a multiplizirten zweiten 
Coefficienten durch den ersten theilend erhalten : 

'— (x — a) — 9„+.(x — a). 

Wäre nun x — a gerade der zu 0„+^ gehörige Divisor und in L nicht enthalten, so wäre für x=a 
der Werth dieses Quotienten gerade : 

* = — ^«4i (a? — a)| . (860) 

Wäre im Gegentheile L mit diesem Factor versehen und 9^1+1 davon finei, so wäre der Werth des Quo- 
tienten genau derselbe mit dem aus der nächstvorhergehenden Gleichung (346) erhaltenen , so dass also 
die Einfuhrung einer neuen Wurzel 0„^^ alle Werthe von k ganz unangetastet lässt, 
und diess ist der wesentliche Unterschied im Verhalten der algebraischen und der Differentialgleichung; 
übrigens aber liefern beide die Werthe von k durch dasselbe Verfahren des^Zerlegens in Partial- 
bräche , worin wieder das Übereinstimmende in ihrem Verhalten lieget. 

35 • 
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Dieselbe ÜbereiiistimmBOg «ad derselbe Uotersehied erstreekt sich aueh auf die Falle, wo 

zwei, drei, % r iNirtioaläre Integnle mit Nenaera wie {x—aY versehen siad, wo also die Dif- 

(ereatialgleiehttngs-Coeflrielenten soldier Factorea der Reihe naeh 2,1« oder 3,2,1, oder allgemein 

r, r— 1 2, 1 an der Zahl enthalten. lo der That bekSmmt maa io dem erstMi dieser Fille, 

zur Bestimmung der zwei Werfhe voa A, die, wenn 9^ ood 9, die in Rede stdienden partiealaren 
Integrale sind, offenbar: 
(861) * = — {x — a) 9, 1 und — (x — a) 9.| 

heissen werden , aus der (353) folgende Gleichung (s. S. 7) : 

CW») L ^ xt (fc + n-^l)(fc + w-2) - — "-' (fc + n-2) + cX;^| =0. 

J(X — et} X — CL ) 

a 

Bildet man nun eine ähnliche Gleichung mit Hilfe der drei ersten Coeffidenten der (846) , nur mit dem 
Unterschiede , dass , mit Rficksicht auf den Umstand , dass die EinfahruDg einer oeuen Wurzel 9 in die 
algebraische Gleichung den Werth von k nicht vermehrt um Eins, sondern unverändert lässt, anstatt der 
Factoren ft + n — 1, ft+n — 2, fiberall A? schlechtweg zu stehen kömmt, so ist sie die folgende : 



(868) { , ^ ,, *' ^Ä + AT 

^^^^ \{x — ay x — a 



= 0, 

a 



und hat dieselben zwei Wurzeln (361). Der Beweis ist leicht zu fuhren. Es ist nämlich, wie Jedermann 

weiss : 
M = — L (9i + 9, + 9,+ +9/,)» N = L (9^9,+9,9,+ +^^_^^j. 

Führt man diese Werthe in die vor Augen liegende Gleichung (363) ein , erwägend , dass nur diejenigen 
Wurzeln 9 zu den Coefficienten derselben von der Nulle verschiedene Glieder zu liefern vermSgen« 
welche für x == a unendlich werden , so erhält man : 

OL 

oder durch ;; — ■ wegdividirend : 

{x — ay 

j&* + (9. + 9.)(ar — «) ft + 9.9. (a: — a)»j = 0; 

dass aber die Wurzeln dieser Gleichung eben die obeuangedeuteten (361) sind, ist in die Augen sprin- 
gend. Auf dieselbe Weise verhält sichs im allgemeinen Falle , wo die GleichungscoeSicienten der Reihe 

nach r, r — 1, 2, 1 Factoren x — a haben; auch hier kann man darthun, dass die r Werthe 

von kl 

(364) — (ar — a) 9,1 , — (ar — a) 9,) , — (ar — a) 9^| 

folgenden zwei Gleichungen als Wurzeln gemeinschaftlich sind : 



278 U^- A b 8 e h ■ i t i 

Diess gibt einen neuen Aufscbluss ober die Besehaffenbeit der Differentialgleichung; ihre CoeSicienteD wer- 
den nämlich, wie schon früher geinssert wurde, 6* in Noiner tragen, aber höchstens (it — 2)- 
m a 1 und die Multiplication der ganzen Gleicbiing mit €^"*~* wird aas iht alle Bruche wegsehalTen. Es ist 
wohl kaum nothig hier zu erinnern , dass die so gewonnenen Werthe Ton k fheils ganze Zahlen , theila 
Bruche mit dem Nenner 2 sind , dass , da sie alle zu Faetoren x — a des G geboren , sie auch je ein 
Paar gleichwerdender Wurzeln andeuten, dass aber eine Änderung von reell in imaginär, so hier wie 
bisher immer, nur einem gebrochenen Werthe von k entspreche. 

Da die Gleichung G* = mehrere Wurzeln a, yS, ^, ... haben kann, und jeder ein 
Werth von k angehört, wie wenig diese Wurzeln auch von einander verschieden sein mögen, so lasst 
sich folgern , dass , bei dem Gleichwerden mehrerer Wurzelpaare fSr sehr wenig von einander yersehie- 
dene oder gleiche Werthe von x , die Gleichung in k zu einem höheren Grade emporsteigen und so viele 
Wurzeln haben wird, als Paare gleichwerdender Werthe von o vorhanden sind, so wie wir diess S. 12, 
8. 249 bei der biquadratischen Gleichung wahrgenommen haben , wo zwei aus der Gleichung (289) des 
zweiten Grades gezogene Werthe von k eben so viele gleiehwerdende Wurzelpaare der (273) andeuteten. 

Da sich gelegentlich unsere allgemeine algebraische Gleichung des n^^ Grades in mehrere 
rationale Faetoren zerlegen lassen wird* die vom V^\ 2^*^", 3<<^n, u. s. w. Grade sein können, so wird 
man auch gelegentlich alle diejenigen Werthe von k^ welche nach unseren Erfahrungen bei den Gleichun- 
gen der zweiten, dritten, vierten Ordnung und bei den binomischen vorkommen können, bei der all- 
gemeinen Differentialgleichung der n^" Ordnung wiederfinden , also namentlich die zweigliedrigen Gmp- 
pen von Dritteln, die dreigliedrigen von Vierteln, u. s. w. und es wird ihr Vorhandensein zwar nicht noth- 
wendigerweise hindeuten auf einen rationalen binomischen Factor, der sich aus der algebraischen Glei- 
chung sondern lasst und auch wohl nicht nothwendigerweise auf Gruppen von entweder drei Wurzeln 
für 9, aus denen sich ein Factor wie \/(x — a)** sondern lässt, oder vier solchen Wurzeln, aus denen 
ein Factor wie \/(x — a)^ herausgestellt werden kann , u. s. w. , wohl aber auf Gruppen von drei 
Wurzeln, welche tnr x=a einander gleich werden, oder vieren, die eben wieder für x = a auf ein- 
mal durch den Zustand der Gleichheit hindurchgehen u. s. w. , so dass also auch die eben erwähnten 
Gruppen von Dritteln, Vierteln, gerade so wie die Halben, allgemein nur Wnrzelpaare 
andeuten, die durch den Zustand der Gleichheit hindurchgehen, mit der Bemerkung jedoch , dass die Ana- 
lysis drei gleichwerdende Wurzeln betrachte als zwei Paare, vier solcher als drei Paare, allgemein r 
gleichwerdende Wurzeln als r— I Paare und jedem Paare einen Werth von k widme. Wir halten nicht 
für passend zur Begründung dieser Bemerkungen in ein weitläufigeres Detail einzugehen, nachdem dieser 
Gegenstand einerseits durch den Inhalt der folgenden Paragraphe an ein helleres Licht gezogen wird, 
andererseits aber im innigen Zusammenhange steht mit einem bisher noch unbearbeiteten Kapitel : der 
Formenlehre der algebraischen Gleichungen — wir meinen solcher Gleichungen, in deren 
Coefficienten Buchstabenparameter vorkommen, denen wir numerische Werthe nicht 
beilegen können oder wollen. An dem häufigen Vorkommen solcher Gleichungen und sohin an der Noth- 
wendigkeit der Einschaltung eines solchen Kapitels in die Analysis wird w{^\ Niemand zweifeln und 
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der 10 der Integration der Hnearen DUferentbilgldebvBgeB bewanderte Analyst , der ihnen mir jedem 
Schritte begegnet, wie sehen unsere g«*g6{iwartigen Untenndrangen zur Genüge lehren, am ailerwe- 
nigsten. Gleiehwohl sind solche Untersuchungen hier nicht am rechten Orte und bilden passender den 
Gegenstand einer abgesonderten Deuicsehrift « welche dem wissenschaftlichen Publikum im Verlaufe der 
Heranigabe dieses Werlces fibergeben werden soll. 

8- 15- 

AllgeiDeiDe Obersicht Aber die bisher gewoDDeoeD Sätze der Formeolehre. 

Bs wird an diesem Orte erspriessUch sein , unsere Aufmerksamkeit auf den bisher befolgten 
Gang der Untersuchung znräokzulenkeu « die abgeleiteten Merkmale der verschiedenen in die Gleichung 
eingefihrlen particularen Integrale noch einmal , aber summarisch , bis an ihre Wurzel zu verfolgen , 
femer nachzuforschen, inwiefern sich alle die erhaltenen Satze umkehren lassen und was sohin der p r a k- 
tische Nutzen derselben beim wirklich vorgenommenen Integrationsgeschafte sei, 
damit hieraus eine klarere Kenntniss entspringe deijenigen Anforderungen , die man vernünftigerweise 
an eine Formenlehre der linearen Differentialgleichungen zu stellen berechtiget ist 

Wir haben gleich im ersten Paragraphe dieses , Abschnittes eine Eintheilung der Func- 
tionen in zwei Klassen zu Grunde gelegt: die erste Klasse enthält sammtliche, ilirer Form 
nach bekannte Functionen, die folgende Eigenschaften der sogenannten algebraischen besitzen: 

Erstens: Bei dem fortwährenden Wachsen der unabhängigen Veränderlichen x sich dem 
Verhalten .einer gewissen Potenz von x etwa af fortwährend zu nähern « hiebei kann p positiv oder 
n^ativ , ganz oder gebrochen sein , 

Zweitens: Uifferentialquotienten zu biethen , die für unendliche Werthe der unabhängigen 
Veränderlichen, je um die Einheit niederer in der Ordnungszahl, für unendlich machende endliche 
Werthe derselben aber je um die Einheit höher in der Ordnungszahl sind. 

Zur zweiten Klasse zählten wir sämmtiiche Functionen, gleichgiltig ob sie durch die 
bisher bekannten Rechnungsoperationen in geschlossener Form darstellbar sind oder nicht, welche die 
Eigenschaften derExponentialgrössee in Bezug auf das Verhalten ihrer successiven Differen- 

tialquotienten besitzen, unter o eine ganze oder gebrochene, rationale oder irrationale, oder, um 
genauer zu sprechen, eine Function der ersten Klasse nach x verstanden. Wollten wir nach dem- 
selben Prinzipe die Eintheilung der Functionen fortsetzen, so mussten wir zur dritten Klasse die mit 

J'tfäx 

den Eigenschaften von e B^abten zählen , unter 9 eine Function verstanden , die nach x der 
zweiten Klasse angehört u. s. w. 

Wer nun genauer dem Gange unserer Untersuchungen gefolgt ist , wird ohne Muhe wahrge- 
noflunen haben, dass die Differentialgleichungen, von welchen wir sprachen, factisch nur vorausgesetzt 
wurden als begabt mit CoeSicienten X„ , X„^^ , , die Functionen der ersten Klasse sind — die Vor- 
aussetzung, die der Leser vielleicht machen mochte, dass sie geschlossene, nach absteigenden Potenzen 



TOD ar geordnete Polynome seien , fanden wir nirgiflidB Gelegenheit in die Rechnung niederanlegen. Glei* 
ches liest sich von den Functionen 3f nnd ilT in SS. 2 n. s./ , femer von ii, B in SS. il nnd 12, rmt 

ilT in S. 13 , von L, üf , iV^« in SS. iO und 14 sagen. Von all* diesen Grössen gehen nr die 

oberwahnten zwei Eigenschaften ein in die Rechnung. Alle unsere gewonnenen Resultate bezlAeB tieh 
also wesentlich nur auf diese Eigenschaften und alle unsere ausgesprodienen Satze lassen sieh «Bkebreo, 
in der Voraussetzung, dass man nicht von algebraischen Functionen , sondern überall nur von solcken 
spricht, die die obenaasgesprochenen zwei Eigenschaften mit den algebraischen gemeinschaftlich besitzen. 
Wenn z. B. dargethan ist, dass ein neu eingeführtes particuläres Integral e irgend ein Ansteigen in 
den Ordnungszahlen der CoeSicienten um m Einheiten , wenn 9 der ersten Klasse angehSrig und von der 
m^n Ordnung ist, oder sonst eine andere. Erscheinung bewirke, so wird man umgekehrt sagen kfinnen. 



dass ein ahnliches Ansteigen , oder sonstige andere Erscheinung , auch auf ein partieittres hlegral 
der Form e , wo 9 der ersten Klasse angehSrig und von der m<^ Ordnung ist , zurSeksehüeMMi 
lasse. Denn , wollte man das einer anderen Klasse entnehmen , etwa der zweiten , so wärde man um 
ein ähnliches Verhalten wie den ExponentialgrSssen zumuthen , welches sidi sofort auch auf die CedB- 
cienten der IMfferentialgleichung übertragen wurde, die dann aufhören musste algebraische oder, nn 
richtiger zu sprechen , der ersten Klasse angehorige Coefficienten zu besitzen und sich in eine mit expe- 
nentiellen oder mindestens ahnliche Eigenschaften habende Coefficienten verwandeln wurde. Wir über- 
lassen es dem Leser die Umkehrung aller der bisher gewonnenen Sätze im Detail zu machen und begndgen 
uns , weil sie keinen Schwierigkeifen unterliegt , sie hier ein ffir allemal summarisch anzudeuten. Wenn 
wir daher auch sagen können, dass z. B. ein neu eingefohrtes , algebraisches, particuläres Integral einen 
Abfall von Einer Einheit in der Ordnungszahl bei den letzten Coefficienten einer Differentialgleichung zur 
Folge habe und dass, wenn diese Coefficienten algebraische, geschlossene Polynome waren, auch die neue 
Gleichung nur dergleichen besitzen wird , so können wir doch , aus einem derlei stattfindenden Abfalle in 
einer vorgelegten Gleichung mit ganzen , algebraischen Coefficienten , durchaus nicht auf ein algebraisches 
particuläres Integral schliessen, sondern nur auf eines der ersten Klasse, aus der sehr einfachen Ursache, 
weil die Eigenschaft algebraisch zu sein , eigentlich in unsere analytischen Untersuchungen bisher gar 
nicht eingegangen ist. Eine, aber auch die einzige Ausnahme hieven , könnte allenfalls der erste, L ge- 
nannte, Coefficient in der Gleichung (346) machen, welchen wir, durch die Voraussetzung dass er 
eine endliehe Anzahl einfacher Factoren enthalte , derjenigen Factoren nämlich , durch deren Verschwin- 
den irgendwie ein Unendlichwerden eines der folgenden Coefficienten oder des particulären Integrals her- 
beigefahrt werden kann , offenbar in ein geschlossenes, algebraisches Polynom umstalteten , um dadurch 
des Vortheils theilhaftig zu werden , alle Coefficienten betrachten zu dfirfen als Functionen , die , den 
ganzen algebraischen analog, für endliche Werthe der unabhängigen Veränderlichen nicht mehr unend- 
lich werden. 

Die Merkmale der einzelnen particulären Integrale, die einer Differentialgleichung Genüge 
leisten können, lassen sieh zerlegen in drei verschiedene Sorten; allen kömmt die Eigenschaft der Un- 
verwischbarkeit zu. weil alle anderen etwa auffindbaren Sparen, die durch die Einfuhning eines 
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ein Produkt aus zwei Pactoren» Einem der ersten und Einem der zweiten Klasse angehorigeo. Nun kann 
leicht gezeigt werden , dass ein Produkt aus beliebig vielen Factoren dasselbe Verhalten sdner Differen- 
tialquotienten , oder , mit anderen Worten , dieselbe Weise des Waehsthnms annehme mit den^emgen 
seiner Factoren , der das Rascheste ausweist Es sei in der That : 

y = Ä.S.T W 

ein Produkt aus einer beliebigen Anzahl, ein verschiedenes Wachsthum ausweisender Paetoren, so ist: 

j^ = iisr...iF(f + f + r+ H.^). 

and setzt man anstatt x einen unendlichen Werth u, so werden , der Voraussetzung nach, alle Bestand- 
thefle des zweiten Theiles der letzten Gleichung in Grössen von verschiedenen Ordnungen TerwandelU Ist 
nnn — der der höchsten Ordnung angehörige , d. h. , ist der erste Factor A der für grosse Werthe von 
X am allerraschesten wachsende , so ist : 

y\ R 

II u 

oder mit anderen Worten , so trägt er die Art seines Waehsthnms auf das Produkt y über. 

Nach diesen vorausgeschickten einfachen Bemerkungen können wir das Verhalten der sueees- 
siven Differentialquotienten einer beliebigen , der ersten oder zweiten Klasse angehörenden Function g 
ins Auge fassen. Ist namentlich 

Erstens: y eine Function erster Klasse« so verhalten sich ihre Differentialquotienten: 

y. y, r* y^'*\ 

für unendliche Werthe von x , der Grössenordnung nach zu welcher sie gehören « wie die Glieder einer 
nach absteigenden Potenzen von x geordneten Reihe : 

(868) u\ w«-\ ti^-», w^-", 

wo q die Ordnungszahl von y andeutet Ist femer 

Zweitens y eine Function zweiter Klasse d. h. der Form e angehörig, und 9 von der 
Ordnung p , femer A dasjenige, was aus y far x s= u wird, so gehören seine successiven Differentialquo- 
tienten beziehlich denselben Ordnungen an , wie die Glieder der folgenden nach aufsteigenden Potenzen 
geordneten Reihe : 
(369) -*• ^^^ ^ ^ti'", At^^, 

diess aber nur dann , wenn p > ist. Pur p = werden die Ordnungszahlen der successiven Differen- 
tialquotienten einander gleich , für Werthe von p , die zwischen und — 1 liegen , gilt immer noch die 
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Reibe (369), ist aber seboaeine fallende. Selbst fir p»^ l gibt sie noeb das Verhalten der DifferenHal* 
^lotienteo richtig wieder , welches ab^ dann mit dem eines y erster Klasse arasammenfilllt. Pfir negn- 
ti?e Wertbe von p aber, die numerisoh die Einheit überschreiten , bort die Reihe ganz anf das firagliebe 
Verhalten darzastellen; der Factor 9, d^ sdion bei der ersten Differentiation nnftritt, ist nämlich als 
rascher wachsend, oder vielmehr als minder rasch almehmend, massgrtend und fahrt das ihm entspre- 
chende Veiiialten, nämlich das den Functionen erster Klasse eigenthfimlicbe, auf das y aber. Die Reihe 
der DifferentialqnotienteD dieses y ist daher, fSr negative, unter die Einheit fallende Werthe von p , von 
/ia= — i, M$ip=: — 00 insofern unempfindlich, als sie die verschiedenen zwischen diesen Grenzen 
Uzenden Werthe dieser Zahl durch die Ordnungszahl ihrer Glieder nicht verräth. Analog mit diesem Er- 
gebnisse verrathen audi die Ordnungszahlen der Coefficienten einer Differentialgleichung jedesmal die 
positiveA und auch diejenigen n^ativen Vi^erthe von p , welche ober — 1 liegen und zeigen fir die p 
zwisdiea den Grenzen — i jund — 00 einerlei Art des Abfalls gegen den letzten dersdben. 

Lassen wir nun diejenigen Fälle ausser Adit , in welchen die Ordnungszahlen p auf die der 
Differentialquotienten von y gar nicht einlliessen , und ffir welche auch die Differentialgleichungs-Coeffl- 
eienten wenigstens kdne so unmittelbar in die Augen fallende Empfindlichkeit besitzen , so lässt sich 
fern^ zeigen , dass eben diese Coefficienten durch ihre Ordnungszahlen jene der verschiedenen 9 , die 
den einzelnen particnlären Integralen angehören, wiederzugeben genöthigt seien. Nennen wir diese 
Ordnungszahlen : 

P%^ Pt f P% Pn^ (870) 

voraussetzend, dass sie in ihrer naturlichen Grossenordnung vom kleinsten angefangen aufgezdchnet 
seien, so wird das der Gleichung Genfige leistende particulfire Integral e die aufeinanderfolgenden 

Differentialquotienten : 

y"'\ y""*\ y\ y, y, 

in der Gleichung: 

X^y") + X^.y«-*^ + + A,y" + X,y + X^y = (371) 

in Ausdrücke verwandeln , die für x=u verschiedenen Grossenordnungen ungehörige Vi^erthe anneh- 
men ; diese Grössenordnungen sind nämlich die auch einer Reihe wie folgt zukommenden; 

i*.u»^» , ^.t|('^*>- Am*^- , A.vf'^ , A. 

Der höchste Differentialquotient ist es dann auch der Ordnungszahl nach und es ist offenbar an kein Iden- 
tischwerden der Gleichung (371) durch gegenseitige Aufhebung zu denken, wenn der Unterschied in 
den Ordnungszahlen der Differentialquotienten nicht durch einen entsprechenden Unterschied in den Ord- 
nungszahlen der Coefficienten : 

dennassen ausgeglichen wird, dass wenigstens zwei Glieder mit der )lij5chsten Ordnungs- 
zahl erscheinen, welche, aggregirt, eine Summe der nächst niedrigeren Ordnung geben ^ während 

36 • 
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diese zar nacbsl niedrigeren Ordnung gdiorigen fiUeder, snmiilrtt abermals eine Snnme der nfl^Mir- 
niedrigeren Ordnang liefern « ik 8. w. bis zar ginzHchen Redaeden anf Null. Eine solche Anf hebang^ ev- 
scheint bereits maglich, wenn nur die zwei ersten Gaeffleienten der Gleichnng (371)* nSnlieh X^^ md 
^n-i • tit x = u^ denselben Ordnungen mit den Patenzen Bt^ und Bv^'' angebSrig sind, d. k. wem 
bei ih(aen ein Steigen van /»nEinlteiten in der Ordnungszahl rem ersten auf dea zweiten stattfindet, wih- 
fend nach uberdiess klar ist « dass, wenn eine solcbe Steigung nur eben bei den zwei ersten Goeffleiefiten 
wahrgenommen wird, und wenn sie sich nicht auf den dritten und die folgenden forlsetzi, auch 
nur ek einziges particuläres Integral mit derselben bSchaten Ordnungszahl Pn Torhandoi sein kann, 
weil sonst die zwei erstoi Glieder der Differentialgteichung , ffir mehrere wesentlich von einander Ter- 
sehiedene y und für dieselben CoeflBcienten , aggregirt , sich auf eine niedrigere Ordnung zurfidorieken 
mussten , was unmöglich ist. Setzt sieh hingegen das Ansteigen in der Ordnungszahl um f^ Binheiten 
fort bis auf den dritten Goefficienten , so ist allerdings eine Redoction der Summe der drei erstem GUeder 
für zwei, wesentfieh rerschiedene , derselben höchsten Ordnung f>^ ron 9 angehörende, paiticulare Inte- 
grale auf die unmittelbar niederere Ordnung ermöglicht, allein es kann dann kein drittes sohdies parti- 
culäres Integral geben , wenn nidit dieselbe Ansteigung sich auf den vierten Coeflicientea erstreckt , 
u. s. w. — mit einem Worte : wir gdangen hier beiUuflg zu densdben Resultaten , zu denen der S. 6 
auf einem sichereren Wege jedoch geführt hat 

Betrachten wir jetzt auch den Einfluss eines anderen particularen Integrals y»=>e , In 

welchem die dem 9^ zukommende Ordnungszahf PriCPn i^^* ^uf die Coefiicienten der Differentialglei- 
chung. Schreiten wir in dieser letzteren vom ersten Coefiicienten An an gegen den letzten zu durdi alle 
di^enigen fort , die im Ganzen und coUectiv genommen du höheres Ansteigen als um p^ Einheiten in der 
Ordnungszahl, entfallend auf das Coefficientenpaar, darbiethen , bis wir zu irgend einem Goefflcieaten X, 
gelangen , dessen Nachbar X^^ gerade um Pr oder um weniger Einheiten in der Ordnungszahl höher ist 
Denken wir uns ferner dieses particuläre Integral anstatt y substituirt, so werden die Gleichungs- 
coefficienten : 

eine in den Ordnungszahlen steigende Reihe bilden und diess zwar um mehr als Pr Einheiten ; dagegei 
werden die Differentialquotienten : 

y^\ y(«-i)^ y(n-.^, y«^ 

eine fallende Reihe vorstellen und zwar gerade um p^ Einheiten in der Ordnungszahl ; offenbar bildet 
daher auch die Produkte : 

-Xny^"\ ^.y^"-^\ X^,y^^'\ X,y^'\ 

eine steigende Reihe und das seiner Ordnungszahl nach höchste ist das letzte X^ y^'\ Es vermag sid 
daher seinem höchsten Bestandtheile nach mit den vorangehenden Gliedern nicht aufzuheben , sohin muss 
es unter den folgenden welche geben, die ihm an Ordnungszahl gleich sind und diese Aufhdmng 
möglich machen. Diess ist zunächst dann der Fall , wenn der unmittelbar auf X, folgende NaeU)areoeffi- 



dem X^^ mit dett MheMl dn Steifen em p^ EüAdten in der (Nrdnnngfszahl knnc^t, so dasd X^ y^'- 
und X^^ j^*"^^ derselben Of^nng «ngebSten , dännf tK^t ist nur ein düitiges j^nieifllree Int^präl ridt 
det Ordnnnfszalil Pr von 9 moglieh; ftfls sich nieht die" Ansteigung wn eben so viele Einheiten anoh auf 
den ttSebsten CoeffleieAten X^, erstreekf , weil das hfichste Glied der Snmme : 

für zwei oder mehr verschiedene Werthe von y und dieselben Coefiieienten X nicht gleich Null sein 
kann. Bietbet hingegen auch das Coefficientenpaar X^^ und X^^ dieselbe Steigung dar um Pr Einhei- 
ten « so ist es allerdings möglich , dass das höchste Glied der Summe : 

ftr zwei verschiedene y und dieselben schicklich gestalteten Coefficienten X der Nülle gleich wird, denn 
es fst klar , dass , wenn y^ und y, zwei solche Werthe von p bedeuten« f6r sehr grosse Werthe u der 
Variablen x, den beiden Gleichungen: 



( 



oder vielmehr den folgeaden zweien: 



y['^ + %^ yi'-'' -^ — 



y(-) = 0. 



yi'^ 



fe yC-O + ^. 



X. 



(•-t) _ 



X. 



= 



Goidge geleistet werden kann , dann wird es aber auch nicht mehr' als zwei solche Werthe von y 
geben, es sei denn, dass sich diese Ansteigung in der Coefficientenreihe noch weiter erstreckt. Bei 
der Summe (373) und allen den roehrgliedrigen ähnlichen kann noch dazu bemerkt werden , dass es 
particuTarer Integrale zwei , drei oder mehr an der Zahl geben könne , deren analytischer Bau gerade 
das Verschwinden des höchsten Gliedes eines mittleren Caefficienten wte X^^ erheischt, 
dasa aber die äussersten von ihnen , hier X^ und X^^ ein solches Verschwinden durchaus nicht ge- 
statten. Aus diesen einfachen, auch ffir pr^O^ p^=— luad die zwischenliegenden Werthe gil- 
tigen Betrachtungen, die man nur in dem Falle, wenn die Ordnungszahl p^ von 9 unter — 1 liegte, 
insofern zu modiflziren hat, als man sich dem firnher Gesagten gemäss als 0rddungszahl immer die 
negative Einheit vorstellen wird — Betrachtungen, die tan Grunde ganz elementar sind , und gar keine 
tiefere Kenntniss der Natur der Differentialgleichungen erheischen — geht nun unmittelbar hervor, 
dass die Ordnungszahl eines jeden 9, in einem jeden particularen Integrale e sich auf irgend 

ein Coefficientenpaar fibertrage, welches eine Ansteigung, und zwar um eben diese Zahl darbiethet, 
und sich in der geordneten Differentialgleichung unmittelbar dem, die nächsthöhere Ansteigung aus- 
wdsenden Paare ansehlieast und dass nur far solche Ordnungszahlen der 9 , die unter dtnr negafHven 
Einheit Hegen , in der Differentialgleichung eine gewisse Unempflndliehkdt vorhanden sei, däte man daKÄ* 
zur Ermittinng der Ordnungszahlen, die den verschiedenen 9 entspredien, folgenden Weg ebisehlaged 
kann : Man enriehtet auf einer gezogen«! Abseissenaxe, in gleichen Abstanden von einander, Ordinaten, 
aof diese trägt man der Reibe nach die nach ehiem beliebigen Massstabe abgeflissten Ordnungteahleh der 
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Coefficieaten ^» X^^, ... X^. Die geradlinig verbiiidenea Endpuikte dieser Ordinalen geben jetet 
eine Polygonallinie, vpn wele|ier man die einspringenden Winicel, üls solchen Gliedern entsprechend t die 
sich, wie oben dargethan wnrde , zufSllig angehoben haben,. abschneidet; die sich sodann kundgeben- 
den Ansteigangen werden hierdurch auf die einzelnen Coefficientenpaare repartirt und die geweiinenen 
Repartitionszahlen , respective Ordinatenunterschiede sind eben die gesachten Ordnungszahlen der 9*s. 
Hiebei muss aber natürlich auf die Unsicherheit bei negativen unter der Einheit liegenden Zahlen dieser 
Arl gehörig Rficksicht genommen werden. Um hier nicht missverstanden zu werden , bemerken wir ans- 
drficklich, dass wir dem Rechner keineswegs zumuthen, versehen mit Zeichenrequisiten an die lüt^gmtlon 
einer linearen Differentialgleichung zu gehen ; wir beabsichtigen vielmehr bloss durch das die Ordnungs- 
zahlen der Coefficienten umspannende Polygon ein klares, dem Gedachtnisse fest eingeprägtes Bild de^aiigea 
Vorganges hervorzurufen , durch den die Ordnungszahlen der verschiedenen Functionen 9 kund werde« ; 
der geübte Rechner aber mag immerhin, ohne Beihilfe der geometrischen Construction, auf folgende Weine 
an die Arbeit gehen : Er forscht , ausgehend von dem ersten Coefficienten , nach dem nächsten, zweiten 
EckcoeflBcienten , bis zu welchem die auf das Coefficientenpaar entfallende Steigung die grosste ist und be- 
zeichnet ihn als solchen, zugleich jene Steigung notirend. Von diesem zweiten Eckcoefllcienten ausgehend 
forscht er eben so nach dem dritten, bis zu welchem die auf das Coefficientenpaar entfallende Steignng die 
grosste ist , notirt auch diese Steigung u. s. w. , so sind die auf diese Weise gewonnenen Ansteignngs- 
zahlen eben die Ordnungszahlen der verschiedenen 9. Man sieht indess, dass, wenn auch die erwähnte 
geometrische Construction keineswegs nothwendig ist , sie doch d^m an ihre Stelle tretenden Repartitions- 
verfahren zu Grunde liege. 

So einfach und elementar nun diese Betrachtungen sind , so werfen sie doch auf den CkielG- 
cientenbau der linearen Differentialgleichungen bereits ein helles Licht, und sind ganz geeignet» die 
Grundlage zu bilden von einer ganz allgemeinen, auf alle möglichen, beliebigen Klas- 
sen angehörigen Coefficienten ausgedehnten Formenlehre, deren Aufstellung der 
Zweck dieses Werkes nicht ist Ohne sehr in die Tiefe zu gehen, sieht man z. B. allsogleich ein, dass 
ein particuläres Integral der drittenKlassee , wo 9 in sich Functionen der zweiten Klasse» wie 
etwa e^ birgt , einer Differentialgleichung mit Coefficienten der ersten Klasse durchaus nicht angehören 
könne ; denn die successiven Differentialquotienten eines solchen particulären Integrales : 

y^*^ y'^*^ y. y 

wdrden sich , den Ordnungen nach zu denen sie gehören , wie die Glieder der Reihe : 

Ad^, ^e^'^*^^ Ae", A 

verhalten, und es wäre zum Identischwerden der Gleichung unumgänglich nöthig, dass irgend zwei, etwa 
die beiden ersten Coefficienten im Verhältnisse wie : B zu Be^ zu einander stunden. Es musste sonach 
offenbar eine Function zweiter Klasse wie e^ in den Coefficienten selber erscheinen. Man sieht also 
ohne Muhe ein , dass in der Differentialgleichung Coefficienten der ersten Klasse auf partieulare Inte- 
grale der zweiten und ersten Klasse, Coefficienten der zweiten Klasse auf particuIäre Integrale der drit- 



t^n , zwdtea imd ersten Klasse , allgemdn : Ceeffid«iten der m*» Klasse aof partieolare Integrale den 
Sehlnss verstatten * die zor (m + 1)^* «t^"» .'. 1^ Klasse der Pnnetionen gehören' kSnaen. 

Deijenige, der die Znsammensetzungvder GleiehungSGoefficIentdH aus den 
particulären Integralen, die im I. Abschnitte, §. 4, gelehrt worden ist, kennt, kSmmt aneh aif 
einem anderen Wege zn den hier erhaltenen Besultaten. Wir werden denselben in diesem Paragraphe 
nicht betreten, um sdnen Znsammenhang nicht zu beeinträchtigen , er seil aber im folgenden JParagraphe 
dämm avsf&hrlich znr Sprache kommen, weil die hlezn dienliehen Betrachtmigen bei der Anfttellnng 
einer ifiis allgemeinen Formenlehre von Nntzen sein kSnnen. 

Wenn nnn aber die Ordnungszahlen der Ceefficienten nichts als das Verhalten der einzeüien 
murtienlSren Integrale fOr nnäidlidie Werthe der nhabhangigen VerinderUchen r wledergeiben, so liefert 
hlnwledemm die Zusammetfsetznng derselben Coeffiei'^nten ans einfachen Factoren 
wie fl? — a das Verhalten der partienlären Integrale nnd ihrer DiffiMrentialqnolienten der Ordnnngssahl 
nach für endliche Werdie x^=:a^ tut die sie nnendlieh worden, oder, richtiger gesprochen, fBr die 
sie yerschiedenen GrSssenordnnngen angehSrige Werthe annehmen, üih diess ^einzusehen, stelle man sidi 
das particulare Integral, das einer linearen Differentialgleichnng Genüge leistet, Vor unter der Form: 



und lasse zuvörderst m eine die positive Einheit überschreitende Zahl, oder diese Einheit selbst sein, 
so ist klar , dass die successiven Differentialquotienten : 

y. y, y" y^"-*\ y*^ 

für solche endliche Werthe von x , die nahe gleich a sind , zu verschiedenen Gr5ssenordnungen gehö- 
rige Werthe annehmen und ein Verhalten kundgeben wie die Glieder einer Reihe : 

A A A A 

(x—a)"^* (x—a)^' (ar — ay«-*^*' (x-^ay^' ^ 

Ist dagegen m gebrochen und enthalten zwischen 1 und , so tritt gleich nach der ersten Differentiation 
ein Factor x — a im Nenner auf, dem das überwiegende Wachsthum zukömmt, und damit auch das 
Recht die Art der ferneren Zunahme des Produktes zu bestimmen. Hierdurch wird nun abei^ das den 
algebraischen Functionen eigenthfimliche Verhalten auf die Reihe der Differentialquotienten übertragen, 
die sich daher jetzt so verhalten , wie die Grössen : 

A A A A 

^' x — a' ix — ay (ar— a)»-*' {x—ar" ( 



I . : 



gleichgiitig , welchen zwischen i und liegenden Werth m haben mag, so dass also hier wieder eine 
ähnliche Unempfindlichkeit auftritt für so beschaffene Werthe von m, wie früher fSr die Werthe 
einer gewissen Ordnungszahl p unter der negativen Einheit. Hiemit in Übereinstimmung haben wir uns 
auch S. 8, S. 186 von einer gewissen Indifferenz der Differentialgleichung, in Bezug auf die Factorenzu- 
sammensetzung ihrer CoefficieqteOt In Pällen wo m zwischen und 1 liegt, fiberzeugt — sie zeigen dann. 



wie wir wiiaea« i^pf 4m wstea A^bttek w«B%ßteni| # l^r .yj^rap^Mtznngj^p:? 1 MgeMrigen Kmdiei* 
niiflgeii, Daiaelbe Qpdet w« ^etnaelban Cfrii]i4e awdi bei Wertbea von m ptatt« dte eobr^iM ^iad 'in4 
Degatiy; gaue im^ . qegatiye WerAe abtr blpthen« wie leidu ein^useheB iit^ keine, hemrorragmden 
gJtenftjmliriifcpiteE. 

I>ictjefl%eii W^tbe von m nan ausser Acht . gelasseo • für welche die Differenüaii^icbiuig 
kfiae «upftt^Uiar ia die Augen fallende Empfindlichkeit besitzt, lasst sich zeigen, dass die übrigen, aieh 
ig-d^Beih» (374) fiuf die vorerwähnte Weise abbildenden, auch einen unmittelbaren SiBlnas aiif i|ie 
Zusammensetzung der Coeflicienten aus Pactoren x — a nehmen. ^ ist in d^That lacht eh^fiaalim, 
i$^ veil di^ PUferentialquotienten sich für ;i? => a in Grossen von yerschiedenen Ordnungen verwandeln, 
flo daaa der hMifta y^ ihpen auch der höchste der Ordnungszahl nach iat, an ein Identischwer^an d«r 
Gleidiung gar nicht gedacht werdeq kann • wenn nicht , durch Hinzufüge eines in die Nulle übergeben* 
den Factor« x — a, wenigstens bei zweien der höchsten Glieder eipe Gleichheit der Ordnungszahlen and 
hiemit die F&higk^it sich Üie|lweise aufzuheben herbeigeführt mrü Hieraus laset sich auf das Vor)iaiidra- 
80i|i eines Factors ix-^-a)^ im ersten Coeffici^ten, oder, bei mehreren parMcularep IntegndeB dieaer 
An,, auf eine abnehmende Reihe von solchen Factoren in den ersten CoeSicienten der Schiuaa BUichen. 
Es ist nur noch äbrig , dass wir uns über die Folge , in der diese Factoren in den CoeSicienten vorkom- 
men, belehren. — Zu diesem Zwecke stellenwir uns vor, dass der so gestalteten particulären Int^prale r 
an der Zahl vorbapden seien , so ^ dass wir haben : 

denken wir uns Eines derselben , etwa : 



/< 
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in die Differentialgleiehung substituirt, fassen ferner die CoeflTicienten , vom ersten derselben X^ dem 

letzten X^ zuschreit^id , ins Auge. Sie sind bereits mit Factoren x — a dem früher Gesagten nach noth m- 

w^digerweise versehen. Bei denyenigen CoefBcientenpaare , bei dem, in Bezug auf die Anzahl von Fac — ^3- 

tore^ X — a , ein Abfallen von m^ , oder weniger Einheiten wahrzunehmen ist , während die vonmge — ^^- 

gf^igenen zusammengenommen ein stärkeres Abfallen auf das CoefBcientenpaar zeigten , bleiben wiH- mix 

stehen — es sei diess das Paar : 

X^ , X^^ , 

so werden die Differentialquotienten: 

y'^\ y^'^'\ y^"-'\ y^'K 

far x=a eine abnehmende Reihe darstellen und diess zwar um je m^ Einheiten in der Ordnungszahl =: 
die Coeflicienten dagegen : 

I 

eiae steigende Reihe unendlich kleiner Werthe , und zwar je um n^ehr als m^ Einh^teu in der Qr^iinflf»' 



eine steigende Reihe; das letzte von ihnen gehörrimgMdi''der>lioeh9(M OIrdnabg annllil eirt^ -Attrhekinig 
desselben durch die vorhergehenden ist nicht de^bar ; folglich muss sie stattfinden mit einem der folgen- . 
den Glieder der Differentialgleichung. Ist diess das nächste X^. y^*^^^ , so muss ofl[ei^)ar X.^ gerade um 
m^ Pactoren x — a weniger haben als Xg , dann kann aber nur ein einziges particulares Integral mit 
dem Exponenten m^ des a? — a vorhanden sein; es sei deik, dass auch der nächste Coefficient X^, 
om »v solche F«ot«reB weaiger liiit als X^^^ in welchem Falle zwei aoldhe partifolire'.Inlegrale mag* 
lieh sind, u. a. w. mit Einem Worte.; wir gelangen bjer xäahnUtlhdiiEvgebittiBens wie die tnns^ den 
Ordnungszahlen der Coefficienten kurz zuvor abgeleiteten und erhalten auch die verschiedMen Werthe 
für m« wie sie den efaizelnen particularen Integralen «ntspredi^n, durch -folgende^ dar It'fiher erwähnten . 
ahnliche geometrische Construction : 

•f'. ■ ■ ; • ;i , ' - .:/,:. ■.■-1 ■"■ ■ .J. ' ■ . 'I'ui:» ■ J- «i;,'":!?' 

Man errichte auf einer gezogenen Abscissenaxe , in gleichen Abständen von einander , Ordina- 
ten, und trage darauf die Anzahlen von Factoiren x — a^ die sich In absteigender Re&ie in den Cöeflicien- 
Xn , Aji^i «... vorfinden , verbinde die Endpunkte derselben geradlinig und schneide von dem so erhal- 
tenen Polygone alle ausspringenden Winkel weg ; die hierdurch gemachte Repartition der Absteigungen auf 
die em^elnen CoeSicientenpaare liefert Zahlen, respective Ordinatenunterschiede , welche eben die 
Werthe sind , die den Exponenten nii^ m^^ ... m, in den einzelnen particularen Integralen zukommen. 
Auch hier darf man nicht vergessen, dass für solche m, die zwischen l und liegen, die Gleichung 
keine Empfindlichkeit habe und dass sie dieselben genauso wie den speziellen' Fairm=l behandle. Auch 
diese geometrische Construction soll , wie die Arfihere , gar nichts sein, als ein klares Bild des vorzuneh- 
menden Repattitfbnsverfahrens , dessetl BesiTz die geometrische Vüd'nlstrnctfon selbst in' ^en' ibeistifn -Fflßen 
entbehrlich macht Der Rechner wird nämlich, vom ersten Coefficienten ausgehend, nach dem zweiten Bäfe- 
coefficienten firageq, bis2u welfi^ein der allerstärl^te auf das Coeffic^^ntenpaar entf^^lend^. Abfall ii\. der^. 
Anzahl wiederholter Factoren x — a stattfindet. Von diesem zweiten Eckcoefficienten an wir^ er ebenso 
nach dem dritten forschen, von diesem nach dem vierten u. s. w. Die auf diese Weise gewonnenen, 
den einzelnen Coefficientenpaaren angehorigen Repartitionszahlen sind dann eben die Werthe der 
Exponenten m.,m,. ... n^. ( ' | \ )^ 

Auch aus dem Coefficientenbaue der Differentialgleichung , so wie er in §. 4 des I. Abschnittes^ 

^i^elegt wdrden ist, Ifisst sich zu denselben Folge^nge» |>eUiitgett ' und esIriMi lhCHi'^»M'>ilinÄi^en 

folgenden ParagrtpküiselMlieh -gemacht. -' ■' * *- '»'•■ j»'-'-'^^ ■•..>-t<li-w/ :f»ii"iii,: f.:i;/ •■.'• ni 

' yrir hätten Jetzt nur noch deiiienigeii Br6CFh>e(tfUngen, we^hfae 44'e'W^i<<We^4e'n>Wr 

genannte» ExpoBonteB bleiti^'A, nnaere- Aüiteet^Mkeft znzriwenden'V' "umi dieA isle"so 'i4el 

mtgKch mf Heiae etaifacbe analytieehe'JBrmidurMche tnrfi^ktifflhren. ' Die "MemrnehjMm^Mtf^CndWt- 

nungen ist das V>orkoinmen von'Oii^iuppeii'Äle'gativ«^ nnd'^^lifroeKen^r W'«ittii'e'^ffi'ii)lll'>'4l)lt 

^miEin «8 nSiüieh mit einer INfferentiälgCeiobung ^ dei* n^n^OMtiungf 'fctt thtin, und ^setaft' man'* aHgetneio <feTn 

radx 

purtfeulflre» Integral derselben' urtterdei^lPortn : e 'VeraM,< lind iw trifft eiob';»iiAa0^>^ eillW Fiietilr 
^(ar-^'A)P besitzt find deeehälb imtlonal wirdv so erMMtmen In d«t<^Diff)ere«Ü^lgteichnnt<>te< MlUie 
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irrationale particalare Integrale ; die versdiiedenen 9 hangen dnrdi dne algebraiseke Gleiehnng zuMun- 
men, voin n^ Grade, die gd^entlieh die hinomlMdie: 

(376) 9" = üf 

sein kann , allwo M den Factor (x — a)* besitzt , also dib Form : 

(377) 3f *=(x— a)«aJl 

tragt. Bezeichnet man nnn ndt d^ • d, , 6, , du die n Worzeln der binomischen Gieichnng: S^s=a 1« 

so sieht das allgemeine Integral der Bifferentialgleiehting , der die algebraische (376) zn Grande liegt, 
aus, wie folgt: 
(878) y = c,e®-^-^"^^'-'^^ + C, e^-«5(.-..ratf ^. ^ p^^ej'äsji.—r«, 

zugleich sind aber, wie unsere diessfallsigen , S. 13, durchgeffihrten Untersuchungen zeigen, in den sue- 

cessiven Differentialglelchungs-Coefficienten vom ersten angefangen n — 1, »--2, 2, 1, Fac- 

toren x — a vorflndig , was auch m für eine ganze Zahl bedeuten mag , wenn sie nur die Ordnungszahl 
n nicht erreicht — eine Erscheinung, welche auch auf (n — 1) parüculäre Integrale mit Nennern wie 
(x — a^ deuten IcSnnte. Forscht man nach den Werthen von k , so findet man daffir eine Gruppe negtt' 
tiver Bruche, die in dem einfachen Verhältnisse der natürlichen Zahlen 1, 2, 3, ..,.., n — 1 zu ein- 
ander stehen , nämlich : 

^ nnn n 

also gerade dasselbe, als wenn es einen (n — 1) -gliedrigen Genüge Idstenden Werth f&r y gäbe, anter 
der Form: 

w-f-i 2(w-f-n) (n— l)(m4 -n) 

(880) y = Ä, (X— a)* 17, + Ä. (a?-a) * 1;, + + B^, {x — a) " 7f^,, 

wo Ai , A,, Bn_i , willkürliche Constanten , t;^, j^., 1;^^ aber Functionen von x sind, 

die den Factor x — a nicht mehr in sich enthalten. Diese Gleichung lässt sich auch so schreiben : 

(881) y = Ä, e^ ^'•^*"'*^ ^'^ + B. e^ U(x-.«)"^i,J ^ + Ä^.e'^ ^ »(^> '^-->' 

und in dieser Gestalt ist ihr Unterschied von der frfiberen Form des allgemeinen Integrals (378) erst recht 
iu die Augen fallend; während nämlich die (378) in Bezug auf x — a irrational ist, sieht die gegenwär- 
tige Gleichung nach demselben x — a rational aus« Man konnte nun billig fragen, woher es komme, 
dass diese beiden, anscheinend so wesentlich von einander verschiedenen Formen einerlei Gestalt der 
Diferentialgleichung bewirken? Auf diese Frage dient nun die einfache Antwort: dass diess d)en darnm 
geschehe, weil diese beiden Formen, die irrationale und die rational aussehende, 
von einander nicht verschieden sind — die eine vieUnehr in der anderen enthalten ist Um 
diess genau anzusehen, werden wir die Eine dieser Formen, die (378) nämlich, wirklich auf die andere 
zurückzuführen suchen und bemerken zu diesem Behuf e, dass sich die Fanction ^W^ weil in 9t das 
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x~a als Fietor nidit eDthatten ist» Bicdi auftteigeadei PMenxen Aeaer DUlbreiii in eine Reihe ent- 
wiekeln lasse, wie folgt: 

^=9t + ^ (x-d) +gt^ ^^~^>* + \ (882) 

wo 9t. 9f, 9Ü' die bekamiteD CoefRcienten der Mae-La«riii*8ehen Formel sind. Wir multi- 

m 

pHziren hier mit (x — a)'^ dx und integriren , so bekommen wir : 



fdx ^(x— a)- SR = ix — a) » *>, (883) 

wobei: 

eine bestimmte , in Form einer eonvergirenden Reihe erselidnende Fnnetion von x ist. Das allgemeine 
Integral (378) wird sieh sohin aueh anf folgende Weise sehreiben lassen : 



y=C, e»^"^^^^"' + C. e«.*(^^'^" -)- + C„ e^.m«) '^ , ■ (886) 

Entwickeln wir jetzt die einzelnen BxponentialgrSssen , ans welchen dieser n-theUige Ansdmck zusam- 
mengesetzt ist, nach den anfttefgenden Potenzen der Exponenten in Reihen, so bekommen wir, weil 

« ■ 

allgemein, nnd mit Rficksicht anf die Retation 9* =1 , 'folgende Gleidmng besteht: 



. «• ■ i 



übt» 



^^.^aHBO • _ 
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•f 
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^'^-"^^ [iX^;, + 2.3. . .(H-l) ^"-"> +- ' 2.3. . ' .(2n-l) ^"-^> " 

• : ■ ■ '1,. ■ • ■':•■•. 

^ ^ [2. 3... 2» 2. 3... (211+1) • ^2.3... (3^—1); ,,n/ ,; J 



i i •..;.•*;..= ;;.'. 



in welcher wir uns die GrSssen C und d der Reihe nach mit den Stellenze%em i, 2, 3, '. .. n 
versehen denken, was so viele Gleichungen gibt als Stellenzeiger, durch Summirung derselben und (886) 
zwar spaltenweise einen Werth von y, der so aussieht: 



. i ■ < . 
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und bis auf das Anfangsglied mit der frfiher erwihaten Form (880) voltotfindig fibereinsümmt Man 
erhalt hiebea für die die Bedentnng von willkurlidien Gonstantea besitzenden. B in..Funeti«B der frä- 
bereu C; folgende Werthe ; > >; 
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(387) B. = Ct» 6! ^- c, e; + + c„ es,. 



.». 1.// I::'.' l-.ii.'"'ßii4k ;F»^i^|.WTf-+^ "ft"ift?"*"+'*^i--^ ••• • "+7 CüieS"^*, . '3^ . 1^- • ^ 



und überdiess in Reihenform : 



M •• V\ .1. -x. ; •" •;'.;■; I. r^ivil' 



2 2.3.,|,.(»4p^) .,__,.,■/ ,^,_,,.,.i2,3r._. .(;;^I|,^^2J , ,.,j^ ,,,, ,..;;;. i;;.,..;:' 

^"-' 2.3..(»-l)^2.3...(2n-l)^ * ^ 2.3. . .(3»- 1) ^ ' ^ 



•"•' ' \ n • • - 'a 



j . ,, ,\rur^ef>j9n.80imt,,,4^jlf5, we^^ einer. Tortiaii{|eDeii firoppe irratiepajlfir ^r- 

ticnlärer Integrale « n afi %^a]]i^|.^|(^,-Tj,)/.rationifle 8ek)\e aiz^dfwten 8e||i^, 4^ keiaestvq^s ep^ 
Abnormität zu nennen sei; vielmehr lassen sieh diese irrationalen partieulären Integrale, doreh Mnl- 
tiplication mit gewissen Constanten und Addition so gruppiren, dass wirklieh die von 
der Analyais angedeutete Gestalt (380) zum yorseheine kömmt , so dass es am Ende gleiehgiltig zo sein 

. .' y 

scheint, ob matt beim Integrationsgeschäfteidie eine oder die andere der beiden Formen postulirt, oder 

■• < ' » . - 

mit anderen Worten: ob man die einzelnen partieulären Integrale sucht, die der allgemeine Aas- 

• ■» .... »• 

druck (38Q) in ,ß|ch enthält, oder nach der algebrai^iqhen Gleichuiig fcurscht, die der differentiileo zu 
Grunde liegt. Letzteres bleibt demungeachtet allemal das Naturlichere, den Fall etwa ausgenommen, wo 
;wir das Erstehen der gruppenweise vorkoipienden Werthe von A; selber veranlasst ! haben, etwi^ 4^reh 
»Einführung einer neiieh^ miabhlngigen Veränderlichen vermittelst einfer irradonalen Substitution, wie elwa 
^m_gn^ durch welche offenbar m^ Wurzeln mit ihren (m — O-gli^^ig^ Gruppen von Werthen fSr 
k einffeffihrt zu werdcQ vermögen , so oft , als eine solche neu eingeführte Veränderliche die Gleichungs- 
Coeffic^enten rationfil lässt. , 

Es wird nun wohl nach diesen Erörterungen jedem scharfsinnigen Leser beifallen die FriM^e zu 
stellen, wozu wohl eine solche Formenlehre nfitzlich sein solle, derenSätze sich nieht 
direct umkehren lasse^p, in der Art, dass „aus der algebraischen Beschaffenheit der D^ferential- 
gleichungs-Coefficienten auch allsogleich die algebraische Beschaffenheit der Elemente erschlossen werden 
kann, aus denen das partietaläre (Integral zutemmeBgeffigt ist i» und welche praktischen Vortheile der ge- 
stattete KüoksoHuss gewahre auf Functionen die der ieretian Klasse aogebiren, die sich durch geschlos- 
sene Polynome vielleicht gar nicht ausdrucken lassen, ja vielleicht nicht einmal durch nach absteig^iMeu 



PvteBzea der VeHmdeiIMNo.geoiAMle 'uM wo -die RtcAnmigsoperalioneD , die sie 

in gesoUosstner Woim wiederzugeben geeignet ersebebien; grtSBtenflMOs nioht einmal bekannt sind , nnd, 
wenn anl^eAintai« rieUeicbt eto'demassennndmthsiehtigeei fiesnltat liefern« das« das Naturgesetz, 
dessen :.Adsdniel( das partieniare Integral sein SDlllie, geplide so nnverstandlicli bleibt wie die Differen- 
tialgleichung selbst« oder ihr in Reihenform nach aufsteigenden Potenzen der unabhängigen Ver- 
änderMehen geordnetes Integral? 

Wir Bissen lugeben« dass in den Meisten Fillen die geschlossene Form d. h« diejenige, die 
besagt « durch welche endliche Reihe von ■ Redmungsoperatfönen die Function selbst erhalten werden 
ktane* illnsoriseh sei dnd ubeiiiaupC nor geringed'Werth besitze« wenn ihr die Eigenschaft der Durch- 
siditigbeit abgeht« oder mit anderen Worten-idteBigiensehaft« mit geringcär Muhe geometriseh eenstruirt 
fer das Aug^ des Geistes treten, zu k6nneik:iede:neu erfimdene md in die Anälysis eingelfShrte Rech- 
«Ufsoperation « alte nea gerechneten Tabellen i. s. w^^sind yielleidit geeignet die Zahl deijenigen Trans- 
oendenteauiTermehren« iwdche. in die Integrale. iünsererDifferentiaigleieh^^ eu^ehen können, ohne 
desshalb nothwendig auf den Aegevstand mdir lidit zu werfen« ja, wenn es unsere Aufgabe wäre die 
tersteekten Merinale solcher Transbendentm « deijenigen v die sehen da smd und der anderen« die es 
Boeh nioht sind« gleieh nadi ihrem Erscheinen anfisusudhen« so wurden wir eiüe Formenlehre erhalten, 
die ffirsidi eine Ribliothek wäre- Es ist aber auek von der anderen Seite wohl zu erwägen, dass, wenn 
wir durch dne Differeiüalg^iehu^g^ die aufzntellai. uns. heliebthati ein gewisses« tgelegentlich das man- 
.nigfiMgste« ganz belidiige Verhalten der Differentialqnetienten deir Genüge leistenden Functionen sta- 
fairen and dann verlangen« die Analysis mochte uha bdehrev« durch wdche ReohnungsoperaÜonen In 
. endlicher Zahl die Fune^i fiir jedes or wiedergegeben werden -kann ^ wir ja offenbar die Darlegung Ten 
gewisaeAi Feinhesten veriaagei« zi denen masere analytischen^fiilfsmtttel nicht tureiohen koMen, yrähreed 
uns andererseits am Ende an all* diesen Feinheiten, wenn ihnen cm geringer numeiisifterWerth zukömmt, 
wte eomplizirt Mth ihr analytischer Ausdruck sein mag« gar nichts geleg» ist Unser Bedurfhiss ist ja 
nidit.das einer geschlessoieii Form« sondern, geometrisch betrachtet, das deijenigen Gurve« vollständig« 
mit allen Ästen« deren Ordinate der Differentialgleiohnng Genüge leisten: und auch hier geht es uns« wie 
mit den Carve» überhaupt; wir sind mit der Keantniss ihrer Gleichaag nicht zufrieden« sondern wdnschen 
. entweder i eine einfiiohe CfOnstmetionsweise derselben, oder legen die einiachsten geometrisehen Gebilde : 
die gemde Unie, den* Kreis« die Rarhbel u. a«'W. an*aie an« um zu sehen« int welchen denelben sie in 
endlidier oder unendlieher Entfernung vom Anüsngsponkte der Go<ffdinliten ÄhnHehkeit hab^. Wenn wir 
nun. unsere Bedärhisse in Beaugiauf.DiffiBrentialgleiehungen.rdeht in»^Aage CteseE«.so sind sie von den 
eben ausgesprochenen nicht verschieden und atteiAnspruehe^ die wir, an! elM Formenlehre soweU«aleaudi 
an eme durch sie begründete Integrationsmetbod^ d^^r line^en Differentialgleichungen, vernfinftigerweise 
machen können , reduziren sich in die geometrische Sprache fibersetzt auf folgende Punkte : 

Erstens. Wie sehen die Curven« deren Ordinaten der Differentialgleichung Genfige leisten. 
Überhaupt aus und welche sind , um ihre Gestalt zu beurtheilen , vor Allem anderen ihre geradlinigen , 
oder parabolischen, reellen oder imaginären Assymptoten? 



2^ in. Absehnitt 

Zweitens. Weldieist unter den eiafadieten, dem meaeeUidien geometrisdieB VerateUngs- 
vermögen am ilierleiditesten zngingigai ennren, dudenige« die der gesnditet am nMieten kSmmtT 

Drittens. Dnreh weldies analytisehe Verfiihren kann man die grSssf m^[Ueiw Gengmrai 
der zwei in Rede stehenden Cnnren • in der Nahe einer beliebigen Stelle nnd allda wo mSglidi mit jeder 
beliebigen Genaaigiceit , realisiren? 

Den ersten dieser drei Punicte eriedigt die Formenlehre. Der zweite ist etwas mehr 
Gegenstand der Transformationslehre nnd der dritte fällt ganz der. Integrationsmethode 
anheim, die im fünften Absehnitte dieses Werlces enthalten ist 

Aas dieser Darstellung ergeben sieh aneh die Grenzen« in wddie sieh eine Formenlehre eia- 
znsehliessen hat Sie hat nämlidi keineswegs alle Kennzeiehen von allen^ nur mögliehen denkbaren For- 
men zum Gegenstande ihrer Untersudiungen zu maehen , sondern nur diiijenigen « die dem Beehner eiMD 
entsehiedenen praktischen Nutzen gewahren, indem, sie ihn entweder vor missrathenden Vornnseetauuigen 
schützen , oder zu einer Form fuhren , wdche die schitzbare Bigensdiaft besitzt, so wie nach den Er- 
gebnissen des n. Abschnittes die des bestimmten Integrals , in mehrere andere mit Leiehtigkdt verwandelt 
werden zu können, deren Jede wieder für sich Idirrdch ist Der Leser m(^4aher nicht erwartm, dnse 
wir in Bezug auf ihre Kennzeichen alle möglichen Transcendenten erschfipfen werden , weil wir eanae- 
iinenter Weise nur dicgenigen Formen , deren Nützlichkeit bm einer ausgedehnte Klasse linearer Diffe- 
raitialgleichungen durch eine vorhergegangene anal3rtisdie Erfahrung auseor allmi Zweifel gesetzt ist, 
zum Gegenstande unserer Untersuchungen machen können. Hieher gehören aber: bestimmte Integrale, 
Differentialquotienten mit allgemeiner Ordnungszahl und unbestimmte Integrale. Hieraus erhellet noch 
endlich die Notwendigkeit in diesem Werke die Formenlehre nach demjenigen Theorien folgen zu laseoi, 
die den Gq^enstand des U. Abschnittes blMeten , weil wir die dort gewonnenen analytischen ErfidUnn- 
gen hier unumgänglich benöthigen. 

Bs wird wohl kaum nöthig sein zu bemerken , dass unsere bisherigen Untersuchungen keines- 
wegs unvollständig seien , weil sie Summen mehrerer von einander verschiedener Transcendenten , etwa 
Bxponentialgrössen, als particolare Integrale anzunehmen, und ihren Binfluss auf die Differentialgleiefaung 
zu erörtern unterlassen; denn es ffiUt in die Augen, dass all* diese Transcendenten, weil die DUTeren- 
tialgleichungs - Coeffidenten von ihnen keine Spur tragen, auf irgend dnem W^ zu elhniniren seien, 
und dass man , welcher auch immer dieser Weg wäre, genau auf dieselbe Wdse auch die mit dn«r will- 
kirUdien Constante mulUplizirte Transcendente diminiren könnte, woraus dann wieder folgt, dass jeder 
der irgend einer Transcendenten proportionalen Theile der oberwihnten Summe für sich dn partienlares 
Integral verzustdien vermöchte. Es wird z. B. der Ansdmck : 

y = «• + e-^ 

nur dann ein Integral einer Differentialgldchung mit algebraischen Coefficienten vorstellen können , wenn 
e^ für sich und e"' wieder für sich Genfige leistende Werthe sind. 



I Im 



Formenlehre. {^ 
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AngemeiDe Obersieht aas dem StaDdponkte des CoeflIcieDteDbaoes* 

Die Ergebnisse des vorhergehenden Paragraphes werden , ihrer ausnehmenden Einfachheit an- 
geiditet nnd vieUeieht eben wegen dieser Einfachheit amsomehr, den Leser von der Wichtigkeit einer 
Fennenlehre der linearen DilTerentialgleichungen als de^enigen Theiles der Theorie fiberzeogt haben« dem 
vorzugsweise obliegt das Dnnkel an&nhellen , das bisher über ^e Hieroglyphenschrifl der Differential- 
l^ehnngen lagerte nnd derselben jene Dnrchsichtigkdt zn ertheilen« die mehr (irommt als die ei^editesten 
zar Anffindong des Int^als aufzustellenden Rechnungsmethoden. Dieser Theil unserer analytischen Unter- 
raehungen seheint desshalb der vollsten Aufinerksamkeit werth, und um so würdiger zu sein , als seiner 
Entwicklung noch ein weites Feld geSffiiet ist, da der Fall einer Differentialgleichung mit algebraischen und 
rationalen Coefficlenten offenbar nur als ein sehr spezieller einer allgemeinen Gleichung erscheint, deren 
Coefficienten beliebigen Classen der Functionen angehören. Es steht darum zu erwarten , dass , in künfti- 
gen Zeiten und bei fortgeschrittenerer Wissenschaft , die Aufstellung einer ganz allgemeinen 
Formenlehre Bedfirfbiss wird und es liegt uns hier ob, eine solche, so viel in unseren Kräften steht, 
vorzubereiten. Hiezu ist aber wohl nichts mehr dienlich, als die Betrachtung des Gegenstandes von 
allen Seiten und Nachweisung des Zusammenhanges , in dem die verschiedenen Lehren der Theorie der 
Differentialgleichungen unter einander stehen, und der Art, wie sie sich gegenseitig unterstützen und 
erganzen. Es ist nun im vorhergehenden Paragraphe gesagt worden , dass man zu den allda aus popu- 
lären Betrachtungen gezogenen Resultaten auch auf einem anderen Wege gelangen könne , die in S. 4 
des I. Abschnittes erörterte Zusammensetzung der Coefficienten aus den particulären 
integralen ins Auge fassend. Die hiezu führenden B^rachtongen verbreiten aber den Gegenstand im 
AUgemdnoi wieder ein^es Lieht , und können bei der Anfttdlmg einer allgnneinen Formenlehre von 
Kitzen sein; sie mögen daher hier in derselben Weise folgen, in der sie vom Herrn J. Derffei ange- 
sleltt werden sind : 

Nach den im S. 4 des L Abschnittes durchgefihrten Untersuchungen stellt sidi jeder Coefficient 
einer linearen Differentialgleichung von der n^» Ordnung wie: 

-Xn y^"^ + -^»-t y^"^*^ + Jfi« y^"^^ + +-x,y + x,y = o, (889) 

unmittelbar nach Ableitung derselben aus ihren particulären Intq^^en und vor geschehener Wegdivi- 
sion durch irgend einen gemeinschafUichen , variablen Factor, dar, als eine Summe von Producten ans je 
n Factoren , die aus den n particulären Int^^en : 

ytt yt. yt Vn^i^ Vn 

der vorgelegten Gleichung durch 0-, i-, 2-, bis n- malige Differentiation abgeleitet wer- 
den , und es sind alle Factoren eines und desselben Prodnctes je mit einem anderen Stellenzeiger, 
und einem anderen DiffiNrentiations- o4er Strich*EzpoDenten versehen. Es erscheiDen somit in einem jeden 



fgS III. Abschnitt. 

Gliede der erwähnten Summe alle n Stellenzeiger « eben so alle Strichexponenten , mit Ausnahme 
eines einzigen, und zwar erscheinen in den GR^em für X„ keine n^"« in jenen für X^^ 

(/t — O^n, in den Gliedera für X^ keine O^n Differentialquotieaten. Denkt nan sieh < 

sämmtliche zu einem bestimmten Coeflficienten gehörigen Glieder nach den n Stellenzeigem der in 
enthaltenen Factoren geordnet « so erscheinen die zugehörigen Strichexponenten dieseir letzteren ii 
möglichen Permutationen und ninmit man noch schliesslich an « dass die Aneinanderreihung der di 
Glieder in der Art geschehen sei« dass die Aufeinanderfolge jener Permutationen dem bekannte 
mutationsgesetze entspricht , so lassen sich auch die Zeichen der einzelnen Glieder nach einem di 
Gesetze bestimmen , welches im S. 4 des f. Abschnittes des Näheren auseinandergesetzt ist Die so 
deten Coefficienten aber sind zweiwerthige Functionen der particulären Integrale y\\ y^* ... ] 
haben die Eigenschaft bei Vertauschung beliebiger zweier unter ihnen nur das Zeichen zii ändern, 
wir nun die Zusammensetzung irgend eines Differentialgleichungs-Coeflficienten in der angegebene 
durch Hinstellen einiger seiner Glieder an, so erbalten wir, etwa für X„: 

Xn = + y. y\ \/: ySlV^ y^:!' yfS''' 

-y. y\ y: - yälV- ySLV^ y?-^ 

,_,, -yt !^. y: y?-V^ yT/^ y^^^ 

(390) 

+ yi y; y: y"^^ yg?:/^ yT*^ 

+ y. y\ y'i yJ:.*^ y2ir.*Vy?-^ 

-y. y\ f. yL"-V> yS^;^ yr'^ 



und es wärde durchaus nicht schwer fallen , ans den hier aufgeschriebenen Gliedern die entspred 
einem beliebigen anderen Coeflficientei angdiörigen zu finden. Namentlich genügte, zur Aufstdla 
entsprechenden Glieder fär X,»^^, eine Verwandlung dea Striehexponeiten (n — 1) in den (n) a 
allgemeine Zeichenänderung, zur Ermittlung der entsprechenden Glieder für X„_, aus den letstecb 
fär JTi^i eben so eine Verwandlung von {n — 2) in (n — 1) und eine abermalige an alle Gliedei 
brachte Zeichenänderung, u. s. w. 

Nachdem wir uns nun diese Gesetzmässigkeiten ins Gedächtniss zurückgerufen haben , 

§ 

gen wir unsere Untersuchung über die Erscheinungen am Coeflficientenbaue einer Differentialglei 

J'odx 

deren particuläre Integrale sämmtlidi dei^ Form e angehören , zu beginnen und setzen daher : 

(391) yi = e , y^ = e , y«^i =^ « '^ yn=^ 

als die n particulären Integrale der zu construirenden Gleichung (389) voraus . wobei wir vorei 
etwas Bestimmtes vor Augen zu haben : 

9i » 9« • 9»-t • 9n 

als algebraische Polynome von beliebiger Gradzahl nach x betrachten. Vor Allem müssen wir. 



KUmg to JNffimttÜalgleiehMgs^C^efitlMiCeB J[ «I cfeetiiireBv ite avMnaMdrfMf^iMln DiflbrMtfaf^ 
qvotienten dcar eiozelnen particularen Integrale (391) ableiten « wozu uns am bequemst«! dte Folter 
(913) In i. 13 dtentteb ist 4 zufolge weldher wir« ebne RMciMit aif driM etü'ailfl^ SiMlenzeiger , 
erhaltw: 

i^V r' ,®U/c/...«/iöH^i vp+ö/j lö^+o/>' •vc^+ö/J '=" ® ^**^ 

(a 4- 1) + (/8 + ^ + (y + i) c + 4. ((t + 1) d -^ r. (393) 

Die Betrachtung dieser Formet « mit Berücksichtigung des frfiher Gesagten über die Gestaltung der ein- 
zelnen Glieder , aus denen sich die Coeflficienten X zusammensetzen, überzeugt uns jKunachst unmittelbar 
von der Möglichkeit der Ausscheidung eines nach den particularen Integralen symmetrischen exponen- 
tiellen Factors: 

e 

aus allen Differentialgleichungs-Coeflficienten, und denken wir unß die ganze Gleichung (389) durch eben 
diesen exponentiellen Factor wegdividirt , so stellen die neuen Öoef^cienten — die wir abermals mit X 
bezeichnen wollen — nach den 9 ebenfalls zweiwerthiget, aber rein algebraische Functionen dar. Wir 
können uns nun diese Division einfach durch Verwandlung djBS ^yiqAfla jjf^''^ in &^^ beweck3(^gt denken 
ond erhalten sonach , den Gliedern (390) entsprechend: 



X„ = 4- ©^."^ ®V^ ®i,*' ®äI-7' ßä*",*^ ®},"-'^ 

— @(») ©(*) ®(«) (g("-») (g(»-0 0(1»-«) 

_ e^/^ ®i') ®(;) , s^iT-V? ®SL"i"^ e^"-'^ 

+ ©(•) ®(0 ®CJ) @(»7^0 (pOi_-0 0(1.-») (j^4^. 

+ 0^0) 00) 0(^.) 0(»^^i; 0(»-.) @(n-s; 

— 0(«^ 0(,o 0(,«) :. . ®(,«_iy; 0(,'?r;) 0(«-^ 



brinnem wir uns nni an die sdhM & WBi erfirtefte ZnsaiMoilNieelMag' dlM'^MMs^ 0^*\''ttki^ 

selbe stellt, zufolge der (392) eii^ Summ^ von Gliedern dar, welche^uncüone^ sind von 9 und von Differen- 

lialquotienten dieser Grösse, und in welchen, kraft der angehängten Bedingun^gleiohun^ (393) die S.umimei 

der Dimensionen mehr der Summe der Striche gleich einer constanten Grosse, gleich dem Strichexponenten 

des Symbols ist , und nehmen wir die ebenfalls S. 258 beliebte BÜBzeichnun^weise an , indem wir unter 



r 



jff^ßiOBBitheit 
p 



folgälMKr^ 



masseni^reibion^ 



J; 
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BaelMriifiitole aif 8. 259 «iter (SI9) atehft 



seben werden. 






i- » 



f.i'.i 



Bei 4er gekauten AUeitaagiweise disr aofeioaiideifelgeiideB eiozelaen CUIeder Ib Jl^-4id 

eben so in den übrigen Coeflficienten ans dem jedesmaligen ersten« genügt es nun, etwa zum Belmfe 
der Bildung von X^^ das Produet : 

(896) ®^/^ 0i*^ ®i*^ ©fc-;^ ei»"'^ 

vollständig zu entwickeln, und es ist offenbar, dass jedes einzelne der so erhaltenen Glieder Veranlas- 
sung geben wird zu einer eigenen Gruppe von Gliedern , bei denen dasselbe Gesetz der Ableitung aus- 
einander stattflnden muss, wie in den Gliedern (390) oder (394). Es lässt sieh nun weiters leidit ein- 
sehen, dass eine jede^ solche Gruppe für sieh zweiwerthig sei , und dass verschiedenen Gruppen im Allge- 
meinen verschiedene Grade nach ^, und mittelbar nach x, angehSren werden. Diejenige Gruppe, 
welche die mit der höchsten Gradzahl nach q> versehenen Glieder von X„ enthält , stammt aber offenbar 
ans dem Produkte : 





ü 



1 


2 









3 





n — 2j w — 1 

I 

n-i II 



welches sich uns bei der Entwicklung von (396) zuerst darbiethet; da aber einfach ^! = o^ ist, so 
lässt sich ebenbesagte Gruppe unmittelbar hinstellen, und wir erhalten daher, als ersten, mit der höch- 
sten Gradzahl nach 9 versehenen Bestandtheil von Jt„ : 



(3W> 



+ 9? 9 


! 9 


— 9? 9; 


1 9 


- 9' 9' 


1 9 


+ 9* 9' 


1 9 


+ 9' 9« 


; 9 


-9'9i 


> 9 



95=1 


195= 


195- 


95=1 


195= 


: 9r 


95=; 


195=' 


!95- 


95=; 


! 95=: 


! 95" 


9t'> 


195=: 


'9r 


95=i 


,95=1 


9r 



Mit gleicher Leichtigkeit lassen sieh die ersten Bestandtheile höchsten Grades nach 9 in den Coefficienten : 



'•ii-i • 



'n-i • 



X^ , A, 



angeben, die wir beziehungsweise mit: 



^t • dFl 



bezeichnen wollen, wenn man die, oben, S. 296 auseinandergesetzte AMeitungswebe der Glieder eben- 
genannter Coeffieienten aus den Giiedem von X„ in Erwägung zieht. 

Es drängt sich hier zuvörderst die Bemerkung auf, dass in diesen ersten Bestandtheilen JT 
der sttccessiven Coefficienten keine gestrichelten 9 vorkommen, während offenbar in allen anderen Glieder- 
gruppen DIfferentialquotienfen der (j> erscheinen müssen, woraus weiter folgt, dass sich die Differential- 



gleiehungs-Coeindeiiteii X ausscbliesslieh auf eben fiese ersten Bestandtheile JT zurückziehen müssen 
in all deigenlgen FSUen« in welciien 9t, 9», — . 9« siiluntltcli constante Grossen bedeuten. So oft 

• » 

aber alle 9 oonstant sind, gdiSren sSnunÜfebe n pattieuläre Int^rale (391) der Form e*^' an, unter 
eben eine constante Grösse verstanden, ond wir wissen aas den Untersoebungen des ü. Abschnittes, S. 1, 
dass man , um diejenige DifTerentialgreicbang zu bilden , welche die n Functionen : 

^0,0? ^ ^0,» ^ ^B^x 

als particulare Integrale besitzt, nur diejenige algebraische Gleichung: 

AnB'^ + A^,S^' + A^Q^' + +A,0 + A. = O 

n eonstruiren brauche, der die n Grössen 9^, 9,, Q^^ als Wurzeln zukommen, indem dann eben: 

^ y^"' + ^l^.i y^*"*^ + +A,^ + A.y = 

die gewünschte Differentialgleichung darstellt Da nun aber : 

An-^ = - A, (8, + e, + e. + +e„) 



Ao = rt -4« . öt 9, 9a ^n-i ö« 



sind, so erhalten wir für unsere ofterwahnten ersten Bestandtheile ^, auf analoge Weise, folgende 
Werthe : 

J^„-i = — J^n (9i + 9t + 9» "*- + 9,»-. + 9,0 

^«-. = + J^« (9i9« + 9*9a + + 9ii-i 9«) (3»8) 



(3^0 = ± J^n . 9» 9t 9a 9«-* 9« 

Was den Werth (397) von JT, speziell betrifft, so ist uns derselbe auch schon aus den Unter- 
suchungen des S. 14 als jene zweiwerthi|[e Function von 9^, 9,, 9» bekannt, die wir ebenda- 
selbst und in den Rechnungen der SS. 11 , 12 mit dem Buchstaben G bezeichnet haben; es Ist namlieh: 

3^n = (9i— 9t) (9i— 9i) • • (91— 9iO (9t— 9t) • • • C9t— 9») (9«- —9«) = ^- (*») 

Nach all diesen Erwägungen hat nunmehr die Angabe der Ansteigungen in den Gradzahlen 
nadi X für die aufeinanderfolgenden Goefficientenpaare durchaus kdne Schwierigkeit. Bezeichnen wir 
nämlleh die Grade nach x , die den Functionen : 

9t» 9t • 9t» 9iiHt . .9n 

zukommen , auf dieselbe Weise wie im vorigen Paragraphe beziehungsweise mit; 

Pt • Pt • P» • Pii-i ♦ Pit» 
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pnd die ne^rat^e Eiiibeit tibpr?«iV^*«Ä |U|,. f»,ii:|<pj\ 4<^ f^l^ y.^^^lTOTeiiliar 4jrch iIm.u d«n.j(i^e4era 
(897)ob«nan8U!|ie^^e: , .../ .->..; ..»•..• 

400) 9J.9i 9J ,.,-,,,.„.... 9S:; !^J ^S"^!' .'.1!. '..,1, ,.. 

bestimmt und liat sonach den Werth : 
(401) p^ + 2p, + 3p,+ + (»-2)p„_, + (»-0p« = 9- 



I I 



Bei den übrigen Coeflficienten lassen sich die Werthe der il)nen zugehorigjcn 6radza|ilen unmittelbar 
aus der Betrachtung der Gleichungen (398) entnehmen , indem die Grade der dort ersichtlichen einge- 
kbnnmertciü Polynome, irespectiVe ' MultlpHcatoren von ^„, unter den gemachten Voraussetzunge^Ü offen- 
bar jedesmal ausschliesslich dur<fh der#n tetzte Glieder bestimmt werden. Es erhallen somit die Grad- 
zahlen nach X für die successiven DifTerentialgleichuDi^s-Coefli^lenten : . 

beziehungsweise folgende Werthe: 

(«>«) 9» 9 + Pn^ '9+Pn + Pn-t^ V+Pn+'+Pt^ V+P11+ .. -H'i . 

woraus sich nachstehende Wachsthume dieser Gradzahlen bei dem Übergange von jedem Coeffilcienten zum 
nSchstfoIgenden , respective Anstefgungen in den successiven Coeflficientenpaaren ergeben: 

(403) Pn> ^ Pn-, > . Pn-t > * Pt- 

Wir sehen also, dass das bereits durch die Untersuchungen der SS. 6 und. 15 festgestellte 
Etiquette-Gesetz auch ai^f dem hier eingeschlagenen Weg<i sich bewahrheite, wenigstens für den Fall, 
wenn die p genannten Grössen sammtlieh von einander verschieden sind , und — mit Ausnahme von p, 
das jeden beliebigen Werth besitzen l^ann — beliebige positive oder solche negative Zahlen bedeuten, 
deren numerische Werthe kleiner sind als 1. In der That gilt das Bisherige nur unter den ebenausge- 
sprochenen Beschrfinkungen , indem namentlich die Voraussetzung zu Grunde gelegt wurde, dass in 
einer Summe wie ®^*'^ jedesmal ^ = ^^, als das Glied höchsten Grades nach 9, auch mit ikr hSüh- 
steh Sradzahl nach a? versehen sei, was nicht mehr stattfindet, wenn p eine negative Zahl bedeutet, 
deren numerischer Werth ^ 1 ist. Fqr j»==— i uärolich b^sitzea •ille Glieder von 0*"^ dieselbe Grad- 
zahl — f\ und für »-< — 1 ist in derselben Summe ®^*^ nicht das erste Glied ^[=0^ % sondern da? 
4 I •: • 0.». ^ 

letzte 5 =0^'''*^ mit der höchsten Gradzahl nach x versehen. 

Wir dehnen nun unsere Untersuchung zuvörderst auf deiyenigen Fall aus , wo unter den 
genannten Werthen einander gleiche vorhanden sind und nehmen zu dem Ende, ganz allgemein, ei 
Gleichheit im Grade nach x bei der nächstehenden Reihe von Functionen an : ' 






voraussetzend, dass: 



sei. Diess festgehalten , fasten wur die mebrgliedrigen Mnltiplicatoren von JT^ ia den ^ genannten Be- 
standtheilen (398) und zwar zuvorderst für die Coeflficienten der Gruppe : 

itfs Auge , so erkennen wir olne Schwierigkeit , dass in Xf^^ mi X^ , jetzt wie im flruheren Falle , ein 
einziges Glied hSehsten Grades nach x vorhanden sein wird ,' was eben so bei allen , der vor Augen lie- 
genden Coefficientengmppe vorausgehenden und nachfolgenden Coeflicienten stattfindet Bei den mittleren 
€31iMem derselben Gruppe dagegen erscheinen in jenen polynomischen Factoren ihrer ersten Be- 
standtheite mehrere Glieder , die nach x dem höchsten Grade angehfiren und es stellen , wie leleHi 
einziisehen , in: 

J^A+r j / 9« 9*-» • • • 9f^H^^ 

^tt-^r-i J \ 9»9«-<^ • • • 9*4r+i (9*+r + 9*+«^* + + 9*+t + 9*+») 

<?Ä+r-i ( ^ . ^ - I 9« 9»-* • • • 9A+fS^» OPh-^ 9A4f-» + 9*^ 9kH^ + + 9^« 9iM-*) 

Sbezugtich / (405) 

I 9« 9*-i • • • 9*-»^* (9*+r 9A+r-t • • 9a-»-«+ +9iM^i 9*+*^ • • 9*+*) 
I 
\ 9»9»^-i • • • 9*+»^» 9*+^ 9*+»^» 9*+» 9*+« 9^« 

^ie Gesammtheit jener Glieder dar. Wir sehen also , dass eine zufallige Aufhebung der Glieder höchsten 
Cärades lediglich bei den mittleren Coefficienten der obenstehenden Gmppe« d. h. in den Coefficienten : 

\rorkonunen kann , wogegen derlei Aufhebungen bei allen übrigen Coeflficienten unmöglich erscheinen , 
^^renigstens so lange , als das in allen ^ als Factor auftretende 3^^ keine Verminderung seiner Gnd- 
zahl q erfährt 

Bine solche Eventualität kann nun hier, wo mehrere ^ von gleichem Grade gegeben sind, zu" 
fMge (3M) allerdings Platz greifen, und ffihrt, wenn sie wirklich eintritt, sofort bei simmtlichen JT 
eine gleicbmässige Herabdruckung der entspredienden Gradsahlen um eine gewisse Anzahl Einbetten 
herbei ; es mag daher auf den ersten Anblick scheinen, als ob unter solchen Umständen, möglicherweise, 
andere als die ^ genannten Gliedergruppen mit der höchsten Gradsahl nach x begabt sein könnten , was 
die Ausdehnung unserer Analyds, welche sich lediglich um die Grade jener ofterwähnten ersten Coef- 
ficdenten-Bestandfkeile kümmert, auf den in Rede stehenden Palt, als unstatttiaft erseheimen liesse. Diese* 
Beclenken lassen sieh nun bei näherer Beleuchtung des Saehverhalts anf höchst einfache Wene beseitigen; 
Denn, angenommen,, es wäre etwa PA+i=PA+t. »o kann zwar* allerdings die DiflTerenz 9i^ft— 9a+«' 
welche im Werlbe (88&>iroa 3^^ als Faetor wrkonunt, ^e Erriedriging ihres Grades-, efwa* nm ji-Bio* 
hdten, erleiden« andereraeits aber wird jeder Coeffieitot JC, oder au<4i jede eimeüie (Hi € # Of g r n pipe ki 
einem solchen, in Gemäs^eit ihrer ZweiwertUgkeit naeb 9^+, «d' ^j^, und der um* ihrer MfiMMMi- 



seUaag aii8 den 9 und derea Differentialquodeiiteii , eine DarsleUang in folgender Fwnm v«ntatten 
müssen : 

(9^+1 — fkJ) ^ + (9'iM^i — 9i+.) ^ + (9i+i — 9X+«) -^ + 

wo L , M^ iV, als nach 9^^ and 9^^^^ symmetrisch zu denlcen sind. Es folgt hieraus nnmittelbar, 

dass jede Verminderung des Grades von ^„ um a Einheiten « nicht nur in allen ^, sondern gleidizeitig 
auch in jeder anderen Gliedergruppe die nämliche Erniedrigung der Gradzahl herbeiführen müsse, so 
zwar« dass in der That der ^ genannte Coeflficienten-Bestandtheil jederzeit die Entscheidung uher den 
Grad desjenigen X, dem er angehört, behaupten wird. 

Es wäre nun die Gültigkeit unseres Etiquette - Gesetzes, aus dem hier eingehaltenen Gesidito- 
pnnkte des Coefficientenbanes, auch für die beiden früher bezeichneten Ansnahms fälle zu erweiseo, 
in denen nämlich unter den particulären Integralen der zu construirenden Gleichung einige yorkoauneB« 
für welche die Werthe der p genannten Grössen gleich oder kleiner sind als die negative Einheit; wir 
finden uns aber umsoweniger veranlasst, durch eine detailHrtere Besprechung dieser beiden speziellen 
Fälle, die Übersichtlichkeit der hier vorgetragenen Analysis zu b«^einträchtigen , als die dabei in Anwen- 
dung kommende Methode der Untersuchung , um deren Darlegung es uns hauptsächlich zu thnn ist , da 
der Inhalt der zu erwartenden Resultate ohnediess bekannt ist , von der im Vorigen auseinandergesetzten 
nicht wesentlich abweicht Es kommt nämlich bei Behandlung dieser beiden AusnahmsfSlle — deren 
erstem die Annahme des Vorhandenseins von k particulären Integralen , für welche alle p = — 1 ist, also 
die Voraussetzung : 

(406) Pi=Pt^PB=^ = P* = — t < P*+i < P*+t < <Pn 

zu Grunde liegt, wogegen der zweite Ausnahmsfall von der Voraussetzung: 

(407) Pi<Pt<PB< <Pk<— \ <Pk^i< Pk^t < <Pn 

ausgeht — immer nur darauf an , in einem jeden Coefficienten alle Glieder ausfindig zu machen, die Mch 
X dem höchsten Grade angehören , um sodann auf den Werth der Gradzahl nach ar, die dem betreffenden 
Coefficienten selbst zukömmt , einen Schluss zu ziehen. Man wird hiebei die Gesammtheit aller Glieder 
höchsten Grades, die zu irgend einem und demselben Coefficienten X^ gdiörig sind, Analogie balker mit 
^r bezeichnen können, nur werden dann eben diese Coefficientenbestandtheile ^ eine andere als die unter 
(398) ersichtliche Zusammensetzung darbiethen , was aber dennoch auf den ferneren Gang der Untersu- 
chung keinen wesentlich abändernden Einfluss nimmt. 

In derselben Weise , in welcher die vorgetragene Untersuchungsmethode geeignet ist uns alle 
Gesetzmässigkeiten zu offenbaren, die auf die ^ Grade der successiveu Coefficienten einer Differentialglei- 
chung Bezug nehmen, deren particuläre Integrale unter der Form e gedacht werden,- und in der 

S. 169 hingestellten geometrischen Construction ihren allgemeinsten Ausdruck finden, vermag nns 
dieselbe auch zur Kenntniss deijenigen Criterien zu verhelfen , weicke die Zusammensetzung der sucees- 
siven Coefficienten einer Gleichung aus einfachen Factoren , zur Erkennung gewisser auf die Form der 
particulären Integrale Einfluss nehmender Umstände, biethet, und die in SS. 7, 8 und 15 dieses Abschnit- 
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tes ansfühiiich auseinandergesetzt worden sind. Da ans aber die dortselbst darcbgefahrten Untersochan- 
gen gelehrt haben , dass ans dem Vorhandensein einzelner oder wiederholter einfacher Wurzelfaetoren« 
wie x — a^ im ersten oder in einigen der ersten Differentialgleichangs-CoeSicienten im Allgemeinen auf 
das Vorhandensein einfacher oder wiederholter solcher Factoren geschlossen werden könne« die in Einem 
oder mehren particnlaren Integralen , im Zahler oder Nenner des Exponenten der Exponentielle oder des 
algebraischen Bestandtheils auftreten , so wollen wir an diesem Orte diejenigen Erscheinungen ins Auge 
fassen, die sich in der Zusammensetzung der successiyen CoeflTicienten einer Gleichung aus einfachen Fac- 
toren mit Nothwendigkeit bemerkbar machen müssen , unter der Voraussetzung , dass die Exponenten 
der Bxponentiellen sammtlicher particularer Integrale als gebrochene Functionen gedacht werden — mit 
andern Worten : wir nehmen uns vor diejenige Differentialgleichung zu construiren , welche die particu- 
laren Integrale: 



(408) 



besitzt« unter 9^ , 9, , 9^ entweder ganze Polynome oder solche algebraische Bruche verstanden, 

die den Factor x — tx im Nenner nicht enthalten. Hiezu sind nun die im ersten Theile dieses Paragra- 
phes durchgeführten Entwicklungen in fast unveränderter Weise verwendbar. Namentlich gelangen wir 
hier wie dort genau zu denselben Werthen (394) far die Differentialgleichungs-Coefficienten , in denen 
wir uns abermals die Symbole ^^^^ in vollständiger Entwicklung hingestellt zu denken haben. Die ein- 
zelnen Entwicklungsglieder von ^^^^ erscheinen nun aber hier offenbar sämmtlich als gebrochene Fnn^ 

tionen , indem allgemein anstatt q überall gesetzt werden muss - — ^ ,^ und wir sehen , dass in Folge 

^ (x — a)** 

dessen alle einzelnen Glieder der Coeffiicienten und somit auch diese selbst als Bruche dastehen, in deren 
Nennern x — a zu gewissen Potenzen erhoben vorkommen Wird. Wir wünschen nun erklärtermassei 
schliesslich immer zu Differential-Gleichungen mit algebraischen , rationalen utid ganzen Coefficienten zu 
gelangen« und werden uns zu dem Ende im vorliegenden Falle auf die Weise benehmeUt dass wjr zuvor-, 
derst, in jedem einzelnen Coefficienten für sich, alle Glieder auf einen gemeinschaftlichen Nenner bringen« 
der offenbar nur aus Factoren x—a zusammengesetzt sein kann, schliesslich aber alle Coefficienten mit 
dem grossten der so erhaltenen Nenner multipliziren, wodurch in der Gleichung alle Bruche verschwinden. 
Hiezu bedfirfen wir nun zunächst der Kenntniss desjenigen Gliedes der Entwicklung in ^^^^ , das mit der 
höchsten Potenz von x — a im Nenner verseben ist , was uns , mit Rucksicht auf die Formel (392), als- 
bald auch im Vorliegenden zur Unterscheidung dreier Fälle nothigt : 

Erstens: wo die Werthe sammtlicher m positive und die Einheit fiberschreitende Zahlen 
vorstellen , 

Zweitens: wo unter den Werthen dieser m mehre, etwa Ar an der Zahl, der positiven 
Einheit gleich sind. 

Drittens: wo unter den m genannten Werthen /b an der Zahl entweder positiv und zw!« 
sehen 1 und enthalten sind , oder aber negative Zahlen bedeuten. — Im ersten dieser Fälle, wo also : 

+ 1 < m, < m, < < m^, < iH^ («») 
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voräosgesetzt wird, ist in einer Jeden Summe ^^^^ offenbar H = - — " ■ das mit der hSchsten Po- 
tenz von X — a im Nenner verlcnapfte Glied , was allein hinreicht • die vollständige Obereinstimmung des 
Kr diesen Fall einzuhaltenden Entwicklungsganges mit denjenigen darzulegen, der bei dem gleichfalls 
zuerst behandelten Falle im ersten Theile unserer Untersuchungen in Anwendung gekommen ist. Wir 
wenden uns daher auch hier wieder an die JT genannten Coefficienten-Bestandtheile (398) und erhalten 
demgemass auch , dem dortigen (400) analog : 



9i 9i 9« 9' 9!t:? 9n 

f^ _ ^^'vm,+Mtt,+i«4+ ..... +(11-1)11 



n 



als dasjenige Glied in ^^ , welches mit der höchsten Potenz von x — a im Nenner versehen ist und 
setzen wir kurzehalber : 

(410) ? = m, + 2m, + 3m, + + (n— 2) m^, + (w— 1) m«, 

so erhalten wir evident in den Coefficienten : 

als Werthe der Exponenten von (x — a)^ die den gemeinschaftlichen Nennern ihrer sammtlicbei Bnt- 
Wicklungsglieder zukommen * beziehungsweise die Zahlen : 

Multiplizirett wir jetzt in der Gleichung sämmtliche Coefficienten mit : 

so verschwinden offenbar in derselben alle Bräche und es erhalten die suecessiven CoeffiicLenteB, von X^ 
anzufangen, nach der Reibe, beziehungsweise: 

(411) m„-Hii„^i+...mj, iii^t+. . .-Hfij^ m„_,+. . .-f-m^, m^ , 

Factoren x — a an* der Zahl« was offenbar ganz und gar in Übereinstimmung steht mit dem für die 
anfSngliche Voraussetzung (409) geltenden Theile des bekannten Etiquette-Gesetzes. 

In derselben Weise lassen sich auch alle äbrigen im ersten Theile unserer Untersuchung 
durchgeführten Entvricklungen benutzen , wenn wir uns nur immer « wie gesagt , in denselben statt 9 
geschrieben denken - — ^ . Wird namentlich angenommen, dass unter den m genannten Grössen 
mehre einander gleiche gegeben seien, so dass etwa: 

(412) + 1 <m^<^m^< ... <mÄ<mjk+, = mÄ+,= =ni„^r<^h^r^t< •• <»»ii^t<«»» 

wäre, so kann einerseits, ganz wie S. 301 gezeigt werden, dass in einem jeden einzelnen Oiefficienten 
jederzeit der ^ genannte Bestandtheil über den Werth des Exponenten von x — a im gemeinsebaftlieiMi 
Nanner sammtUcher EntwicklnngsgUeder entscheide, trete d«n, dasa unter der Voraussetzung (412) in 
den Nennern der ^. zufällige Verringerungen der Anzahlen von Factt ren x — a möglich sind. Derlei 
.} Verringerungen aber vermögen einzutreten: 



Erstens: in Folge des Umstandes , dass ^„ « welches zufolge (398) in allen übrigen ^ als 
Factor erscheint, weniger als q Factoren x — a in seinem Nenner enthalten kann. In der That : wäre etwa 
jit^^.4 = 1»^+, • 80 kommen im Zähler der Differenz ^^ — ^^' respective in Einem Factor von JT^ we- 
nigstens zwei Glieder vor, die kein (x — a) enthalten, und die sich sonach in speziellen Fällen aufzu- 
heben im Stande sind. Hierdurch aber wird der Zähler jener Differenz, und sonach auch der Zähler von 
jr„ selbst durch Einen oder mehre Factoren x — a theilbar, was wieder, nach vorgenommener Abkur- 

ung zu einer Verkleinerung des Exponenten q im Nenner von ^„ Veranlassung gibt; 

Zweitens: in den gemeinschaftlichen Nennern der mehrgliedrigen Ausdrücke, welche in den 

Verthen (398) als Multiplicatoren von JT,, erscheinen und in deren Zählern , aus demselben eben ange- 

Ihrten Grunde, gelegentlich gleichfalls eine Theilbarkeit durch Einen oder mehre Factoren x — a ent* 

tehen kann. 

Das Wegfallen von Factoren (x — a) in den Nennern der JT aus dem erstangeführten Grunde, 

ermag nun evident, zufolge (398), in den gemeinschaftlichen Nennern der successiven Coefficienten 
nur die absoluten Anzahlen solcher Factoren, nicht aber die Unterschiede dieser Anzahlen zu verän- 
dern ; Aufhebungen aus der zweiterwähnten Ursache aber vermögen in Gemässheit der (403) nur In den 
mittleren Coefficienten der Gruppe : 

einzutreten , in welchem Falle dann die Coefficienten X^^^..^ , X^^^, X^^^ weniger Factoren 

X — a, als ihnen sonst nach der Regel zukämen, in ihren Nennern beherbergen würden. Diess gäbe 
nun, nach Wegschaffung aller Brüche aus der Gleichung, Veranlassung zur Entstehung von ausspringen- 
den Winkeln, die wir bekanntlich nach unserem verallgemeinerten, SS. 8 und 15, auseinandergesetzten 
Etiquette-Gesetze als Zufälligkeiten zu betrachten und wegzuschneiden haben; die Polygonallinie aber, die 
wir hierdurch erhalten, ist eben diejenige, die wir durch Anwendung unserer geometrischen Constructions- 
methode auf die gegebene Gleichung unmittelbar gewonnen hätten , wenn in dieser letzteren die zufälli- 
gen Aufhebungen der erwähnten Art nicht vorgekommen wären, und es ist daher zuletzt immer nur 
diese Polygonallinie , aus deren Betrachtung wir die entsprechenden , auf die Form der particulären Inte- 
grale Bezug nehmenden Folgerungen ziehen. 

Wir glauben zur Genüge angedeutet zu haben, in welcher Weise die im ersten Theile unserer 
Untersuchungen durchgeführten Betrachtangen auf die vorliegenden anzuwenden seien , so dass wir einer 
detaillirten Besprechung der beiden hier noch nicht erörterten Fälle überhoben zu sein vermeinen. Es 
durfte hinreichen zu bemerken , dass der nun an die Reihe koounende zweite Fall, wo : 

m^ = m, = iWg = = Mif = 1 {, 

angenommen wird, in seiner Behandlungsweise denjenigen im ersten Theile dieses Paragraphes ent- 
spreche, dem die Voraussetzung (406) zu Grunde gelegt wurde. Denn so wie an jenem Orte eine jede 

Summe wie ^^^^ , sobald dieselbe mit einem der Stellenzeiger 1,2,3, k verknüpft erschien, 

lauter Entwieklungsglieder von demselben Grade — r besass, so liefert hier eine jede solche Summe (2}'**^ 

39 
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unter derselben Bedingung lauter Glieder , denen allen der Nenner (x — oY zukommen wird , so dass 
hier wie dort alle Glieder von 0^**' zu berficksichtigen sind. 

Endlich entspricht der dritte und letzte der zu erörternden Fälle, der nämlich, wo: 

(414) m^<m^<^m^< < m^ < 1 

angenommen wird , rficksichtlich der auf ihn anzuwendenden Betrachtungsweise , vollständig deD\iebigen 
im ersten Theile dieses Paragraphes, der von der in (407) niedergelegten Voraussetzung ausgeht, denn 
es ist für beide in einer jeden Summe wie ^^'i-, so oft eine solche mit dem Stellenzeiger 1 , 2 , 3 , . . . /c 
verknüpft erscheint, immer nur das letzte Entwicklungsglied, als dort den höchsten Grad, hier aber 
die grösste Anzahl von Factoren x — am Nenner ausweisend , zu berficksichtigen. 

. 17. 

Zusammenhang der bisherigen Lehren mit den gangbaren geometrischen Anschauiingsweiseu. 

Unklarheit in Bezug auf den Zweck den man zu erreichen wünscht, ist bekanntlich eines der 
vorzuglichsten Hemmnisse der Wissenschaftsforschung sowohl, als auch des Studiums ihrer bereits auf- 
gefundenen Lehren und der Verfasser dieses Werkes muss selbst bekennen , dass er auf dem Felde der 
Integration der DiiTerentialgleiehungen so lange nur geringe Fortschritte machte, als er mit dem Worte 
»Integriren« nur den BegriflT verknüpfte des Aufsuehens einer wo möglich geschlossenen. Genüge 
leistenden analytischen Form, gleichgiltig ob diese mit der nöthigen Durchsichtigkeit begabt ist oder nicht. 
Es ist daher schon in S. 1 dieses Abschnittes gesagt worden und kann nicht genug wiederholt werden, 
dass man vernünftiger Weise nichts anderes wünschen könne, als das vollkommene Verständniss des in- 
haltreichen Lapidarstyls, den die Differentialgleichungen sprechen; dass somit das Integriren nicht Zweck 
sei, sondern nur Mittel zum Zwecke, und dass eine aufgefundene, die Differentialgleichung erfüllende Form 
desto mehr Werth habe , je durchsichtiger sie ist , je bereitwilliger sie geometrisch construirt vor das 
Auge des Geistes tritt und auch gelegentlich gar keinen Werth haben könne , wenn sie über die in der 
Differentialgleichung enthaltenen Naturgesetze gar nichts lehrt , was z. B. der Fall ist bei einigen Integra- 
len gewisser im II. Abschnitte dieses Werkes betrachteten Differentialgleichungen und namentlich der (95), 
Seite 57, so dass man also wirklieh integrirt haben kann, und demungeachtet zuweilen genöthigt ist, 
das Integral in anderer Form von neuem aufzusuchen. Wir haben nun bisher die analytische Erfah- 
rung gemacht, dass einer Differentialgleichung mit algebraischen Coefficienten , oder, richtiger gespro- 
chen, mit Coefficienten erster Klasse, particuläre Integrale von der Form e angehören, allwo 9 

ebenfalls eine Function erster Klasse andeutet. Man wird daher hier die Frage aufwerfen : Ist diess wohl 
eine unserem Vorstellungsvermögen mit Leichtigkeit zugängliche Form^ und wie wird man es anfan- 
gen , um hievon ein geometrisches Bild zu bekommen ? Wir tragen hier nicht im Sinne die sämmtlicheii 
geometrischen Eigenschaften aller so aussehenden Functionen des Breiten und erschöpfend zu erörtern, 
denn diess ist Sache des Wissenscbaftsforschers in jedem speciellen Falle und zumeist schwer genug; wir 
beabsichtigen vielmehr hier nur oberflächlich den Zusammenhang darzuthun zwischen der 
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werden , als mit den BedinguDgen , unter welchen die lineare Differentialgleichung zu Recht besteht , im 
Widerspräche stehend , man sich daher auch nicht die Mühe gibt nach dem geometrischen Bilde eines 
solchen unbrauchbaren particulären Integrales zu streben. Es liegt daher nahe , sich x unendlich gross 
werdend zu denken und nach deijenigen einfachen Carve zu forschen , der sich die in Untersuchung 
stehende desto mehr nähert, je grösser x wird, die offenbar die Rolle einer Assymptote spielt. Da 
nun die Functionen i^ {x) und f(pc) der ersten Klasse angeboren , so nähern sie sich , beim unendlichen 
Wachsen der unabhängigen Veränderlichen x^ fortwährend einer gewissen Potenz derselben, also 
i^(x) = — ax'', in ähnlicherweise f(pc) = bx^^ so dass also die As^ymptotengleichung: 

(418) y = e-^'' . bx'f 

ist. Sie kann noch einfacher geschrieben werden, in den beiden hier denkbaren Fällen p > und p << ; 
da nämlich x sehr gross gedacht werden muss , so geht sie im ersten Falle über in : 

(419) y = e-^. 

im zweiten Falle aber , wo die Exponentielle für sehr grosse x gegen die Einheit convergirt , in : 
(480) y = bx'f. 

Es ist daher , fär Werthe von p , welche die Nulle überschreiten und die man bekanntlich aus der Diffe- 
rentialgleichung selber gewinnt, als um die Einheit vermehrte Repartitions^hhlen der Ansteigungen und 
derjenigen Abfalle , welche kleiner sind als Eins, eine exponentielle Assymptote vorbanden, für 
solche p hingegen, die unter der Nulle, also negativ sind, tritt eine algebraische Assymptote 
aaf, deren Beschaffenheit vom Exponenten 9 abhängig ist Man kann sie für 9=1 geradlinig, für 
q^O im Allgemeinen parabolisch, für qK.0 hingegen hyperbolisch nennen. Es drängt sich 
uns hier die Bemerkung auf , dass das geometrische Anschauungmrmögen sich um den Werth vonp, 
wenn er negativ ist , gar nicht kümmere , sondern für die verschiedensten negativen p ein und dieselbe 
algebraische Assymptote statuire, gerade so, wie es auch die Differentialgleichung macht, die bekannt- 
lich gar keinen stärkeren Abfall als charakteristisch anerkennt, als den um die Einheit in der Ord- 
nungszahl , so dass also objective und subjective Formenlehre sich hier in der schönsten Harmonie befin- 
den , indem , was die Eine nicht beachtet auch der anderen nicht wesentlich erscheint und man mit 
Einem Worte sagen kann: Der Bau der Differentialgleichung in Bezug auf die Ord- 
nungszahl der Coefficienten gebe nicht mehr und auch nicht weniger als die 
Assymptoten derjenigen Curven, welche die particulären Integrale darstellen. 

Diese Assymptoten sind aber keineswegs alle überhaupt existirenden , es fehlen nämlich die- 
jenigen, die den Factoren von der Form x — a im ersten Coefficienten entsprechen und 
in den particulären Integralen irgendwo als Nenner vorhandener Brüche vorkommen ; sie sind sämmtlich 
zur Coordinatenaxe der y parallele Gerade; diese also liefert die Zusammensetzung des 
ersten Coefficienten aus einfachen Factoren , während die anderen, früher erwähnten, aus den Ordnungs- 
zahlen sämmtlicher Coefficienten hervorgehen , so dass also die Gesammtzahl aller einer Differentialglei- 



chung entsprechenden Assymptoten der ersten und der zweiten Art gleich der Ordnungszahl der Gleichung 
mehr der -Gradzahl dee ersten Goeificiaiten sein kann , aber , wegen der Möglichkeit solcher Faotoren in 
demselben, deren Verschwinden kein Unendlichwerden des Integrales veranlasst , nicht sein muss. Es ist 
gut ein geometrisches Bild aller dieser Assymptotenformen vor Augen zu haben; die 
Fig. i der dieser Lieferung angefugten Tafel zeigt einige der parabolischen, nämlich die: 

y = x, y*=px, y'=p*x, y^ = p^x; ( 

ebendaselbst sind auch einige hyperbolische verzeichnet, und zwar namentlich die: 

.. P .-• P ,,8 " .,* P , 

y = "• y ::r* y ~'z:^ y ~':^' < 

X X X X 

Die Ffg. 2 hingegen stellt einige der exponentiellen Assymptoten bildlich dar, nämlich die: 

y == pe ^, y = pe '', y = pe ^, y = pe ^*; ( 

sie sind, so zu sagen, die Ausläufer der ebenerwähnten, in der Gleichung (416) enthaltenen Gerust- 
carve und dienen, wenigstens mit demjenigen ihrer Äste, die sich der Axe der x, oder einer in endli- 
chem AbStande von dieser Axe beflndlichen parallelen Geraden, etwa Aery=p fortwährend nähern, die 
particolären Integrale zu veranschaulichen. 

Will man, zur genaueren Einsicht in die Natur eines solchen particulären Integrales und seiner 
Eigenschaften, nicht bloss für grosse, sondern auch für kleinere x dasselbe wirklich geometrisch 
construiren, so fängt man am besten mit der Gerustcurve (416) an und um diese darzustellen dienen die 

beiden algebraischen Curven : 

y = \jf ix) und y = f {x). 

Zur Verzeidmung irgend einer derselben, z. B. der ersten, sucht man zuvörderst diejenigen a?, die der 
Gleichung i/)(a?) = Genjige leisten — sie sind die Abscissen der Durchnittspnnkte mit der Axe der x\ 
dann dicijenigen, welche die Gleichung ^(a:r)==cx) erffillen und zur Axe der y parallele Assymptoten 
liefern. Eben so gibt ferner die aufgelöste Gleichung i^ (x) = die Orte der Maxime und Minima der 
Ordinaten und tl/(x)^co die Spitzen , ferner ifi" (x) = die Wendepunkte u. s. w. Hat man auf diese 
Weise und mit den so gewonnenen geometrischen Daten diese erste Curve verzeichnet , so macht man 
es mit der zweiten y = f(x) eben so. — Wir wollen diese Zeichnungen als fertig voraussetzen. 

Aus der dargestellten krummen Linie y=^rf>ix) leitet man nun die Exponentielle »sz^e"^^*^ ab. 
was mit Hilfe der unter den Assymptoten vorkommenden y=e'^ geschehen kann , auf folgende Weis« 
und Punkt für Punkt : Unter der Voraussetzung , dass die Abscissen x beiden Curven , der algebraischer 
and der exponentiellen , gemeinschaftlich sind, dass man also etwa beide Ober derselben Abscissenaxc 
eonstruire , wird man , um aus dem vorhandenen y das « abzuleiten , das y abfassen und in die Curve 
y^^e^ als Abscisse auftragen; die dieser Abscisse entsprechende Ordinate ist eben das gesuchte «. 

Nach vollendeter Verzeichnung der beiden krummen Linien % = e^^^^ und u = f{x) kann man 
zur Verzeichnung des Produktes t/« , d. h. der G e r fi s t c u r v e übergehen. Denkt man sich die beiden 
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ersteren abermals über eiaerlei Abscissenaxe, so gehören sämmtliche Durchschnitte mit der Axe der x 
der einen und der anderen auch zur Gerästcurve. Eben so hat letztere auch alle verticalen Assymptoten 
mit den ersteren gemeinschaftlich und man wird offenbar die Ordinaten y der übrigen Punkte der Geräst- 
curve ans den entsprechenden und auf dieselbe Ordinatenlinie fallenden z und u durch folgende einfache 
geometrische Construction ableiten können: Von dem gemeinschaftlichen Fusspunkte der drei Ordinaten 
«, ti, 2^ aus, trägt man auf die Axe der x und zwar auf die positive Seite die Einheit des Masses und 
zugleich auch die Ordinate z oder auch die ?/, wenn man Letzteres für besser findet, diese Ordinate jedoch 
nach der positiven oder negativen Seite, je nachdem sie selbst positiv ist oder negativ; den Endpunkt der 
aufgetragenen Einheit verbindet man mit dem Endpunkte der auf die Abscissenaxe nicht getragenen Ordinate 
durch eine gerade Linie und zieht zu dieser durch den Endpunkt der auf die Abscissenaxe getragenen 
Ordinate eine Parallele. Ihr Durchschnitt mit der getneinsehaftlichen Ordinatenlinie ist der gesuchte Punkt 
der Gerästcurve. 

Hat man sich auf diese Weise Punkt ffir Punkt die Gcrustcurve verschafft, so wird man daraus 
die durch den Zusatz des Factors Cosy(x} entstehende wellenförmige, das eigentliche Bild des par- 
ticulären Integrals darstellende krumme Linie (415) auf folgende Weise ableiten: Man construirt die Ge- 
rästcurve nicht bloss aber, sondern auch unter der Abscissenaxe , sie gewisserm«')ssen umlegend um die 
Drehungsaxe der x, d. h. man denkt sieh nicht nur die Curve y = + e**'/'(a:) sondern auch die 

j^= — e*''/(x) aber denselben Axen verzeichnet, sucht sodann die Wurzeln der Gleichung : Co« x(ar)=0, 

2r-+-l 
oder, was dasselbe ist, der Gleichung: jc(a?)= — - — Xt unter r eine beliebige ganze Zahl verstau- 

den; es sind diess Abscissen neuer Durchschnittspunkte mit der Axe der x, die, der wirklichen, wellraför- 
migen, das particuläre Integral bildlich darstellenden krummen Linie eigenthämlich, zu jenen der Geräst- 
curve noch hinzutreten, sodann verschafft man sich auch die Wurzeln der Gleichung Cosy(x)= + 1, 
oder auch der ji (x) = rjc und erhalt die Abscissen der Punkte , in denen die wirkliche Curve ihr oberes 
oder unteres Geräste berührt, je nachdem r gerade ist oder ungerade. Nach diesen erhobenen geometri- 
schen Daten, die sieh, wenn man will, durch fernere Erhebungen noch vervollständigen lassen, ergibt sich 
die wellenförmige Curve ohne Schwierigkeit. Der Abstand zweier nächster aus ihren Durchschnittspunkten 
mit der Axe der x , oder die Länge einer Welle hängt von dem mehr oder minder raschen Wachs- 
thume der Function y (x) ab — je rascher das Wachsthum, desto kürzer die Welle. Ist j: (x) eine Func- 
tion von der Ordnung Null , so nähert sieh die Wellenlänge bei dem unendlichen Wachsen von x einer 
Constanten Grösse, ist die Ordnungszahl von x{x) positiv, dann kürzen sich die Wellen ins Unendliche, 
ist sie negativ, dann verlängern sie sich ebenfalls ins Unendliche. Gibt es einen endlichen Werth a, für 
den y (a?) = oo wird, so kürzen sich die Wellen in der Nähe von x=^a plötzlich und so, dass die Wel- 
lenlinie eng zusammengeschoben auf- und abschreitend zwischen ihrem oberen und unteren Gerüste den 
ganzen Raum zu erfüllen scheint, und von dieser so gestalteten Curve biethet der Bau 
der Differentialgleichung in Bezug auf die Gradzahlen der Coefficienten die 
Assyraptote, oder, bestimmter gesprochen, er biethel die Ordnungszahl derjenigen aus den drei 
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de numerisch die Einheit uberschreitel , und mag in diesem Falle durch die negative Einheit ersetzt 
rerden, weil diese, wenn auch nicht die in Bede stehende Ordnungszahl, doch wenigstens die alge- 
iraisehe Assymptote voHkommen richtig beicundet. Sind die in angezeigter Weise ermittelten Repartitions- 
othien , respective Ordnungszahlen der 9 , die wir der Reihe nach mit : 

9i ' 9« ' 9» ' 9n-i • 9« 

bezeichnen wollen , beziehungsweise und vom grössten angefangen : 

so trägt das allgemeine Integral die Gestalt: 

(4*5) y = C,e + C,e + + C„ e 

und es repräsentirt jeder Bestandtheil desselben eine bestimmte Curve, die ihre eigene Assymptote besitzt, 
um die es sich hier zunächst handelt. Weil nun aber der Voraussetzung nach die 9 genannten Functionen, 
nach absteigenden Potenzen von x geordnet , Anf^^gsglieder besitzen wie : 

a^ x^* , a^x^t ^ a, x''« , «« ^^ . 

und folglieh die Werthe von f^ dx mit Gliedern anheben wie : 

6. x^«+*, 6,0?''«+*, 6, a?^»^* ftnar''*^*» 

und diess zwar mit alleiniger Ausnahme des unter den Repartitionszahlen meist vorfindigen Werthes 
— 1 , für den offenbar ein Logarithmus an die Stelle der 0^ + 1)^^" Potenz tritt, so sind die Gleichun- 
gen der gesuchten Assymptoten enthalten in folgender einzigen : 

(486) • y = C. *».-"*■" . C. e».-"'". C„ c*»-"""; 

unter ihnen gestalten sich diejenigen , für welche p von der negativen Einheit verschieden ist , exponen- 
tiell , die änderen , wo p = — 1 ausgefallen oder angenommen worden ist , algebraisch und zwar , nach 
Massgabe der Umstände, geradlinig, parabolisch oder hyperbolisch. Die Werthe der Coefficienten 
»t , a, , . . . a^i, 6^, 6, , . . . 6i, haben wir zwar noch nieht aufzufinden gelehrt, bemerken aber hier, 
dass sie in der Regel Wurzeln seien einer höheren algebraischen Gleichung , welche Gleichung man , 
ohne Rechnung , aus der blossen Ansicht der Differentialgleichung unmittelbar aufschreibt Der nächste , 
IV. Abschnitt bringt hieräber das Nähere. 

Nach der Ermittlung der Assymptoten kann man zur vollständigen Integration der Dif- 
ferentialgleichung auf doppeltem Wege schreiten, nämlich: man benützt entweder die Assymp- 
tote als Unterscheidungszeichen und fordert der Analysis dasjenige particuläre 
Integral ab, welches eben diese bestimmte Assymptote besitzt, oder man sucht die 
algebraische Gleichung , welche die Wurzeln 9t, 9,, ... 9» hat. Von dieser algebraischen Gleichung 
ist uns aber bisher nur erst Folgendes bekannt : 



Erstens: Das den €oeffieientenbatt umspannende Polygon isl dasselbe wie bei der Mfferen* 

tialgleichung , oder, mit anderei Worten, die RepartitlonszaUen p^ , p,, . fi„ haben hier nnd dort 

einerlei Werth, diese jedoch mit Ausnahme derjenigen, welche unter die negative Einheit fhlten; 

Zweitens: die Glieder höchsten Grades nach x sind in beiden Gleichungen dieselben und 
Drittens: die ersten Coefficienten in beiden Gleichungen haben gewisse Paetoren und vor- 
zugsweise die wiederholten gemeinschaftlich. Da diese aber hier und dort in verschiedener Anzahl vorkom- 
men können , da femer jede der beiden. Gleichungen ihr eigenthumliche enthalten kann , so ist man doch 
nicht im Stande aus dem ersten Coefficienten 4er Einen jenen der Anderen unmittelbar abzuleiten. Gleich- 
wohl soll im fünften Abschnitte eine Methode beigebracht werden, die Differentialgleichungen auf 
diesem Wege zu integriren und zwar , wenn möglich, mit geschlossenen Coefficienten -^ wir wollen die- 
selbe weiter unten durch einige praktische Bemerkungen vorbereiten. Wir können aber auch den Coef- 
ficientenbau der Differentialgleichung, in Bezug auf die Zusammensetzung 
aus einfachen Paetoren von der Perm x — a, ins Auge fassen und zur Integration dersel- 
ben auf Grundlage dieses Baues schreiten ; nachdem wir wissen , dass jedesmal der erste und , bei vor- 
kommender Wiederholung, auch die folgenden CoeflBcienten alle dicsjenigen Paetoren x — a in sich ent- 
halten , bei deren Verschwinden ein Unendlichwerden , eine Unterbrechung der Stetigkeit , ja oft sogar 
ein Nullwerden des partioulären Integrales oder eines seiner Differentialquotienten stattfindet , so können 
wir fragen: Welches ist dasjeni-ge particulare Integral, das unendlich oder un- 
stetig wird für x=a9 oder ffir x=^ß^ wenn x — a, x—ß^ im ersten Coefficienten 

vorkommende Paetoren sind ? Offenbar firägt man hier wieder nach Assymptoten , die jedoch geradlinig 
und der Axe der y parallel sind. Die Integration der Gleichung in diesem Sinne liest sich auf folgende 
Weise vorbereiten : Man zählt die Paetoren x — a , die in den suecessiven Coefficienten der Differential- 
gleiehnng, vom ersten angefangen« vorhanden sind und forscht, gegen den letzten zuschreitend, nach 
dem grössten auf das Coeflicientenpaar entfallenden AbfiiUe in der Anzahl dieser Paetoren und dem Coelfl- 
cienten, bis zu welchem er stattfindet. Von diesem angefangen nach dem nachstniedrigeren Abfalle und 
dem Coefficienten , bis zu welchem er stattfindet u. s. w. , rcvtrtirt femer diese Abfälle auf die einzel- 
nen CoeSleientenihiare , se, dass man eine Reihe von in absteigende Ordnung aneinandergereihten 
Repartitioiiszahlen : 

t ^ ^ » ••r-i 



gewinnt , die so lange ganz verlSsslioh sind , als sie die positive Einheit überschreiten und sogar für 
m=l in ebem gewissen Sinne noch ihre Verlässlichkeit behaupten — andere Werthe von m haben 
wegzubleiben, und aus diesen Erhebungen schliesst man jetzt auf eine vorhandene Gruppe von particu- 
lären Integralen r an der Zahl, wie folgt: 

y = D,e^ (*-*^'"' , D^ e-^ <*-'^"'« D^ e' ^*-^^^ 

Von diesen könnte man sich allenfalls die GMehung befreit denken , dadurch auf die (n — r)te Ordnung 
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henbgesetit und integrirL Es seien y^t> Sfr+s Vn die ihr Genfige leistenden Werthe , die für 

x^=^a nidit mehr unendlich werden, so erseheint das allgemeine Integral der vergelegten Differential- 
gleichnng auch noch in fblgoidar anderen Gestalt : 

/ •Vtdx r 'P^dx r "^ dx 

+ i»r+i yr+i + A +• yr+i + + ^ii y«- 

Man könnte aber auch das den Coefficientenban ans Pactoren x — ß umspannende Polygon 

der Integration zu Grunde legen und würde das allgemeine Integral erhalten in der folgenden , ähnlichen 

Gestalt : 

f J^^l. f Xi<far r x,dx 

(488) y = E,e^ ^^-^^'* + £, e^ '^-^>''« + + E, e-' ^*-^>''* + 

u. s. w. Jeder Werth 1 des Exponenten m oder ju gibt Veranlassung zu einem Divisor (x — aY des 
betreffenden particulären Integrals und zugleich verschwindet aus dem Exponenten der Exponentielle das 
X — a oder x — ß ganz. Grösseren Werthen von- m oder fi gehören wohl auch solche Divisoren an , 
nur mit dem Unterschiede , dass x — a oder x — yS im Exponenten bleibt 

Welcher Zusammenhang besteht denn jetzt zwischen den verschiedenen 
Formen des allgemeinen Integrales (425), (^27) und (428)? ist wohl die natürlichste, 
nächste und wichtigste Frage , die sich hier stellen lässt und die vermuthlieh der angehende Wissen* 
schaftsforscher noch etwas bestimmter formuliren wird. Er wird nämlich die erste und auch ohne Wider- 
rede nützlichste dieser drei Formen speziell ins Auge fassen, fkragend: Welche der Functionen 
9if 9.« . • . 9/1 hat denn den Divisor (x — a)"** ? und es ist keinem Zweifel unterworfen, dass, wenn 
man die Divisoren unter die 9 nach einer bestimmten Regel so recht hübseh vertheilen könnte, diess kein 
unbedeutender Schritt zu nennen wäre zur Kenntniss des Integrales. Dem ist aber nicht so. Bei den alge- 
braischen Gleichungen gehört nämlich ein ermittelter Factor oder Divisor wohl in der Regd einer be- 
stinunten Wurzel an, welcher? — bestimmen die Werthe der constanten, in der Gleichung voriiandenen 
Parameter, so dass, wenn man diese letzteren unbestimmt lässt, es in der Regel aadi nnentnebieden 
bleibt, welche Wurzel für x = a unendlich werde, indem der Divisor x — a, bei vorgenoBrnnner Än- 
derung dieser Parameter zwar von einer Wurzel zur anderen wandern kann , aber für bestimmte Werthe 
derselben immer nur einer einzigen bestimmten Wurzel angehört. Bei den Differentialgleichungen dage- 
gen kann man Ahnliches höchst selten von den particulären Integralen behaupten ; hier besitzen die Divi- 
soren x — a nebst der eben zur Sprache gebrachten Freizügigkeit noch andere in dem Umstände ihre Er- 
klärung findende Freiheiten, dass das allgemeine Integral auf unendlich viele verschiedene Arten ge- 
schrieben werden kann ; wir können nämlich nur folgende Grundregel aufstellen : 

Wenn man mehrere Gruppen von particulären Integralen, je n an der 
Zahl, hat, aus denen das allgemeine zusammengesetzt ist, so lassen sich die 
einzelnen Glieder einer jeden Gruppe, aus den einzelnen Gliedern einer jeden 
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aoderen dureh Multiplication mit bestimmten Constanten, die auch Fancttoneii eonatan- 
ter Parameter sein können« und Addition ableiten. — Wir haben s. B.: 

e^^*^*^'=c,c +c,e + + CnC ; (4«9) 

unter c^^ c^^ ... c„ werden hier keine willkürlichen, sondern bestimmte constante Goefficienten verstan- 
den , die im Allgemeinen Functionen sind der in der Differentialgleichung vorkommenden Constanten Pa- 
rameter und es lässt sich nicht sagen, zu welchem ^ ein bestimmter Divisor gebore; er gebort, je 
nach Umstanden , zu Einem , zu zweien , sogar zu allen. Da hier Beispiele am meisten geeignet sind 
Klarheit über den Gegenstand zu verbreiten, so kehren wir zur Gleichung (161), Seite 79, des U. Ab- 
schnittes zurfick : 

d^y dy 

^^-"rf^-*'*^ = °' (430) 

deren allgemeines Integral alldort unter anderen zufolge (165) enthalten isit in folgender Form: 



Der Factor x im ersten Goefficienten deutet, kraft unserer Formenlehre, auf Ein particuläres Integral 
mit dem Nenner x^ ; der Werth von k , der bekanntlich allgemein aus folgender Gleichung hervorgeht : 



(431) 



k = 






(x — a)| — (» — 1), 



iu der jetzt, u=^'l, a=sQ, X.^i = — a, X.^'^x gesetzt werden moss, um zu erhalten: 

i 

deutet auf Ein vorhandenes particuläres Integral mit dem Faetor x^^*. Wenn man nun fragt, bei welchem 
der beiden particnlaren Integrale (431), bei dem mit der Exponentielle e^', oder mit der e~^' der ge- 
nannte Factor erscheine , so lehrt die Ansicht : bei gar keinem. Gleichwohl hat die Differentialgleichung 
in ihrer Behauptung Recht , dass es Ein der Potenz xf^^ proportionales particuläres Integral und auch 
nur ein einziges gebe. Diess wird aber ans den beiden in der Formel (431) ersichtlichen assymptotischen 
Integralen dordi Multiplication mit bestimmten Constanten und Addition zusanunengesetzt. Wir wollen 
diess • der Einfachheit wegen , nur fär den speziellen Fall a «= 2 darthoii , d. h. fBr die Gleichung : 

d^y dy 

deren zwei particuläre Integrale die folgenden sind: 

C. y. = G. «*'(ar--^). «.y. = <?.«-»' (ar+^) (434) 
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Nun , der der Potenz x* propertionale. Genüge leistende Ausdrock ist weder y^ noch y« , wehl aber 
Vt +yt' Hievon fiberzeugt man sieh leicht durch Entwicklung der in y^ und y^ erscheinenden Exponea- 
tialgrossen in Reihen , aus der sich : 

, r26' &*.&•. 1 

yi T^ yt L 3 15 420 J 

ergibt. Um ein anderes eben so einfaches Beispiel zu haben, setzen wir a = — 2 voraos, so dass es 
sich jetzt um die Gleichung : 

(435) x^+2^— b*xy = 



dx^ dx 



handelt, deren Integral: 



f^i ^:r . G^. ^-öx 



(436) y = ^ e*x ^. 2^ ^ 

X X 

ist. Hier soll k=i sein. Es wäre demnach ein einziges particuläres Integral vorhanden mit dem Divisor 
X. Fragen wir hier, welcher Exponentielle , ob der e*' oder der e"^' dieser Divisor x angehöre, so 
belehrt uns der Augenschein , dass beiden und doch ist nur ein einziges particuläres Integral vorhanden, 
welches für ar = unendlich wird. Es leistet nämlich der Differentialgleichung (435) offenbar auch fol- 
gender Ausdruck Genüge : 

^hx _i gr^x Jbx g,-bx 

(437) y = ff,l_jL£l_,_H.^— H-^, 

X X 

wo H^ und jff, willkfirliche Constanten bedeuten. Nur der erste Bestandtheil wird unendlich für x=0, 
der zweite behalt einen endlichen Werth. Es konnte hilsr im ersten Augenblicke befremdend auffallen, dass 

Q (2 

zwei particuläre Integrale , jedes mit x im Nenner , nämlich — ^ e** und — - c*^ Einer Differential- 

X X 

gleichung angehören können mit dem Factor x im ersten Coefficienten , während , nach den Ergebnissen 
unserer Formenlehre , die Einführung zweier solcher partfculären Integrale in Eine Gleichung im ersten 
und zweiten Coefficienten beziehungsweise die Faetoren x^ und x zur Folge haben sollte. Letzteres ist 
auch allgemein richtig und leidet nur eine Ausnahme im vorliegenden Falle , weil in beiden particulären 
Integralen der (435) derselbe für op = unendlich werdende und für sich Genüge leistende Bestandtheil, 
d. h. — (i^'+e^^ vorkömmt und es ist ganz klar, dass wenn man in die Gleichung (435) noch ein 

X 

drittes eben so zusammengesetztes particuläres Integral : 

(438) y=^[y^+x (^' + ^')J 

einführen wurde , wo y« eine für ^ »^^ nicht unendlich werdende Function andeutet, das Einführungsre- 
sultat kein anderes sein könnte als das dem y = Cy^ Entsprechende , weil : 

y = — (e*^ + e-*^) 

X 

ein der Gleichung (435) für sich Genüge leistender Werth ist , woraus folgt , dass diese Einffihning des 

■ 

particulären Integrals (438) eben so wenig einen neuen Factor x in den ersten Coefficienten zu werfen ver- 



nag, als dieBinfährung von y=: Cy^^ und so wird mao in I)eli6biger Anzalü ffir ar = unendlieli wer- 
doide particuläre Integrale einführen können« ohne in der Wesenheit nnd nach dem Zeugnisse der Diffe- 
rentialgleichung deren mehr zn besitzen als Eines. Diese sehr einfachen Beispiele belehren uns nnn zu 
Genüge , dass man , die Form (425) im .Aage habend , nidbt fragen könne ^ zu welcher der Functionen 
9i« 9t* • • • <?n ^^^ gewisser Divisor x—a gehöre. Ist nämlich a ein Nullmachender Werth« so ist 
die natürliche Antwort : »vermuthlich zu gar keiner;« isfs ein Unebdlichmachender , so dient zur Ant- 
wort: »zu einer, zu mehreren, vielleicht zu allen — wie*s kömmt« Die riehtige Fragestellung 
aber ist folgende : Welcher ist der in Binem^ einigen oder allen particularen Integra- 
len der Formel (425) enthaltene, für sich Genüge leistende, gelegentlieh allen 
gemeinschaftliche, für x=sa Null, -oder Unendlich, oder unstetig werdende Be- 
standtheil? 

Ungemein belehrend dürfte es an dieser Stelle sein, und der Leser möge es daher nidit unter- 
lassen, zurückzukehren zu S. 8 dieses Abschnittes, und nach den dort, S. 181, entwickelte Vorsehrif- 

»-^^ vorzunehmen. Die Differen- 
tialgleichung der ersten Ordnung, weicher das erste von ihnen Genüge Idstet, ist offenbar: 

dy 



ten, die Einführung der beiden particularen Int^n^e : -^ e^^ und —^ e 



X 



dx 



(bx - 1) y = 0. 



(439) 



Führen wir nun, um zu sehen wie es komme, dass der erste C!oefficient der (435) nur x in der ersten 
Potenz hat, das zweite ein, so gelangen wir zum Substitutionsresultate, das an der obangedeuteten 
Stelle mit P^ bezeichnet ist : 

Dieser Werth mit dem allgemeinen, an demselben Orte durch die Formel: 



(440) 



9(9) 
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(x — ay 
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gegebenen verglichen , zeigt , dass , gegenwärtig nnd in dem vorüegenden speziellen Beispiele : 
© (ar) = — (6x+ 1), « = 0. m = 1 , fi = —i, A =s — 26 
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sei, man sohin: 

P. __9M 



Pt (^-ay 






x~ . N 
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habe, woraus dann unmittelbar die Differentialgleichung (4d5) vermittelst der (12) des S. 2 hervorgeht. 

Hiemit ist aber das Bithsel gelöst: das eingeführte zweite, obgleich auch Vivx^O unendlich werdende 

(b(x) 
Mrtieulire Integral, iHrft keinen nenen Factor ar in den ersten Co^etetea, weiH der aus -r-^ — :^ 

«iiBWoitoiide PaitiAlbnich mit^m Nenner (x — a), hier gerade der . i ^ ist — und jetzt 

X X — CL 

irirt man rieb tat analjliaciien Gang der Einführung der zW^i« in (481) Jo der Form von unendliehen 
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Reihen eroeheineoden parlicaliren Integrib sekon ohne Mfihe vorstellen können. Es wird nStnüeh 
Eiitfährang des zweiten partienlären Int^prais das Snbstitntionsresultat eine besondere AbkfirznngsfiUgMl:: 
Divisibilitat von Zahler nnd Nenner durch mehrere Factoren x — a zeigen , in Fdige deren das sonst 

positive ju sieh in ein negatives ^verwandelt, und von dem nmneiciseh gleichen ond mit entg^engesetstem 

0(x) 
Zeichen behafteten Zähler des zu -^-^^-^ gehörigen Partialbruches aufgehoben wird. Man wird, hiebe! 

X — a 

nicht umhin können die Bemerkung anzuknüpfen , dass eine solche Tilgung jedweder Spur von x — ah 
der Gleichung (443) nur dann stattfinden kann, wenn m= 1 ist, dass somit fQr Werthe von m^ welche 
die Einheit äberschrdten, ein abweichendes Verhalten eintreten könne. Diess steht mit -dem analyti- 
schen Umstände in Verbfaidung, dass, wennjnan m=:s:^l hat« und wenn diess zu einem Divisor (x^^aY 
des particulären Integrales Veranlassung gibt , in Folge dessen dasselbe unendlich wird für x == a , der 
unendlich werdende Theil als geschlossener, algebraischer und gebrochener Ausdruck davon abgesondert 
werden kann, so zwar, dass der Rest, weldier naeh Abzug dieses unendlich werdenden Theiles vom par- 
ticulären Integrale zurückbleibt, nicht mehr unendlich wird für ar = a — ein Umstand, der nicht mehr 
vorhanden Jst , wenn an von der Einheit versohieden ausfallt. In der That: Nehmen wir an, um diesen 
zwar längst bekannten und schon von Cauehy in den ExerciceM de mathematique und namentlleh 
in seinem Calcul dei re^idus erschöpfend zur Sprache gebrachten und auch zu^ Zerlegung gebrochener 

^ Functionen in Partialbruche benutzten, hier aber sehr wichtigen analytischen Umstand klar vor Augen zu 

tb (x) 
haben. Ein particuläres Integral erscheine unter der Form: ---^ r^^, allwo rf)(x) eine beliebige, wenn 

man will auch transcendente Function von x sein kann, be^bt nur mit der Eigenschaft tär x = a stetig 

zu bleiben, und sohin entwickelbar zu sein vermittelst der Mac-Lauri naschen Formel in eine Reihe 

nach aufsteigenden Potenzen von x^a, Ist nun k reell und positiv , und bezeichnet man mit h die 

kleinste derjenigen ganzen positiven Zahlen, welche Jk dem Werfte nach überschreiten, oder das k 

selbst, falls es eine ganze Zahl wäre, so hat man, kraft der erwähnten Mac-Laurin'schen Formel; 

(444) m, = 10% + jtS^ + , . + ^^ .tr'<°l^. + »'"'■'+?(--)) (»-„)«. 



(«— a)* ix—a)" "*" («—«)*-' +••"*" (A— l)/(x-a)*-*+* 



h! 



und überzeugt sich durch den unmittelbaren Anblick , dass es möglich sei , von den in Rede stehenden, 

. I ■ 

für x=a unendlich werdenden particulären Int^ralen eine Reibe von algebraischen Brüchen, h an der 
Zahl , nämlich die : •' > 

^***> (X — a)* (a: — «)*-• "*" 2(a: — «)*"» "*" '. "*" (A — 1) / (a; — a)*-*+* 

zu subtrahiren , so dass der Rest , d. h. das Ergänzungsglied : 

(446) ^ \j ix - a) 

welches eine Functioii vonop ist, die die algebraische oder transcendente Beschaffenheit mit tf>(x) iheiit, 

nicht mehr unendlich Mfird tiTX=^a^ man also eben die vorliegende Summe (445) algebraisdier Briche 

it(x) 

als den in der gelegentlich transoendenten Function '-r^ rx unendlicdi werdenden siunmandeD Theil 

(x — ay 



anzusehen hat. Man findet keine Schwierigkeit das Ähnliche auch von imaginären Werthen von k , die 

• : . ■ • 

ihrer Natur nach paarweise vorhanden sein müssen , nachzuweisen^ 

Besitzt man nun nicht Eines, sondern mehre particulare Integrale, mit einem Nenner (x — a)*, 
während die Differentialgleichung durch einen einzigen, im ersten Coefficienten vorhandenen Factor x — a 
auch nur einen einzigen. Genüge leistenden und t{\Tx = a unendlich werdenden Werth bekundet, so 
geht dem Gesagten nach, dieser letzterwähnte Werth als aggregativer Bestandtheil in alle erstgenannten 
particulären Integrale mit dem gemeinschaftlichen Nenner (x — a)* ein. Aus ihnen allen wird sich der 
unendlich werdende Theil in Form einer Summe von algebraischen Brüchen h an der Zahl sondern 
lassen, und es müssen offenbar alle so gesonderten Summen, respective unendlich werdenden Bestandtheile 

■ 

bis aof einen constanten Factor identiscli dieselben sein. Erscheint daher unter den gemachten Voraus- 
setzungen das assymptoüsche allgemeine Integral etwa anter der Form : 

^ ~ Car-«)* "^ (x-a)* "^ ^ (*-«)* ■•" (ar- a)*' ' (**^> 

so können sich die ffir x=a unendlich werdenden Bestandthdle seiner verschiedenen Glieder, d. h. 
die algebraischen Summen: 

V\ («) , !/»'.(") , rt>U») , ' , f^'Hct) 

(x- a)" "*~ (x — af-' '•' 2(0? — rt)*-* "*" "*" (Ä — l)/(a? — a)*-*+' 

(ar-a)* ^ (x -a)*- ^.2 (« — a)*"' ^ ^ (A — 1) / (ar - «)*-»+• <^***^ 

i^„(a) f„(a) i^;(ct)' j_ _J»!:ÜM___ 

(ar — a)* "*" (a? — a)*^'- 2(a?— a)*-* "^ " • '■ "*■ (Ä - 1) / (ar — a)*-»+' 

nor in constanten Factoren unterscheiden — ein Unterschied, den man auch ganz in die Integrationscon- 
stanten C, , C,, ... C„ zu werfen: bereditigt Ist, wodnrdidie vor Augen liegenden Sotamen in das 

Verhältaiss der Identität treten und man somit zwischen den Pniietionen ^^t« '^«* ^n folgende le- 

latiens^Gleiehnngen gewinnt: 

4\ (") = «^'. (a) = ...•. = fnia) 



(449) 



^(A-.; (_„) ^ ^(^*-.j (a) = = ti'},*-'' (a) 



•( . 



d. h. ^ wenn der erst« Coeffidettt der IMfferentialgleiehung nor Einen Faetor ix — a) besitzt , so können 
demnngeaditet mehrere , Ja alle assymptotischen particulären Integrale einen gemeinsehaftliehen Divisor 
(flF-r a)* answeismi, mtr^miss^ dann die zu dieson gemdnsdiaftlichen Nenner gehörigen Zähler — wir 
meinra die Fdnfllonmi 1^1,1^«, . . . -^n ^^^ eisten Mfferentialqnotienten , vom 0^ angefangen h an der 
Zahl, fSr den speziellen Werth xs=a gemeinschaftlich besitzen. Ganz anders vterhiltei^ die Sache, 



(450) 
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wenn ein particuläres Integral in der Form e-^ (*-«)"• ersc^int und wenn m die Einheit ubersehrdtet : 
auch dieses wird nämlich für x = (x unendlich werden können , man wird aber nicht im Stande sein, 
den aggregativen unendlich werdenden Bestandtheil zu sondern, weil, wie wir noch etwas spater zu 
zeigen gedenken, dieser Fall auf den unmittelbar früher betrachteten zurückgeführt A = oo und somil 
eine vollkommene Identität der i^ genannten Functionen voraussetzen würde. 

Wir wollen unsere beiden einfachen Beispiele noch nicht verlassen , ohne den entspreehendei 
Nutzen in Bezug auf einen anderen Weg des Integrirens daraus gezogen zu haben : die Aufstellung nam- 
lieh der algebraischen Gleichung, die der differentialen zu Grunde liegt und die Wurzeln 9^, 9,, . • . 9f 
besitzt. Wir bringen zu diesem Zwecke die vier Functionen , respective particulären Int^^le : 



— e"*^ 

X 



auf die Form e , wodurch sie bezüglich den vier Ausdrücken: 



(451) c , c , e , c? 

identisch gleichwerden , und sehen sobin , dass für die Gleichung (433) : 

_ Vx _ fr'x 

(45«) ^* ~ hx—i^ ^' ~ 6a?+ 1 

sei , somit die algebraische Gleichung in 9 , welche die Wurzeln 9^ und 9, hat , nämlich : 

9* — (9i + 9«) 9 + 9i 9« = ö' 
d. h. diejenige, die der differentialen (433) zu Grunde liegt, in entwickelter Form: 

(6'ar* — 1) o* — 26'ar . © — 6*a?' = 
(463) ^ 

heisse. Vergleicht man sie mit der Differentialgleichung, so gewahrt man alsobald dasselbe den Ooeili- 
cientenban unspannende Polygon in beiden ; selbst die Glieder hSchsten Grades nach x sind beiderseits 
dieselben. In den Factoren jedoch des ersten Coefficienten ist keine Übereinstimmung ersichtlich. Der Fac- 
tor X der Differentialgleichung ist in der algebraischen nicht vorhanden. Die Ursache hievon lasst sich 
angeben : es ist nämlich x kein Unendlich-, sondern ein NuU-machender Werth , und das ihm entspre- 
chende k eine bestimmte, ganze Zahl. Ferner hat die algebraische ein Paar Factoren im ersten 
Coefficienten, nämlich bx — 1 und 6a? + 1 « die offenbar darum vorhanden sind, weil sie sich in den Nen- 
nern der beiden Wurzeln befinden. In der Differentialgleichung sieht man von ihnen keine Spur. Die Ur- 
sache' lässt sich abermals angeben: das ihnen entsprechende k ist nämlich gleich der negativen Einheit, 
also ganz, negativ und numerisch kleiaer als die Ordnungszahl der Gleichung, und wir wissen, dass die 
Differentialgleichung sich nicht für verbunden halte Factoren wie (x — af der particulären Integrale 
durch den Goefficientenbau zu verrathen , wenn h eine ganze positive Zahl ist , die die OrdnungsxaU 
der Gleichung nicht erreicht. 
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Weiten wir «ob jetet zw (485) ; fir m ist : 

5x— ! 6x4- 1 

9r=—^r'' ^'^ F~' ^ (***^ 

^Iso die fhf entdpfechende aigelnraische , mit den Wurzeln 9^ nnd 9,: 

xV9» + 2». 9 — (6»a:» — 1) = 0^ (455) 

S^ier verhalt sich die Sache «nden. Das dei GoelRoieDteiilMii in Besvg auf die Ordnnng^sahlen ims^iH 
blende Polygon ist gemeinschaftlich , aber auch in den Factoren der ersten Coefficienten stimmen die 61d- 
^rhnngen fiberein. Die Ursache liegt auf der Hand : x =» ist nämlich ein unendlich machender Werth, 
den sowohl die algebraische, als auch die Differentialgleichung nothwendtg anzeigen mnss, nnr mit dem 
^.Jatersdiiede , dass« im ersten und zweiten Coefficienten der ersteren, Factoren x beziehungsweise Zwei 
mand Einer an der Zaiil vorhanden sind, letztere aber nur Einen solchen im ersten Coeffidenten besitzt, 
^pv^ad elnEach daher rührt , dass erstere zwei unendlich werdende Wurzeln , letztere aber nur Ein unend- 
lieli werdendes particulSres Integral anzudeuten hat 

Um die angeführten einfachen Beispiele zu erschöpfen , machen wir endlich noch darauf auf- 
merksam, dass die Gleichung (435) auch durch bestimmte Integrale im zweiten Abschnitte integrirt 
^^^orden sei, und namentlich ist es die FormeL(6i), Seite 49, die, für den speziellen Werth a = 2 
^eingeschrieben , das Integral gibt in folgender Form : 

y = C,f e'^ du + C.f e"«^'^" du 
^^^er« was dasselbe ist: 

y^C, ^ +«^.-^- (466) 




sind nun aber offenbar wieder die der Gleichung (435) angehSrigen assymptetiicheii parficolarei 

ategrale, aber wieder anders gmppirt, nämlich weder so wie in (436) , nodi so wie in (437). Das tit 

ssO onendUdi Werdende derselben ist von dem anderen verschieden und wir ziehen hieraus den 

usa« dass jede andere Methode des Integrirens in der Regel auch bi einer an- 

ereB Form des Integrales fuhren wird, insefeme wmiigstens, als man andere stete und 

Gruppen derselben particuliren Wertbe erhilt 

Diese * wiewohl sehr einfachen Betrachtungen werfen auf den Gegenstand kein onkedentMides 
Udit S(a belehren uns nämlich « daas um • M der litegraUon einer beliebigen Differentialgleichung der 
^i«» Ordnung t z* B. der (424)« veneUedene Wege gdMO kdnne, taidem man andere stete und andere 
^BS der Gleichung selbat ersichtUebe Etgenschaften der particuliren Integrale zu Grande legt, einmal 
^j^^iMi dag Verhalten derselben für sehr grosse Werthe ?en 9 • was m der in den meisleB FaUen wkk*- 
tjgsten, n9mlich der hier sogenannten assymptotischen Fern fahrt, ein andermal das Verhalten 
ilanelben für bestimmte endliche Werthe Ton 9, die die parfieularen Integrale entweder gleieh Unendlich 
fider gleiidi Null machen , oder bei welchen eine Unterbrechung der Stetigkeit eintritt, Em Jeder seleher 
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Werth kanD angesf^hen werden als eine eigene -'Grappe gebesi nii das aUgemeine integral in einer 
anderen Form liefernd , und man muss es als einen zwar möglichen ; jedoch speziellen und selten vor- 
Icommenden Fall erldären , wenn Ein Glied der einen Gruppe irgend Einem Gliede der anderen Groppe 
identisch gleich ist Wenn man daher fragt: welche der Functionen ^i t 9». . . . 9« in (425) den Nenner 
{x — a) trage, daher unendlich werde für x = a, so dient zur Antwort: ein jedes beliebige der dort 
vorkommenden particulären Integrale wird aus den in der Gleichung (427) vorkommenden zusammenge- 
setzt d«rch Mnltiplication mit bestimmten Constanten und Addition. Es ist also : 

(467) e = 9,.e'^ <'-''"•' + g,.e^ **-»)". + + y^e^ <— >"' 

+ 9r^t yr+i + S'r+. 9r+t + + 9n tfu 



WO jTt , jT, , ... g^ bestimmte Constanten sind « die gelegentlich auch Null werden können , im Allge- 
meinen aber als Functionen der constanten Parameter dastehen , die in der Differentialgleichung erschei- 

. » 

nen. Hierausfolgt, dass jedes der assymptotischen particulären Integrale für x = a unendlich werden 
könne , dass also in jeder der Functionen 91 , 9, , ... 9» der Nenner (x ~- a) vorhanden zu sein ver- 
möge ; nur in einer höheren Potenz , als in der mit dem Exponenten m^ , kann x — a nicht erscheinen. 
Fragt man ferner nach der Beschaffenheit der algebraischen Gleichung, so ist es klar, dass, weiin der 
erste Coefficient X^ der Differentialgleichung nur Einen Factor x — a birgt, im Allgemeinen in den 
Coefficienten der algebraischen, vom ersten angefangen, Factoren x — a bezuglich: 

n , (n — 1) , (n — 2) 1 , , 

vorkommen können aber nicht müssen, und dass, bei beliebiger Beschaffenheit des Baues der Coefficien- — 

ten der Differentialgleichung aus Factoren x — a^ ein zu complizirtes Verhalten der Algebraischen ein- 

trete, als dass man ihm in der Formenlehre eine Stelle anweisen könnte. Der Exponent also, zu dem m-m 
X — a im ersten Coefficienten der algebraischen Gleichung erhoben erscheint, ist nicht bekannt *— wir -nrr 
kennen nur eine Granze, die er nicht überschreitet, ja, wir sind so^ar nicht immer bereehtigt sefne '^^e 
Existenz allda anzunehmen; wenn nämlich m^=^i ist, und der Werth von k eine negative, ganze oder 'nv^r 
gebrochene Zahl, so kaim der Factor ^ — a im ersten Coefficienteki der algebraischen Gleiehang Hoch m^h 
ganz fehlen. Diess ist z. B. dann der Fall, wenn x = a ein, zwei oder mehrere Wurzelnder Gleiching 
gleichmachender Werth ist. Dagegen können hinwiederum andere Paetoren vorhanden sein, von desen 
die Differeittialgteicbung nicht die geringste Spur trägt, solche 'einfaehe Divisoren nämlich von 
9^, o, . . .' 9„, aus denen, durch Zerlegen in Partialbrfiehe md Int^riren, ein Factor wie (drf' — a)* 
des particulären Integrals hervorgeht , unter h eine ganze positive Zahl verstanden , die kleiner ist als n , 
so dass also der erste Coefficient der algebraischen Gleichung die Fadoren des irrsten Ck^ffieienten der 
differentialen bald besitzt bald nicht besitzt und umgekehrt , und die etwa vorhandenen gemeinsdiiaftli- 
chen nberdiess noch in einer anderen Anzahl. 

Man wird nun keine Schwierigkeit mehr finden , auch folgende Frage bdiäuflg anf dieselbe 
Weise zu beantworten : Sind die zwei particulären Integrale: das für jr=3=ct and das 
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fir x=/8;.ii9endiiO'li Werdenrde dieselben« oder yon einander versehteden?' Eif iM 
diese eine Pruge , . die man aach der Diflforenlialgldchung selber stellen zu Ictnnen vermeinen kann v In- 
dem man, wo diess angeht, a=y8 setzt und die im Substitutionsresultate liegende Antwort anafjf^Mrt. 
Wir werden diesen Weg verfolgen , reduziren ihn aber des leichteren Verständnisses wegen auf den ein- 
fachsten Fall, annehmend, dass jeder der Factoren x — a und x — y8 nur im ersten Coefficienten und 

da nir Einmal , im zweiten aber nicht mehr erscheine. Die Gleichsetzung von a und ß wird dann entwe- 

« 
der Erstens: dem ersten Coefficienten den Factor (x — a)* ertheilen, wahrend im zweiten gar kein 

Factor x — a vorkSmmt, und diess ist dasjenige, was im Allgemeinen und gewöhnlich geschehen . wird, 

^oder Zweitens: der zweite Coefficient gewinnt durch die Gleichsetzung von a und y8 zugleich die 

* 

.^Xigenschaft für ar=a zu verschwinden, d. h. mit anderen Worten er gewinnt Einen oder mehrere Fac- 

oren ar — a, so etwa, dass nun der erste und zweite Coefficient solcher Factoren bezüglich «w^i und 

enigstens Einen haben, oder endlich Drittens: die ganze Gleichung wird durch x — /^ oder durch 

ehrere solche Factoren theilbar, und es bleibt im ersten CoefHcienten , nach verrichteter Division , ent- 

eder nur Ein oder gar keid solcher Factor ' übrig. — Im ersten , also im ge#Shnlfchen Fälle , müssen, 

ach dem Zeugnisse der Analysis, die Divisoren x — a und x — y8 in einem und demselben particularen 

nt^ale vorhanden gewesen sein , weil durcb ihre Gleichstellung kein Unendlichwerden zweier particu- 

^rer Intqn^le für ^ = a, sondern nur eines einzigen angedeutet wird, und noch dazu eine Verwandlung 

ines algebraischen Bruches in eine Exponentialgrosse, oder mindestens einer Form wie -^ \hr — iävk 

^ n ^"^ . Wie diese Verwandlung vor sich gehe, werden wir sogleich aus der Differentialglei- 

^^ong selber sehen ; sie beruht nämlich darauf , dass h und k zusammenhangende, aus einer und dersel** 
ftien höheren Gleichung gefolgerte Werthe sind, die von a und ß abhängen und für a = ß durch Un- 
endlich durchgehen. Im zweiten Falle sind, nach dem Zeugnisse deir Analysis,, die Divisoren x — a und ' 
2r — ß \n zweien particularen Integralen vorhanden, im dritten Falle aber wieder nur in einem einzigen, 
mit dem charakteristischen Unterschiede gegen den ersten Fall , dass hier kein Durchgehen durch Unend- 
lieh von h und k t&r a=ß stattfindet Das gelegentliche völlige Verschwinden jeder Spur von x — u 
^os der Gleichung durch Division, deutet auf den speziellen Fall k = — h. Offenbar stehen diese Andeu- 
tungen der Analysis mit unserer früher,. angefahrten Regel in Harmonie: die tnr x=^a und Kr x = ß ' * 
Unendlich werdenden particularen Integrale bilden nämlich , je für sich , eine eigene Gruppe ; ein jeder 
fiestandtheil der einen von ihnen wird ausgedrfickt durch alle mit bestimmten Constanten multiplizirten und 
^ddirten Bestandtheile der Anderen; söhin geht in den Ausdruck des täv x=ß unendlich Werdenden auch • 
in der Regel der für x = a unendlich Werdende ein, wenn ihm nicht der Coeflßcient zu Theil geworden 
isLt, woraus sich dann alle Andeutungen der Analysis von selbst ergeben. 

Um aber zu zeigen, auf welche Weise der Obergang der algebraischen form in 
die expenentielle stattfinde, bemerkeft wft, dass die Werthe von h und k äus^ folgenden ri^ei 
Qleidiiingen gezogen werden : 

A = ^' (» - «)j -in - 0. . * = %^ (* - ß)\ - (» - 0, " . (468) 
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3)|4 lU. Abschnitt 

m velchen gegenwärtig Xf^^^{x-^a)iX'-^ß)X ist StatuireB wir mii Bwisehei ß ud a 4m n- 
endlich kleiikin UoterseUed £, so dass: /6s=a*f'6 wäret m «rhalleii wir ais deo vorilegeniiM» CHei- 
duuigen far diesen Fall: 

*° x(xl-«-.) !-<"-'>=-<''-'J-f 



*= -^'-^ 



- (n - 1) =- - (n -^ 1) + ?, 



wobei 



X(x — a)f ^ ^ e 



« 



'«-'1 1 -^^»^i 






ist. Diesemnach geht der Nenner (w — a)^(x—ß)^ des In Rede stehenden particularen Integrales für 
/8=a + e Aber in: 

(a:— a)* (X — a-€)* = (x-a)-^«-^) (a?— et) ^(x~ä — e) «, 

oder« w^en: 

« n * 



(X _ a - £)• = (X - a)' (l -— ^y. 



a 



(x — a)^ (X - a — €)* = {X — a)-»^»-') ifl ^V, 

und das partiealare Integral selbst: 

Nun erhält man aber, durch Reihenentwicklung verinittelst der Binomialformel und mit Rucksicht auf den 
Umstand , dass € eine verschwindende Grösse ist : 









8 



^^^~^»i"^r^»^p"»^" 



X — a 2 (x — a)' 2.3(a: — a)' 
und somit: 



• •••••• ■ ' V 



8 



und so wäre denn der Übergang der beiden auf den ersten Blick so wesentlich verschiedenen Formen in 
einander vollständig gerechtfertigt. Zugleich ist aber auch ersichtlicb « dass der Übergang von der alge- 
braischen zur exponentiellen Form durch unendliche Werthe der Exf oneaten h und k vermittelt werde, 
dass somit, so zu sagen, die Exponentielle erscheine als Potenz mit unendlich gros- 
sem Exponenten. Hält man diess mit dem früher, S. 318 von der Absonderung der unendlich werden- 
den Bestandtheile Gesagten , die im gegenwärtigen Falle A-gliedrig , d. h. aus unendlich vielen Gliedern 
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bMtehend aoefallea wofdeii, zisamnen, m ergibt siek torans die üamoflicMrdU ms einer m gesUlteUn 
RxponentialgröMe den aggregatiFeD , unendlieli werdeadeB BeeCandÜieii abiaeead wik. 

Wir glauben , daae das Aagefihrte ebe» hinreiche , am anf die Verwandtaehaft der verscUe- 
domi, mfigUeben Gruppen ven integralen ein torliuflg genngendee lacht zu werfen, und schliesaen dieeeo 
Paragraph nrit einigen BemerlnRigen, anleitend etliche der im fi. Abschnitte behandelten Dilerentialglei- 
diungen , besonders deijemgen , deren nach der dortigen Methode ermittelle Integrale um nicht ganz 
zuaagen: 

Der zweite Abochnitt behandelt im Wesentlichen diiqenigen Diferentialgleidinpigen , deren 
siuMiHiche Coeficienten von der Form a^f- Aar sind« deren Coefiidenten ataa« al$ in der Regel dem 
ersten Grade sammtlich angehörend« mit der ttnen znirammenden gemeinsamen. GradzaU 1 zumeist 
dn Portschreiten Im Nivean offenbaren. Unsere Formenlehre erthcUt den particularen Integralen solcher 
Mfferentialgleichnngen exponentidle Assymptoten wie e^ und würkUch besitzen in der Regel die parti- 
enliren Integrale der in diesem II. Abschnitte. integrirtenGleiebnngen, wenn man sie als Differentialquotiett- 
ten srit allgemeiner Ordnungszahl hinstellt, die Form e^Q — nmn sehe z. B. die Gleichungen (160), 
(161), (214), fiifferentialqnotienten mit allgemeiner Ordnungszahl sind es also, 
weiche uns die Integrale der Differentialgleichungen in der wichtigsten und Tomehmsten der unendlich 
vielen ihnen zukommenden Formen liefern, niidich in der assymptotischen und es kann hier 
bemerkt werden , dass diess nicht bloss der Fall sei bei der einfachen Form a-^-bx der CoeSieietttent 
sondern dass aUgesMin, bei beliebig gestalteten solchen, die Differentialqnetieoten mit allgemeiner Ord- 
nungszahl unter den voitommenden Formen den ersten Rang behaupten. In Beziehung auf die andere 

vT 

Grundform: die eines bestimmten Integrales nasriidi, wie f e^Y du^ lasst sich bemerken, 
dass sie zwar mit der firuheren identisch sei, so oft sie neben derselben besteht, aber nicht Glied für 
Glied — sie fasst nämlich die assymptotisdien Integrale gruppenwmse zusammen, in der Regel zu 
zweien, oft aber auch zu mehren, zn zweien jedesmal, wenn beide Int^nrationsgrinzen vi und ti" 
endliche Zahlen bedeuten und die Pnnctmn V innerhalb derselben stetig ist. Denkt man sich nämlich 
in diesem Falle die Integration des Ausdruckes e^ Vdu , entweder weil sie möglich ist in endlicher 
Form, oder durch Reihen wirklich durchgeführt, so Jcann das Integral offenbar nur die Gestalt e^R 
trqfcn , wo R eine Function f (m% ^) von u und x ist , die die Letztere dieser Variablen nur in 
algebraischer Weise mit der ersteren verknüpft enthält Nimmt man dieses unbestimmte Integral zwir 
sehen den Granzen ti und ti!' , so erhält man daraus den offenbar aus zwei assymptotischen Integralen 
zusammengesetzten. Genüge leistenden Ausdruck: 



u" 



f e^ V du = f {vT, X) tf^^ — f {vi, X) e«''. (468) 

«'■■•■ • » . . 

Wäre F zwischen den Grinze» ^ und vT nicht stetig, sondern ginge es zwischen eben* 
denselben, etwa für x^^a, durch UnendHck durch, so wird, wie man weiss, in. Folge dessen, ^ 
bestimmte Integral entweder unendlieh, oder dem Werthe nach unbestimmt, ab«r demungeachtet nichi 
unbrauchbar: denn es findet, wie wir an dem spezieÜML Beispiele S» iOt, (244) gesehen haben, eii^. ^ 
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Zerfallen desselben in mehrere parcieatinre Integrale statt, indem zu d^ in der obigen Fermel (463) 
«ntbaitenen beiden noch Ein oder mdirere mit der Assymptote e^^ Unzarten. Es ist wobi tut aieh 
klar, dass, in der Regel, ein solches gnippenweiaes ZasammenCassen der Klarheit der Anschauung 
nicht eben förderlich sein könne, dass sohin in. diesem Betnge der Form eines. D^orentialfnotieBten 
mit allgemeiner Ordnungszahl der Vorrang gebfihre, während hinwiederum den: bestimmten Integralen 
zwei sehr bedeutende Vorzöge eigentfaumlich angehören, näodieh Erstens: der der leiehtejren Um- 
setzbarkeit in jede andere Form und Zweitens: der der Fähigkeit, unter gewissen Umständen €om* 
plizirt» IrrationalgrSssen in äusserst einfacber rationaler. Gestalt wiederzugeben. 

Wenn den Coeffleienten von der F4Nnn a +^bx einer Differentialgleichung das Fortschreiteii im 
Niveau naturlich ist, so ist es doch desshalb nidit nothwendig: es können vielmehr in einw solchen. ^aoeh 
AnSteigungen stattfinden mit einem auf das Coeffieientenpaar entfallenden ReparUtionsbetFage, der zwi* 
sehen und i fällt, und eben solche Abfälle. Der speziellen Ansteigung 1, der nach unseren Regetii ein 
particuläres Integral entsprioht mit einer exponentiellen Assymptote von der Form e^'"^«^, ist S. 103 
Erwähnung geschehen, und die Formel (245) S. 102 enthält eine Beatfitiging unserer Lehren. Ist die 
Ansteignngszahl eine gebrochene , wie z. B. bei der Kumme r*schen Qleichung (63), & $4, wo sie - - 
ist , so erschliessen wir nach unseren Regeln in den parttcnUren Integralen u^ Wurzeln, die die AMr 
lysten , welche die Integration dieser speziellen Gleichung zuerst zum Gegenstande ihrer Bestrebungen 
machten, schwerlich ahnten -- Irrationalformen, welche alldort durdi bestimmte Integrale von ge- 
wiss höchst einfacher Form und eine Z¥rischen . den Constanten bestehende , Beziehungsgleiehung nieht 
ohne Vortheii ersetzt sind. Weit minder ist der Nntzes, den die bestimmten Integrale bei aelehen 
Abfällen gewähren, die weniger als Eine Eilkhdt für das Coeffieientenpaar betragen, etwa bei der. Glei- 
chung (95) S. 57 , wo sich ein Abfall von — Einheiten auf das Coeffieientenpaar kundgibt Denn -lA- 
geseheu daVon, dass wir uns von dieser Gleichung gar kein allgemeines, sondern nur ein particnlires 
Integral verschaffen konnten, so war noch fiberdiess die Form desselben weder, der Ansehaulidikeit 
noch dem Fortrechnen besonders zusagend. Unsere Formenlehre deutet auch hier auf IrrationalgrSsseB. 
und zwar auf n^ Wurzeln und es hat keine Schwierigkeit dieselben, in diesen und in allen anderen 
Fällen, wo sie indizirt sind , nachzuweisen — eine Veränderung der unabhängigen Veränderliekea ver- 
mittelst einer passenden Substitution fuhrt nämlich bald zum Ziele.. Es wird gendgen, wenn wir dieas 
hier nur (ur die Differentialgleichung der zweiten Ordnung : 

(464) ^J^^^y^o ^ 

darthun. In ihr beträgt der Gesammtabfatl Eine Einheit auf zwei CoefTicientenpaare, folglich eine halbe 
Einheit auf das Paar. Fasst man daher das Integral in der Vorm e auf, so. ist 9 . von der Ordnung 
— also irrational und namentlich mit Quadratwurzeln behaftet, sohin fähig imaginär zu werden, aber 
offenbar nur für o? == , weil nur x Faotor des ersten Coeffieienten ist. Es wird daher die Substitution 



Hod demznfo^e : 
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dx dS. dx" dx* d£* \dx) dS. dx*" 

^y dy 



^ne GkiehaBg, deren Coefficienten keinen Abfall mehr, sondern ein Portsetareiten im Niveau offenbaren 
und deren ass^ptetisebes Integral in der Formel (431) enthalten ist. Das anstatt £ zurüekgesetzte x 
mmeht das vorher verkündete Vorkommen von \/x im Exponenten der Bxponentielle angenscheinlieh , 
«ad es ist aneh keinem Zweifel unterworfen, dass man der S. 57 unter (95) ersichtlichen Differential- 
Sl^diQBg der n^^ Ordnung von eben deraelben Form : 

..^:^±«*y = (466) 

^ine ähnliche Behandlung angedeihen lassen könne, durch Ehifihrung einer neuen Veränderliehen ver- 
vuittelst der Substitution: 



Indessen finden wir uns an diesem Orte veranlasst zu bemerken, dass diese so eben angedeu- 
tete Substitution keineswegs als das einzige, unumgänglich nothwendige Mittel zu betrachten sei, um des 
«Ilgeineinen Integrales habhaft zu werden. Es gibt im Gegentheile noch mehrere zu demselben Ziele lei- 
tende Wege, und selbst die S. 59 unter (98) und (100) dargelegten Ausdrficke, die aggregirt ein ob^ 
^Ml unvollständiges , und durch den Zusatz eines einzigen partieularen Integrales mit nur einer Con- 
slanten zu eompletirendes Int^^ral der Gleichung (95) darstellen , sind zu diesem Behufe nicht so unzu- 
stehend, als es auf den ersten Anblick vieHeieht scheinen könnte. Es ist zwar wahr, dass noch Ein par- 
tieiilires Integral fehle , dieses ist aber leicht zu ermitteln und zuzusetzen. Es ist femer nicht zu J»e* 
streite, dass der Bestandtheil (98) nur f&r positive, der (100) dagegen nur für negative. ar, giltig sei* 
4iess ist aber nur richtig für die Formen (98) und (100), und gilt nicht nothwendigerweise auch von 
^eiuenigen, in welche diese zu verwandeln gelungen ist, daher mv denn doch, vor der Hand wenig*- 
stens, die obgedachten Formen als das allgemeine Integral gebend, anzunehmen veranlasst sind. Wir 
"werden später noch zu denselben Gegenstände zurückkommen, und die allgemeine Erfahrung abermals 
bestätigt finden: dass eine jede iberwundtna aaalytisehe Schwierigkeit die Mutter neuer Aufschlüsse 
«ei — und diess sind die einfachen Bemerkungen « die f tkeils zur Bestätigung und Ergänzung der bia^ 
lier gewonnenen Sätze der Formenlehre, theila- aar genaueren Bestimmung ihrer Tragweite, diea- 
lieh zu sdii sdiienen. 
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S. 19. 

Bcstimnite iDtegrale. 

Aus unseren bisherigen Untersuchungen ist hervorgegangen , dass eine Gruppe vw fittleali« 
reu, in der Form e enthaltenen Integralen, wa 9 eine algebraische« ganze oder gebrochene, rationale 
oder irrationale Function von x ist, vereinigt in eine Differentialgleichung, jeden beliebigen Bau der letz- 
teren, in Bezug auf die Gradzahlen der Coefflcienten und auch in Bezug auf Ihre ZnsammeMetzung wm 
einfachen Pactoren, also in Bezug auf die vornehmsten zuerst in die Augen fallenden Merkmale, zu erzeug«! 
vermöge. Es ist aber auch vielfach dargethan worden , dass diess nicht die Fiflge sei der algebraiMhen 
Beschaffenheit von 9 , sondern die gewisser Eigenschaften , die das gegenseitige Veriialten der Differe»' 
tialquotienten angehen , und die die algebraischen Functionen gemeinschaftlich besitzen mit tfelei ande- 
ren analytischen Gebilden, worunter bestimmte Integrale , Logarithmen, Kreisbogen, und andere gemein- 
hin zu den Transcendenten gerechnete Functionen, die wir mit den algebraischen sammtlich in eine 
einzige, erste Klasse vereirngten. Oberdiesa sahen .wir: dass ein anderes gegenseitiges Verhalten der 
Differentialquotienten auch nothwendiger Weise mit anderen den Coefflcienten aufgedruckten Merkmalen 
zusammenhinge. Diess berechtigt uns nun zu der Behauptung, dass allen Differentialgleichungen mit 
Coefflcienten erster Klasse Integrale von der Form e zukommen, wo 9 ebenfalls der ersten Klasse 
angehört Es schiene daher der Gegenstand unserer Untersudrangen weeentüch erschöpft und durch das 
bisher Beigebrachte abgeschlossen zu sein , wenn das Feld der Functionen erster Klasse ein vellkommeB 
bekanntes, scharf abgegrSnztes wäre. Dem Ist aber nidrt so: Wir kennen alle Functionen erster Klaase 
lange noch nicht , und es ist uns s(H^r in vielen Fällen unmöglich eine vorgelegte Function in die Klasse 
zu reihen , zu der sie gehört und man muss oft zur Bestimmung derselben die Differentialglelchuig 
zu Hilfe nehmen. Oberdem haben wir die Erfahrung gemacht , dass das Integral einer Gleichung zwar 
in der Regel in mehreren verschiedenen Formen erscheinoi könne , dass aber von denselben in sdir 
vielen FäHen nur Eine die tadellose und somit natfirlicbe sei. Man kann noch hinzusetzen , dass , wenn 
mit dem Integrale weiter gerechnet werden soll, mebt mehrere Formen zu Hilfe gezogen worden 
mfissen, da jede von ihnen einem anderen Zwecke vorzugsweise zusagen kann : die dne — die assympto- 
tische — die geometrische Anschauung besonders fordert, die andere — die Beihenform — die 
numerische Berechnung begünstigt, die dritte nur etwa das Erganzungsglied einer Reihe 
liefert, welche das particuläre Integral darstellt, die vierte '^ die eines bestimmten Integrals — den 
Zusammenhang unter allen dbrigen Formen vermittelt, und den Übergang von der 
einen zur anderen , ohne neue Integration , möglidi maeht , und diese Formen sich zum Theil gegenseitig 
aussehliessen , zum Theil ergänzen, in dem Sinne, dass, wenn die eine, vermöge dargebotener Ana- 
logie mit einer divergirenden Reihe , unbrauchbar wird , die andere , als diesem Übelstande nicht unter- 
worfen, sohin brauchbar, auftritt. Es folgt hieraus zweierlei, nämlich : dass es uns nicht nur obliege, bei 
Functionen, die im Integrationsgeschäfte nutzlich geworden sind, die Klasse anzugeben, zu der sie 
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gehören , soodern dass es äberdiess noch nöthig sei, das SpeeieUe, Charaeteristisehe, direh das sie eben 
nätzlich werden , der ErSrterang za anterziehen. Nach den im U. Abschnitte gewonnenen analytischen 
Erfahrungen sind aber das bestimmte Integral, der Differentialiiaotient mit allgemeiner Ordnungszahl, 
und das unbestimmte Integral sehr wesentliche Formen f die wir desshalb auch der Reihe nach der Er5r- 
terung zu unterwerfen beabsichtigen. 

Wir wenden uns zunädist zu den bestimmfen Ibtegi^alen und namentlich zu der wohlbe- 
kannten Form : 

fe^.y.iu^ (467) 

von der wir die erste und hervorragendste Bigenthnmlichkeit darthun werden, dass sie, in die Diffe- 
rentialgieichung als neues parlieulires fn^egral eingeführt , bei schicklich gßwahltem V als Function 
von ti, und schicklich gewählten nach x, und u constanten Integrationsgräocen v^ und u", den 
Coefficientenbau nicht complizire, d. h. ihre Gradzahl nicht erhöhe. Hieraus wird un- 
mittelbar folgen , dass die^e Form partieuISrer Integrale dfe , allen Differentialgleichungen^ von hoher 
Ordnung und niederer Gradzahl der CoeSicienten , naturlich zukommende sei. Da nun diess in Bezug 
auf Gleichungen mit Coefficienten von der einfachsten Form a-\-hx bereits durch die Ergebnisse des 
zweiten Abschnittes ausser Zweifel gesetzt. ist, s()^wfihl^n Urir SEum zweiten Befspteledie allgemeine 
lineare Differentialgleicbaag der vt^ Ordnung mA Coefficienten vom zweiten Grade: 



."^» 






+ + (a. + 6,a: + c,ar*Jy"-|r, (o. + 6.ar + Ci.a?*)y' +■ (a,4-6.a; + c.a;')y = • 

in die wir, nach der Methode des S. 2 dieses Abschnittes, S. 148, ein neues particuläres Integral: 

einfuhren. Wir erhalten so, zur Bildung der alldort unter (8) mit P^ bezeichneten Grösse, durch 
successive Differentiationen : 



u" ^ ' 



y, ^/ä^^Vdu 



vf 
vT 



^fu.e"^ Vau 






Jl 



= fu\e''' V du 



i'rl:.. M-.- 



(470) 



• • 



Setzen wir nun Kürze halber in dem aif solche Weise gewenneneii Substitationsresultate : 
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«,«» + a^vT' -\- a^,i^* + + a.M + a, = ü^, 

(471) b^uT + b^,if-' + 6»-.«*- + + 6.« + *. = U, 

Cnv!" + c,-!«»-' + e;^^«"-^ + + c.M + c. = V^, 

so erhält Pi folgende Gestalt: 
(47«) P, =/e^ V [ü. + ü,a; + l^,«»J A«. 

Wir zerlegen dieses Substitations-Resaltat in drei Tbeile , so viele nämlich als Glieder nnter dem 
gralzeichen ersichtlich sind, und unterwerfen die beiden letzteren dem Verfahren des theilweisen 
grirens beziehnngsweise Ein- and zweimal, so wird: 

fx.e'^ U, Vdu = e"' U, fJ — A"* ^ [u^ f] du 

IT .'■■'«' «' 

and demzufolge: 



(473) P. = «"*[a:.ü,F+Ü.F-^(ü,F)]j +/«"* [t^.»"- ^ (^.»0 + ^ (IT.iO] 



Denken wir nns jetzt das V als eine solche Function von u , dass der hier vorflndige Aasdrnek : 

(474) ^. »'-^(^. »^) + ^(^. »^ = 0' 

oder, was dasselbe ist: 

(476) U,— + _[2 — - l^.J + F[^ - — + CA.] = 

wird, so ist F, in seiner Eigenschaft als Integral einer Differentialgleicbang der zweiten Ord 

nothwendig von der Form* 

(476) V=C,V,+ C.V.. 

und mit zwei willkürlichen Constanten C^ und C, versehen. Man wird daher Einmal diese Cons 
und das u so wählen können, dass den beiden Gleichungen: 

(477) e"^ U,V=0 und e«* [^'^ ~ T C^«^)] = ^ 

gleichzeitig Genüge geleistet wird, unabhängig von x. Diesen gehören nun in der Regel mehrere V 
von u als Wurzeln an , Werthe die gewöhnlich auch den : 

(478) U,V = und U,V - ^ (17. F) = 0, 
ja , manchmal und theilweise auch den noch einfacheren : 

(479) V=0 und ^=0 

au 
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ab Wurzeln zukommen, und unter denen sieh auch unendliche beAnden werden. Jedes Paar Vion 
ihnen kann gesetzt werden statt v! und %i' in (473) , wodurch P^ = wird und es stellt dann das y^ 
in der Gleichung (469) ein der Differentialgleichung (468) zukommendes particulares Int^al vor, 
woraus sich der wichtige Schluss ziehen ISsst, dass man die Integration einer Differentialgleichung 
der n^" Ordnung mit Qoefficienten vom zweiten Grade abhängig machen könne von der Integration 
einer Differentialgleichung der zweiten Ordnung , der (475) nämlich , mit Coefficienten vom n^" Grade. 

Man kann aber auch ein andermal den Westh von u willkfirlich, gleich einer beliebigen 

C, 

Grosse a wählen , und die Constanten C^ und C, , oder vielmehr die Relation -^ dazu benutzen , dass 

(Sr u = a in den integrirt erscheinenden Gliedem der Gleichung (473) für P| : 



ir,F|=«0 (480) 

a 

wird , während andererseits der Form nach der Ausdruck : 

««* {U,V - ^ (ü, F)]j = A.tf^ (481) 

ausfällt . wo A eine wUlkfirliche Constante bedeateL Wir hätten also : 

P. = A.«** (48t) 

and sohin, nach dem Vorgange des %. 2 dieses Absdinittes, S. 149: 

R p; 

p-p;^=«. (488) 

oder« was dasselbe ist: 

P' — aP = 0. (484) 

Diess wäre nun die Differentialgleichung, die am Bin partieuISres Integral mehr hat als die (468), näm- 
lich um das : 



y. =/«-* Vdu =f^* (C, V, + C. F.) du, 

vi ^ 

I 

wo u! Eine der Wurzeln der Gleichungen (477) , eine der unendlichen z. B. bedeutet , a willkärlicl 
(> 

ist und ^- als bestimmte Punction von a vorausgesetzt wird. Sie Ist um die Einheit in der Ordnungszah 
höher , im Baue der Coefficienten jedoch nicht complizirter , denn diese erheben sich ebenfalls nur zun. 
zweiten Grade, was unsere obenausgesprochene Behauptung rechtfertigt Wir ersehen aber aus (484) nod 
uberdiess nicht nur, dass Differentialgleichungen durch das Verfahren der Differentiation, MultiplicatioD 
mit bestimmten Constanten und Addition zu höherer Ordnung erhoben, und somit mit neuen particulären 
Integralen versehen werden« gerade so wie algebraische CHeichungen durch Potenziren, MultipUdren 
und Addircn neue Wurzeln gewinnen , sondern wir erhalten aus (485) auch Aufeehluss fiber die Form 
der neu eingeführten particulären Integrale. Diese ist nämlich mit der der alten, bereits flrfiher in der 
deichnng vorhandenen , vollkommen oongruenL Denkt maa sie nämlich als bestimmtes Integral, so steht 
dieselbe FunctioA e^' Vdu hier und dort unter dem InlQgFaiadohen und nur die Gränzen machen 
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swisohen beiden « den alten Integralen nfimlieh md den neu f^ingefShrten, den UnterseUed , im 
erhattene neue DiSerentialgleicbung (4B4) sieh syjibolisch auch 90 schreiben lässt: 

(486) (^-«)'' = 0, 

d 

und 80 geschrieben gewissermassen nur den Zusatz des symbolischen Factors ~ a zur aUi 

dx 

chung P = ausweist« so ist unmittelbar ersichtlich, dass ein ferneres eingeführtes particulares 
nämlich: 

(487) y,=fe'"Vdu, 

unter V dieselbe Function (476) von u verstanden , die in unseren früheren Rechnungen vorfc 
umwandeln werde in: 



/ d Y. / d 



(488) 



(;ä--)"(^-^;)'' = » 



* u. s. w. , für noch mehrere, neu eingeführte particuläre Integrale derselben Form. 

Man ist aber endlich auch im Stande auf dem betretenen Wege zwei neue particuU 

C- ' 

grale auf einmal einzufahren. Indem man nämlich nicht bloss a, sondern auch — willkürlich 

reduzirt sich offenbar der zweite Tbeil der (473) auf die Form : 

(489) >= e^ (A + Äx), 

' ', wo ^ und A, weil sie Functionen sind zweier wiUi^ärfich^r Constanten C^ und C„ auch wid 

s willkürliche Constanten darstellen. Differenzirt man diese Gleichung , behnfs der Elimination ton 

B zweimal, so dass: 

P >=€" i A + Bx ) 

i" = e«^ (aA + aBx + B ) 

P" = e'^ (a*A + a*Bx + 2«Ä) 

wird» multiplizirt bezüglich mit a*, — 2a, 1 und addirt, so erhält man eine neue Gleichung: 

(490) P^ - 2aP' + a'P = ( A _ a)* P = 0, 

der, nebst allen particulären Integralen der ursprunglich gegebenen P = 0, noch die zwei neu* 

a a 

(491) y, = C,/e"' V, du und y, = C./e"* V, du, 

zukommen , und die abermals , was die Gradzahlen der Coefficienten betrifft , nicht complizirter 
die P=Q. Auch lässt sich sehr leicht einsehen, dass man, diese beiden particulären Integral 
einzeln und der Reihe nach in die Gleichung^ einführend , zu demselben Resultate gelangen mi 
nun aber die Einführung des ersten derselben offenbar die Coefficienten complizirt, indem sie 
dritten Grade erhebt, so muss die nachfolgende Einführung des zweiten diese CompliealioD 
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aofheben und eine Herabsetzung der Gradzahl von 3 auf 2 Einheiten d^rch allgemeine Divisibiiitat zur 
Folge haben. 

Dieselben Betraehtnngen lassen sieh verallgemeipern i^nd auf beliebige Gradzahlen der Coef- 
fieienten ausdehnen. Um diess zu zeigen , nehmen wir eine Differentialgleiehupg von der n^^ Ordnung« 
deren Coefficienten sich höchstens zur m^^^ Ordnung erheben, so kann dieselbe folgendermassen geschrie- 
ben werden : ^ 

1 V 

(a„ •\-b„ x^c„ X» + + Ä„ »»'-• + K *") y'"' 

+■(«»-. + »„-, a: + c^. a?' +■ + Ä^. x— + Ä^. x») y»"' 

' ....;....,,: ; ..v-rr- •,•• ' •• («») 

+ (a. +6. X + c, x' + + Ä. x"- + *, x") y 

+ (o. 4- «1, .V H-.c. x» +■ + A, X"-; + *, , X-) y =0, 

-^obei auch mehrere der a , 6 , c , ... ft genannten Grössen der Naile gleich sein können. Das partica- 

Käre Integral 3^1, welches wir onn fri diese Gleichtmg einlfihrfen irtnen; besitze alMtmals die Form: ' ' 

• • ■■■•' • •■ ■■ 

y =/«■" *^<'«. " (498) 
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o F eine reine Function von u vorstellt , die also kein x in sich enthält. Wir erhalten aber zur Bildung , 
von P, durch successive Differentiationei : 

u" 

^' \^ (494) 



^*«»Bace wir der Kurze wegen: 






«»«" + «»-.«"'* + «».,«*"•+ + ö, « + «, = D, , 

•• • • ' (495) 

Ä„ «» + Ä^. u»-' + Ä^, «»-» + + Ä. a + A, = ü,.., 

> 

*n «" + *„_. U»-* + Ä^, U^' + + *. M + ft. = ü«, 

^ erhalten wir: 

«' 
i'i=/«^F[D, + U,x+U,x' + -I- l^,_. X— + U^ x~] */. (496) 

II' 

Indem wir nun alle Glieder im zweiten Theile dieses Ausdruckes dem Verfahren der theilweisen 
^^^gpration unterwerfen , erhalten wir , irgend eines derselben vornehmend : 



« 



gg^ 111. Abschnitt. 

IT 



/ a?*" e"* r^ Fdti = x^* e«*. Ur v\ —fx^^' ^ (CT, F)' Ai- 



tr II' 



und dareh so oft wiederholte Anwendnng dieses Verfahrens auf das aen hervorgehende noch onint 
erseheinende Glied, so lange in letzterem unter dem Integralzeichen noch ein Factor x erscheint : 

u" vT tuf 

/x^* e«' (CT, Vy du = x^« e«* (Ur V)'\ —fx^^ e"' {13 r F)" du. 



fx* e^ iUr Fy*^-*^ du = xe«^ (ü;. Fy^»^| - fxe^ {Ur V)^^''^ du. 

fxe^ {Ur F)^^*^ *« = e«* (ü;. F)^*^-*' I —f^ {Ur VY'^ du. 

II' . V if 

Substitairen wir die so erhattepen Aosdrficke yon dem letzten derselben angefangen und nach auf 
fortschreitend in einander, so bekommen wir endlich : 

/x'e'^ UrVdu = e^ [x^* Ur Vx"^' — {UrV)' +• x^-*(ü;.Fr— • • + {—iy''{UrVf^ 
(497)'' ^ 

«' 

/ 

und es bedeuten in dieser sowohl als in den vorbergehenden Gleichungen die Symbole: 

(UrVy, iVrVy (Vr vy^^'^ , {u^ vy' , 

beziehungsweise den !'•"<, 2*«i>, ... (r — l)**", r*« Differentialquotienten von Ü^V naeh 
Veränderlichen « genommen. — Wir braurhen nun in diese Formel nur statt r naeheini 
m, m — l,m — 2, ... 1,0 zu setzen, nm das Brgebniss einer, auf alle einzelnen Glieder im i 
ten Theile der Gleichung (496) angewandten ähnlichen Behandlung zu erfahren und endiidi zu erta 



+ar'»- [l/-,.. F-(ir«_. F)'+(l^, F)"] 



(498) 



+ x [U,V -(V,Vy +(Ü.F)"-...+(-l)'— (l^^F)"»-)] 

+ U,V -(Ü.F)' +(ir.F)"-... : (-l)~-(l^«-.F)^"^"-K-l)--(r«F)^"- 

+/e"<l7.F -iU,V)- -Kt7.F)"-. . .-:-(-l)'"-'(üm-i»')^"*-'^+(-l)"'(t^«Fy~n « 

«' -^ 



Formenlehre. 385 

Das bestimmte Integral , welches in dieser Formel erscheint , ist oiTenbar eine Function von x, 
deren Form von jener des mit V bezeichneten Ausdruckes abhängig ist Sie kann darstellbar sein in 
endlicher Form , oder auch nur in der einer unendlichen Reihe ; ersteres Ist z. B. dann der Fall , wenn 
F eine ganze Function von u ist, weil dann das in Rede stehende bestimmte Integral die Gestalt: 

/e^ aS du 

J)esitzt , allwo S ebenfalls eine ganze Function von u bedeutet , und, weil man vermöge einer bekannten 
Formel der Differentialrechnung hat : 

je A3UU c ^^ X» ^ X« X^ ^ 7^ y 

gleich einer Reihe, welche, der ganzen Beschaffenheit der Function SS wegen, bei irgend einem Gliede 
und namentlich bei denjenigen abbrechen muss , dessen Stellenzeiger der Gradzahl von 9S gleich ist. 
Diess ist aber nicht der einzige Fall , in welchem dieses bestinmite Integral in endlicher Form darstellbar 
i^rd . und es kann namentlich V auch einen algebraischen Bruch bedeuten , ohne dass dasselbe in ge- 
schlossener Form darstellbar zu sein aufhört Letzteres ist gleichwohl der allgemeinere Fall, d. h. es wird 
sieh in der Regel als Werth des besprochenen bestimmten Integrales nur hfichstens eine unendliche Reihe 
^vgeben , und die nach der Einführung des neuen particulären Integrales (493) erhaltene Differentialglei- 
oliong wird in ihren Coefficienten entweder das bestinmite Integral , oder die unendliche Reihe die der 
•A.iudrack desselben ist, enlhalten. Da wir nun von der Form (493) zu zeigen bea))8icl)tigeD , dass sie 
VKVter gewissen Umständen die Gradzahl der Coefficienten nicht erhöhe und diess offenbar nur dann der 
C'all sein kann , wenn das mit P^ bezeichnete Sobstitutionsresoltat die möglichst einfache Gestalt hat, 
finden wir uns auch hier veranlasst V als eine solche Function von u zu betrachten, die das unter 
Integralzeichen roriiandene Polynom: 

V.V — (IT, Vy + (CA.F)" - +■ (- 0"*-' (t^«^n^"^" -4- (— 0" (^•Fy'"^ = (499) 

«Kdit Die Entwicklung der einzelnen Glieder dieses Ansdmckes (Bhrt zu einer Difllerentialgleichung 
»I der m*«> Ordnung in F, welche so aussieht: 

F— )[(«)ir. -(«;-<) tr^.+ ir„^] 

(600) 



-^F [ t/;«' _ üälr.'^+ i7is:,»>-...+(-i)— ü';+(-i)"-ir.+(-i)-'ü,l=o. 



I 

\ 



^^ III. Abschnitt. 

in der die sneoessiven BinomialcoeflicieDten durch die bekannten SymiMle ausgedrückt erscheinen, u 
deren Integration offenbar m partieuläre Integrale für F, mit je Einer willkürlichen Constante liefe 
ans denen sielr durch Summirnng das allgemeine zusammensetzt, nämlich: 

(601) V= C,V, + C,V, + C,V,+ '+ C„,V^. 

Denkt man sich nun das V in dieser Form gewählt, und zudem noch die willkürlich 

c c c 

Ooftstanien C,, C,, .*. C^, oder vielmehr die Quotienten 7- , 7^, ... -77^ »»^ das u mit solch 
Werthen versehen, dass die in der Formel (498) mit den Factoren ap**"', a?"*"*^ ... a:, 1 verael 
nen Ausdrucke je für sich verschwinden , d. h. dass das folgende System von m Gleichungen erffi 
wird: 

(50«) ....... 

= 17, F —iV,Vy, +(l/^»F)" — + (— l)""-' (Ü^.F)'"'-' 

= ,cr. F - (ü,vy + iü,vy'- + <_ i)-- (cr._.F)'"-»' + (^ i)-»- (i/«F)f-' 

aus welchem in der Regel mehrere Werthe für u hervorgehen werden , die man nach Belieben : 
IntcgratioDSgränzen machen kann, so hat man kein neues particuläres Integral eingeführt, wohl ab 

'lt. ♦ . 

• • • ■ ■ 

ein System von Werthen gefunden, in Form von bestimmten Integralen, das der vorgelegten Dill 
rentialgleichung (492) Genüge leistet. Wir sehen also , dass sich allgemein die Integration einer Dill 
rentialgleichung der n^^ Ordnung mit Coefficienten vom m^^^ Grade abhängig machen lasse von d 
Integration einer anderen (500) der m^" Ordnung mit Coeificienten , die dem n^" Grade angehören. 
Wir ziehen aber aus der bisherigen Untersuchung noch eine fernere Folgerung, nämlid 
dass die Einführung eines neuen paiticulären Integrales von der Form (493) in eine Gleichung n 
ganzen und rationalen Coeflicienten , unähnlich den bisher betrachtetem Formen particulärer Integral 
zwar nicht nothwendig und in einem jeden Falle ein geschlossenea Resultat liefere, also auch nie 
nothwendig zu einer neuen Gleichung mit algebraischen, rationalen Coefficienten führen werde, da 
aber ein so beschaffenes Resultat für solche Werthe von V jedesmal stattfinden könne, welche d 
Gleichung (500) erfüllen, die sich, wie wir gesehen haben, auch zur Ibtegration benutzen lassen, ui 
deren m an der Zahl vorhanden sind, wenn m die höchste Potenz ist, zb der die Variable x in d( 
Coefficienten der vorgelegten Gleichung erhoben vorkommt, woraus wir wieder sehen werden, da 
das neu eingeführte partieuläre Integral namentlich dann keine Complication, sondern vielmehr oft eii 
Vereinfachung in den Coefficienten bezüglich ihrer Gradzahlen zur Folge habe, wenn es mit d( 
übrigen in derselben bereits vorhandenen particulären Integralen genau einerlei Form, nämlich d 
(493) hat, unter F genau dieselbe Function (501) von u verstanden. Wir müssen, um diess darz 
thun, in dem für y^ angenommenen Ausdrucke (493) statt V irgend einen seiner m Werthe a 



F r m .6 p 1 e k r f^i 

{Jlif^i} Mtze«, ua4 beko^n^^» diesen e^ftfnyhap^y 4fir Itnilie n^h aaeh nur m JUndiielfie für dis 
in die vorgelegte Gleichang nim ^iMjatS^eMi^p^^ nftnlieli: 

y. = C./«« F. «fa. y. = C./«« F. «fa. .../. y. =V./e«' F. A*. (60^) 

nf «' tr 

Um nun aber die SabstitatioBsresaltate eben dieser Apsdrficke, statt y in die vorgelegte Glei- 
ehmig zum Behufe ihrer wiiidiehen Binf&bmng, der. Reihe nadi zq ermiUeln, vnssen evident dieselben 
dioierwahnten Sabstitationen fSr V aaeh in der Glefchung (4S8) vorgenommen werden. Es wird aber 
namentlich, dem ersten neu einzofShrenden particularen Integrale C^y^ entsprechend, die Gleichung 

- - • ■ * • 

(498) folgende Form aonehmen: 

c. p, = + c, ««•' (u; + r.« + r.y« + ....... + ui^a?-^') 



^ c, e" (u; + u;* + u;«' + -h uu-.*^*)» ^*^^ 



^w« H][ , U", « U^ , ... U'^.t und eben so If« ,' U', , U', > ... V^^^ constante Grössen vorstellen , in 

^irelehe die eingeklammerten Polynonie, beziebongsweise Multiplicatoren der suecessiven Potenzen 

.^r*, X*, flp*« ... 71^^ der Gleichong (408) verwandelt werden, wenn man in ihnen einmal ti\ ein 

•aadermal aber vi statt u setzt 

Vnr werden in der Folge sehen, dass fn der grossen Mehrzahl der Fälle, in denen eine 

^%^OTgelegte Gleichung particuTfire Integrale Von der Art der (403) besitzt , die eine Substitutionsgranze, 

«Cwa fi'=qpcxD ausfallt. Je nachdem dem qs\ oder in änderen Fallen einem gewissen in der DiflTeren- 

Cialgleichung vorhandenen constanten ParamIftet'V positive oder negative Werthe ertheilt werden. Neh- 

. • , '• • • ■ 

meii wir diess einstweilen auch fSr sSmmtllch^ Ausdrücke (50d) an, so verschwindet offenbar für jeden 

derselben das entsprechende mit e^^ verbundene Glied , und ivir^ erhalten namentlich C. P^ unter der 

Form : 

bCIwo a die Rolle des uf in der Formel (504) spielt Eben so bekommen wir, iii die vorgelegte Glei- 
lung statt y der Reihe nach die übrigen der unter (503) aufgeführten Werthe substituirend , und in- 
wir die Bezeichnungen des S. 2 ^dieses Abschnittes festhalten: 

CtP.« C,c«^ («, + «.« + €,«?•+ +*•*•-') ' • 

;-^ («06) 

C«P«= C«e- (««+ »«x+ ^^x^+ + ^«a:«-). 

len wir aber, in der Absicht gleich alle m particularen Integrale (503) auf einmal iii die vorge- 
^^Ste Gleichung (492) einzuffihren, in diese statt p die Summe eben dieser Ausdrucke, so erhalten ' 
■ ^Ir offenbair: 
• P= C,P, + C,P.+ C.P.+ + C^Pm- > («W) 



f 



j 

i 
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lMztdlifeert(M^<|[ Wn, si; encbelM'flbr dte^\, mit RScksieht 



gvnoüT 



jn ,'•.:■* 



t ■ 



♦ . 




wo il, A, C, . . . J7 durch folgende Gleichungen gegeben sind: 

II •■ • '■•l'l" t. i^ 'i'i'i • • ' »1 1 ■ ■!■.■' «■' ■ 

i>= c.iB. + e.®.+ c,»,+ , + c«». 



1,1. 



' <• . 



(809) C= <:^.6. + C,e. + C,e,+ + C«6« 



f . •< 



fl = C'..f). + c.^, + c,^, + + c„*,' 



f • 



Werden nua C^, C, , C,, ... C»^ wirkHeh als ganz Wnikfirliche Constanten angesehen, 
d. h. wollen wir in der That alle m partfculären Integhile' (503) Auf einmal in die vorgelegte Gleichung 
einfuhren, so sind offenbar auch A^ B^ C, ... jET sammllich gleichfalls willkürliche Constanteii , 
und wir gewinnen die aus der Einfuhrung jener m^articulären Werthe hervorgehende neue Gleiehing 
von der Ordnung n-^m unmittelbar« indem .wir diß Gleichung ,(508), ganz nach der Methode des 
S. 2 dieses Abschnittes , wie ein allgemeines Integral einer Differentialgleichung von def m^^^ Ordjwag 
in P behandeln« ans welcl^em die letztere durch iti-malige Differentiation und Elimjnjition der m 
Constanten il , B « C « . . . i7 zu construiren jst Bß hat aber dieser Ausdruck (508) voUständig die 
Form, dj^s allgemeinen Integrales einer Differentialgleicliung von der mS^ Ordnung in P mijt constaoten 
Coefficienten « für einen gewissen speciellen Fall« den wir im S. 1 des II. Abschoyittes behandelt 
haben. Wir erinnern uns nämlich aus der dort geführten Untersuchung« dass d^sie allgemeiBe Integral 
einer linearßn Differentialgleichung wie: 

; ; • • li •■ ' •■ ■ ' ' ' • 

d'«« d"»-'M du 

(MO) ^4^^ + ^«-. ^+ +^. ^ + ^y=,p 

im Allgemeinen auf. die Weise gefunden werde« dass man sich dieselbe zuvorderst in der symbolischen 

Ponp: . .: 

• ^ •->■ ■''■••'- ^k^i d 1 

(ölt) y L'*~dj^'"+"'*^^-^?^ +■ - +^^^+^J^^ 

aufgeschrieben voräteHl. und das eingeklammerte ' Polynom dieser letzteren wie eki. cHgebraisches Glei- 
ch 
chungspolynom bebandtlt«. das nacii dem Symbole -±- dem m^" Grade angehört. Sind dann: 
.'^vr äx 

d 

die m Wurzeln desselben ,, so. ist einerseits; 



I • t 



das allgemeine Integral der Gleichung (510)« während andererseits die (511) auch in folgendler Form 
{^<Jo geschrieben werden kafM: '^ ^^ - ^ . ^- '*^ ' '^ 



i.i 



F r m e a I e.4i riP> 
d 



»(i-«.)^;-»-)^-^-)---!^-».)»«- («») 



I... 



B^ O^r^.J^tr^^H r= • * • "^d«) K<#. ^o#f! syii4)oii8fji^ ßl^ehaog i» folgende andere fiber : 

y (:r: — ö.l =0, (514) 

nrübei' gMefoeidie; Üir atlgem^ineä' Inti%hit''äelfii^''fHIH^t^' V^ite (512) verUert unH" folgeiide anyiere 

y = «e.* (C, + C.x + C.x* + + C^.a*-*); . (515) 



eine Fonbt die ,offenl)ar mit jeoer vollständig fibefäinstinimt , welcne dem fOr P froher gewonnenen 
Ausdrucke (508) zoitommt Es wird sonacli aaen: 



*'{^ rTiiaP^..fff .0.- . J ^ ..-/, .S . . '> . •) : ^518) 



als Differentialgleichung von der m^» Ordnung in P, dem Ausdrucke (508) als ihrem allgemeinen 
IHegralfr «0 «Mspveetaen , wie die (5i4> dav^^Slt^); d. h^ es wird die Gietehung^ (5 1«> selbst das 
verlangte endliche Brgebniss der gleichzeitigen • Efalffilining sfimmtlidilBr'mpartievHren Integrale (508) 
in die vergelte Gleichung ^Bein. In entwickelter Form aufgesoi|rieben sieht aber« dieselbe folgender- 



massen aus : 



|ic?^ fm^pim.i^a+\f) P^^^a^'^J.?^i^)P^(^^^^ P'(-tt)*-^ + P(-a)-* = d; (517) 



' i 



und es ist wohl nicht dem geringsten Zweifel^^uiterwoHien, dass wir zu derselben Differentialgleichung 
in P auch durch dir^te Rechnung und ohne RuckbUdc auf die. Perm des . Integndds ekiiBr VUetmkh 
tialglekhung mit constanten Coefficienten hätten ^|;elangei| können, aus der Gleichung (508) durch 
successives Differenziren die Werthe von P, P, P\* > . . P^^ ableitend, diese sodann der Reihe nach mit 

(— a)*, (7)(— «)"*"*. (7)(— «)•""• (T)(""^^' * rafrltipllitrdid uhd Wdirend — eine 

Rechnung« die wir für den Fall m = 2 bereits "^u AnJ^ng dieses Paragraphes durchgeführt, hier aber, '' ' 
wie wir ^lAub^ mU ^inig^ VortheUc)», um^apgen habeoH QffeqlngrMti^Hdiioh die besprooken^ Gleiebui^ 
(517).^^ jP^ als^eUfjöipf^ dem Co#f»^enb^a).iMiQh.»icht eompUwrt^.als die nrsprfing«^ 

liehe P=0, wodurch unsere frühere Behauptung gerechtfertigt erscheint. ,,.,[„ 

Wurden hiebt sämmtliche particuläre Integrale (503). gleichzeitig in die vorgelegte (Gleichung, ,, 
eingeführt, sondern nur Eines derselben, etwa: 

■ •"•• '''■•■' '■' y\ ^ C.f'e'^ T, Au, ••■•'" • ■' ' ■ ' "•' 

so bekamen wir, wie schon erörtert« P = C^P^ unter der Form (505), oder, wie wir aif^l^. k^|^r 
schreiben können : ,, /. r ,, / 

und sodann in Gemissheit der sehr bekannten Bezeichnungen des S. 2: :!:i /^i.it 
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IlL Abschnitt 



M , aR + K 



NR' 

ganz 80 wie in %. 4 dieses Atoolinittesw • Dte > C^eSteidiiteii der netten ffleiehang wiMtti ^dso^, in 
R ein Polynom vom (m — l)^'' Grade nach o? isl, im Allgemeinen gegen jene der vorgelegten Glddin 
um (m — 1) Einheiten im Grade nach x höher sein; nichtodestoweniger aber wurde die, aus der i 
maligen Einifihrupg der noch übrigen paiticapir^ , Int^rale (503) hervorquellende. En4jq[leie|linif^ (^| 
cienten besitzen mfissen, deren Grad den der Coeflictenten der arsprfingUch gegebenen Gleichnf^g.j^ 
zu überschreiten vermochte. . . > i • ' ' ' > 

Endlich hätten wir auch in die vorgelegte Gleichung ein einzelnes particulares Intq;nd | 
die Weise einfuhren können, dass wir in derselben zwar die Summe der Ansdrfick^ (503) statt yß\ 
stituirt , allein nur Eine der Constanten , etwa C^ , als ganz willkürlich angesehen , die übrigen hiii| 
gen C, , Cg , ... C^ so gewählt hätten , dass in der (Bieichttng (508) : 

B = C= = H = 



• . ■ I 



wurden^ Pl^ss ist aber immer mögUcb, da ons die GleicNmgen (509), fir versohwindende Werthe i 
^engenannten Constanten , jedenfalls Mch Wertbe 1fr : 

c:^""'' cr^""** cT^''- 

ztt liefern* geeignet sind. Wir bekommen aber oater dieser VorausseCzwig fär P statt der Perm (5( 
folgende andere : 

und Itf sehr bektmnte Weise weitenrerfahrend ^ m. . ** 

P* M 



= a. 



P N 
sohin als neue Differentialgleichung: 

(518) P' -ciP = P^.) = 0, 

in welcher offenbar die höchste Gradzahl der Goeflieienten jene der vorgelegten keinesfalls ilbersi6hr 
ten kann, und die, ausser den particularen Intasien der letzteren, noch folgehdes andere beisio 
wird: 

(619) c,fe^ [f. + c. F. + c. r. + + c« fJ dM = cfe^ f^o rfu, 

— 00 ■ A.QO -.* 

WO c,, c,, ... c,,t, wie schon gesagt, keine willkürlichen Constanten vorstellen, sondern aus d 
Gleichungen (509) hervorgehen, indem man in letzteren die Constanten A, C, .. . ff der No 
gleichsetzt. 

Wir könnten nun, auf dieselbe Weise, wie wir in die Gleichung: P = Ö das pafficuli 
Integral (519) eingefährt haben, in die neu erhaltene Gleichung P.^) = o abermals ein particnlä 
Integral: -^ 



J 

I 



Fo r m e rlVh r'U. $41 

-CX) 

eioffihreii , und bekamen so eine neue Gletehalig t 

oder mit Baeksicht auf (518) : :i 

P" - (a+)8) P' + a^.jP - P(.) » 0; (5M) 

r 

< • • I 

• . I ■ . . 

and wenn wir , aaeh in diese Gleiehung ein ilinliehes particalares Integral : 

-00 • : » 

einfikrei, so gelangen wir el)eQ so xnr Glei^tinng: 



.i / 



p«' - (_a + ß + y) P" + ittß -\- ay% ßy) P' - aßy.P = P^,^ = 0. 



I _ . -. ■, . 



(5fl) 

Wir erifenaen bereits ohne Mühe das ]|ii;rii«Mltt4B4eiide.GeseU: Wird näqilieli aas einer ver- 
gelten Gleiehung P=0 yon der j^ PrdauDg .eine baho Gii^h«^; abgeleitet wie:; 



Pö-^ + il. P<^'J + il. Pt«^' -+- ■¥ A^P' + ArP=^0, 



' 1 



in der il. , il, , ... Ar ganz beliebige constante Zahlen vorstellen« deren Coeflfieienten sich also offen- 
bar nicht über die hfi^ste firadzahl der Coeflicienten ta der vorgeteglen Glelebtng zu erheben ver«* 
mögen , die aber selbst gegen die letztere um r Einheiten in der Ordnungszahi hdher ist , so werdet 
sammtiiehe r particuUre Int^rale , welche dieselbe ausser den n partieoläreB Integralen der forgeleg«- 
ten Gleichung P = besitzt, in der Form: 



«4 



Cf e- r„, du ^^ 



-00 



auftreten, wo a^ Eine der r Wurzeln: Ui^ a^^ ... a^ der algebraischen Gleichung: 

oT + A,a'''' + A.ar* + ... + ^^^ a + ^, = . 

Yorstellt« F(A) aber eine Function von u bedeutet, welche der zur Integration der ursprunglich Vorge- 
legten (492) dienenden Hilfs gleiehung (500) Genflge leistet und hieraus ersehen wir auch in diesem 
Falle, dass die neu eingeführten partlculären Integrale nfUnentlich dann zu keiner CompMcation der Coef- 
flcienten Veranlafl(äung geben» wenn sie sich den alten, in der "Gleichung berdts vorhandenen, in der 
Ciestalt eines bestimmten Integrales vorkommenden der Form nach ganz genau anschUessen, mt demsel- 
ben V nämlich unter dem Integralzeichen und nur mijt anderen , sonst aber beliebigen Integrations- 
^ranzen. 



I 



B e s t i DI Ol t e 



W ^■•.. 



(PlkrtsettujigO 

Die im nächstvorhergehenden Paragraphe zur Sprache gebrachte* analyliacbe thaiMelie, daaa 
man allgemein die Integration einer Differendalgl^changi^der n^^ Ordnung mit Ooendenten vom m^^ 
Grade abhängig machen Icönne, von der Integration einer anderen Differentialgleichung von der ni^ Ord- 
nong mit Coefficienten vom n^» Grade « dass man also speciell eine jede Gleichung mit Coefficienten von 
der Form a + bx^ welche auch immer ihre.prdnnygszahl sein mag, und selbst dann« wenn die darin vor- 
kommenden Differentialquotienten gebrochene Differentiationsexponenten tragen , auf eine Gleichung der 
ersten Ordnung zurückzufuhren vermöge , was wir auch Im H. Abschnitte dieses Werim gethai^ haken, 
dass man ferner die Integration einer Differentialgleichung mit Coefficienten wie a'\'bx-\-cx* durch 
die einer anderen sich nur zur zweiten Ordnung erhebenden zu bewerkstelligen im Stande sei — diese 
Thatsiaehe veraütasst uns zu weiteren ForbeiMihgen'' Ober die Form der Genflga leistenden particolaren 
Integrale. Wenn nSmlich' der GeeflSefenteBbau Irfpend einer vorgele^n Gleichung , z. B. der : 

• , ^ («« + Kx^ c„ a?«) y^") + (a^,H- 6^, x + c,,, x«) y^^'^ + («n^. -K *«^. ar + c^, x*) y^«-> 
(5«5) 

+ + (a, + b,x + c,x*)j/'+ (a, + b,x+c,x')t/ + ia, + h,x + c.x')y = 0, 

in Bezug auf ihre Gradzahlen sowohl , als auch auf ihre Zusammensetzung aus einfache^ Pactoren» 
ingleidhen in Bezug auf den gewissen k genannten Exponenten, manches Wichtige aber die Natur des 
Integrales za lehren vermag, wain.nian feriier, den Ergebnissen des nächstvorhergehenden Paragraphes 
zufolge, die dieser vorliegenden Gleichung genugenden Werthe ui|ter der Form: 

(ö«6) y = fe'^Vdü, 

V 

vorauszusetzen berechtigt ist und zur Bestimmung von V die Differentialgleichung: 
bekömmt, wo: 



ji 



I * 



• t« 






(628) U, = 6.«" + 6^ «»- +J^^!l!C;; + ,, + 6. u + 6. 

ist, and deren Integral offenbar in der 't^Mnn': • I '' •< ;. 

(589) ■ ■• ■ ' F =• ff r: •+ C. r. '■ ^'^ 

c. 

vorhanden ist, während ^r i»*! ^^^ Integralionsgränzen t/ und u" die Gleichung: 



aDabhängig vott X erfüllen müssen , so stehizu ertrarlieh V däss auch der Coefificfentebban der Hiirsglei* 

I I ' * I 1*11 

chiing (527) zunächst fiber die Form der ihr geWägetätien beiden pdrticnlären Integrale V,, und F,, und 
sodann mittelbar über den Bau deijenigen , die der Vorgelegten (525) von der n^n Ordnung zugehoren, 
werthvolle Aufschlüsse liefern werde. Dem ist auch MirlcHch so, uiid wir werden an diesem Orte die aus 
dem Baue der Hilfsgleichung ableitbaren Folgerungen, die sich ohne sonderliche Rech- 
nungsentwicUiungen ergeben, und vermöge der Pereityniligkeit, mit welcher sie so zu sagen in die Augen 
springen, fuglich zur Formenlehre zu zahlen sind,, der JQ^rachtung unteryrerfen. Wir werden hiebei die- 
selbe Ordnupg wie in unseren früheren Forschungen b^p.|]|9chten und dem^^ufolge: 

Erstens: den Coefficientenbau der, Hilfsffleicjiung in Bezug auf die Grad- 
zahlen derselben berücksichtigen, und das, was daraus in Bezug auf die Form des Integrales der 

(527) zunächst erschlossen werden kann, zur Sprache bringen. Dann wollep wir 

Zweitens: auch der Zusammensetzung der Coefficienten aus einfachen 
Factoren von der Form u — a in ahnlicher Weise unsere Aufmerksamkeit zuwenden, und endlich 
zugleich 

Drittens: das, was aus den Wertben der Exponente^i k, die zu den einzelnen 
Factoren u—a geboren , gefolgert werben kann ^ bejru^kaichtigen. 

Wenden wir uns also zur besprochenen Hilfsgleichung (527). Die Gradzahlen ihrer Coefficien- 
ten, die die Zahl n nicht überschreiten, hängen ^on .denen de|* C/^,, I/^, U^ genannten Polynome 

(528) ab, deren Ansicht lehrt, dass eine Ansteigung in den Anfangscoefficienten der (525) auch eine 
solche in den Anfangscoefficienten ihrer Hilfsgleichung zur. unmittelbaren Folge habe , mit dem Unter- 
schiede jedoch, dass, wenn in der ersteren die auf die einzelnen Coeflficientenpaare reparürte Anstei- 
gung ein unter der Einheit liegender Bruch ist, in der anderen ebenfalls auf das Coefficientenpaar daraus 
eine Ansteigung , die jedenfalls die Einheit fiberschreitet und oft «»inen beträchtlichen Zahlenwerth hat, 
hervorgeht und umgekehrt Die specielle Ansteigung' 'Von Einer Einheit aber pflanzt sicfc t^on der einen 
auf die andere der beiden Gleichungen unverändert fort.' Das Gesetz der Vererbung dieser Ansteigungeh 
Ist'leicht zu flnden, und heisst mit Einem Worte : E in e Anfangsstelgung voln— Einheiten iii 
der vorgelegten Gli^ichung verursacht 'c'lyii?' Ätifangsstelgung von r Einheiten in 
der Hilfsgleichung und umgekehrt. — Gebett'Wir, um mit mehr BequemHehkeTt zu' den Folgen 
diraeb analytischen fmstandes zu gelangen , ehilge ^eiki^lMe. Wenn etwa : ' 



f.«' 



^n — ^ii-i — ^/i-t — ■ T~ ^t — 0« 

^« aber von der Nulle verstchieden vorausgesetzt ]ii[ird,.so bandelt ess sich jetz^um die Gleichung: 

(a«+M)y^^ + («,^.t+ftiH.»y^*^+ ...• +<rtt+M)y' + («0+M+«o«^)y = o. ( 

bfi wf^iej^ eiA S^y^gen von — .BiA)^^ auf daa Qo^Aicieiitenpaar zu gjfwab^en ist^; Die nul ihr vergli- 
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chene Hilfsgleichung besitzt Coerieienten , die bezüglich der 0^» « n^ and n^ Ordnung angeboren , 
mindestens so lange als 6^ und a„ nicht der Mille gleich sind. "Wir gewahren also hier ein Steigen um 
n Einheiten bei dem ersten und ein Fortsdireiten im Nivean bei dem zweiten Coeffidentenpaare. Diess 
deutet, nach im bisherigen Ergebnissen der F|)r^enlehre » auf die folgenden Formen der p^rtfculären 
Integrale. Fj und F,: 

(53«) F. =» «f^''^'"**'""+- r " • IF. , F, ««e^«"IF„ 

I 

■ ■ " 

allwo W^ und W^ Functionen Ton u sind, die zur ersten Klasse gehören. Es tässt, sich ritin ze^en, 

dass es in diesem Falle genüge ein einziges particulires Integral , V^ nämlich , der Rliftgleichüng zti 

besitzen , und dass aus ihm alle , n an der Zahl , der vorgelegten Differentialgleichung (525) Genüge 

leistenden Werthe hervorzugehen vermögen. Man wird nfimlich der (530), unabhängig von x, in diesem 

Falle offenbar Genüge leisten V= V^ nehmend und dem n einen der (n+1) Werthe ertheilend, die 

die Gleichung: ' 

(533) -4, tt*^* = — 00 , oder rf^» = ± oo , '< 

je nachdem Ai negativ ist oder positiv, erfüllen — Werthe, die in der Reihe: 



' \ 



ä 



U = /ij 00 , /i, 00 , /C, 00 , /X^4 00 

enthalten sind, unter jii^ ji^^ ... /jl„^^ die (n + <) Wurzeln der Gleichung: ^"'^*=s+ 1 verstanden. 
Hieraus folgt, dass das allgemeine Integral der Gleichung (531) vorkomme unter folgender Form: 

(534) ' y = C,f (rV,du+ C^f e"'F,rfM+ + C^,f «^F.Ai, 

• 

die offenbar em allgemeines Integral repräsentirt , weil die darin vorflndigen Constanten , n H- f an der 
Zahl , nur an die einzige Bedingungsgleichung : 

(536) C, + C, + C, + + C„^, = 

geknäpfit sind. Wir sehen aus diesem Beispiele nicht nur, dass es Fälle geben könne, wo ein einuges 
particuläres Integral der Hilfsgleichung zur vomtändigen Durchfuhrung der Integration zureicht , sondern 
auch, dass man die Integrationsgränzen, respective Wurzeln der Gleichung (530), ermitteln könne, 
ohne das in dieser Gleichung vorhandene V zu kennen , also aus der blossen Ansicht der Hilfsgleichung, 
ja auch aus der blossen Ansicht der vorgelegten Differentialgleichung und ohne alle vorgängige Integration. 
Denn auch den Werth des constanten Coefficienten:,,4i vermag man sich zu verschaffen, ohne zum ^sfirk- 
lichen Integrircn zu schreiten , wie im nächsten Paragraphe gezeigt werden soll. Es fällt noch fiberdiess 
in die Augen, dass alle particulären Integrale, aus denen das allgemeine (534) zusammengesetzt ist, 
insofeme vollkommen tadellos seien , als das unter dem Integralzeichen beflndliche V^ zwischen den 
Integrationsgränzen nur endliche Werthe anzunehmen vermag , diese also nie Analogie mit einer diver- 
girenden Reihe gewinnen können, nachdem aus dem Umstände, dass der erste Coefficient der Hilfsglei- 
chung eine Constante ist, überhaupt die Nichtedstenz endlicher Werthe von tr, welche die FtoeHon V 



F o'r oL-e n I e A r ia. 8|t 

päd 8#BiU ^ueh die W nqeiidlicli iM0h9n,(.<9rfilgen wenba kjuui. Diw. üMmec dia-Ui Rade atebkni« 
II + 1 particalaren Integrale wirklich eben so viele von einander vecstÜMyine AuMÜtteo raiuriaentireB, 
wird sieh anf die zu Ende des IL Abschnittes S. 8 vorgetragene Weise darthnn lassen. Dass endlich die 
hier noth]M[f^dif inratlöiiAle nnft namentlich nf^ Wundn in Ach jchliessaiida Form des assymptotischen 
Integrals der (531) viel einfacher nnd sohin mit Vortheil durch die (534) ersetzt werden könne, ist in die 
Augen springend, und mag als neue Bestatigtin'g der schon im vorfgen Parag^Üphi^ gemachten Bistaierkung 
dienen, nämlich: das bestimmte jntegral und der mit ilun verwandte Differen- ., 
tialquotient mit allgemeiner Ordnungszahl sind die natürlichen Formen der 

* 

Integrale von Differentialglei.chun4i;en mit «ic^i^rig. geh.anten Coefficienten. 

Betrachten wir jetzt als zweites Beispiel digenige Gleichung, die aus der ([531) her- 
vorgeht, durch Nullsetzen sämmtlicber mit b bezeichneten Cpiistauten mit Ausnahme von d«» nämlich die: 

.«» ir*^ + «-. Ü^'^ + + a. y •+• (•• + *,« + «.aO y «^ Ou : (586) 

Dfe ihr eotspreebeode Hflfogfeiehiin; (527) hat Co«flIc!eDtieta ,' denen be2ügiich die 'GhidzAhlüfi 6, 0, n 
angdiflren, daher auf das CoetRcienteipmr eine' Antsteij^fimg' von — Elnhdt^^, flüt,' während die (Säflf) 
ein rfeparthrtes Ansteigen von '— EiiihiBtten auf aas Coeflictenfenpaar biethet. Wfir Milif^ssen Uerävs 



n 



aüf'irweiparticuläre Integrale F, und F, därgediiQhteii'Hi!f^leichuh;g:,'tti[id zWar: 



jilJ! .{ :: •.. ihr 






dem JMcäi ffir sich zur Integration bdnutzt werden kanit ^ Denit man sich nämlich in die zuir Bestimmung 
der Integratfonsgrätiien dienendis Gleichöng (5ä0> anstatt F zt^i(rderdt V, ge^iftzt, und !iodantfiir 
lmelldHch und ao gewihU, dass es def bfnondschen Gldchudg: " ^ • 

■ A^u^ 'i^Qo ■ oder •fr^=*±ö&' ''''■^'"' •■• ■ '■•""•■'•'(538) 

I . I I • ' 1 ...'•'•. • J^ T 1 • « J » . ■ 

genügt, so wird ihr offenbar für jedes o? Genüge geleistet, woraus folgt, dass, wenn -^ eine ganze Zahl 
ist, folgender Ausdruck als, wenn auf^. nicht allgemeines Inte^;tal d^r (53.6} niederg^hriebei^ Y^erden^ 
kann: 

y = C./ «-T.du+C./ c«*F.dtt+ + e^ / ■ e«" F. d«, (5») 



Il+t 



unter jit^ ji^^ ... / i^^, die Wurzeln der Gleicluuig jli * =± l verstanden, je nachdem A^ negativ •' ^ » 
ist , oder p^tsitfv , mit deir zwi^hen den Constanten b^stehend^ Rklatloa^lelchuiig : 

C, + C, + C.+ ..,.^..,.. ^,e;,.-l- Cöxr=Är. ... ... (540) 

t s 

krafl welcher dieser vorliegende Ausdruck ein Integral mit — willkürlichen Constanten darstellt ^ ^ . ,;^ 

Auf dieselbe Weise können wir aber auch mit dem zweiten particulären Integrale F, der 
Hilfsgleichung verfahren und erhalten, mit Rfieksicbt «ifden leicht nhchweisbaren Umstand , dass il, . 

44 



f|g IIL A b s c.h n i i I. 

wbA ifti dem Zdchen nach ^entgegengesetzt efaid« einen woen Aeedroek« der abehnals' efai Integral not 

n 

;^ Gonstantet reprfisentirt; nlmlMi: ! - • >. »*' r ^ 

(541) ^i y^D.f e^ Fi*r Hh i>. /* e^ F^*i + /. /.i. ^ J^^^ß*'^^ F,dW; ^^ 

• . . • , »0. 



mU der zwischen den Constnnten vorhandenen Relationsgleidinng :, , 
(5«) D, + Di + D. ^ + D. + U^ = 0, 



■•Hi'r: • 



fH-t 



und unfer i;,, r,, ... v^ (&e Warzfein der binomischen Gleichung: i; = T 1 gedacht Wir 

schreibeh hier + i anstatt des fn der Gleichung, welche die Wcrthe von /x liefert, ersüdkitfchen dt 1 « 

weil, wie gesagt, A^ uod Ä^ entgegengesetzte Zeichen tragen. WSre n eine ungerade Zahl, somit 

. .. — ein Brueh, so hatte man anstatt der beiden Gleichungen /x * =+1 und v * =HFi die einzige 

p"-*-* = i f^nfznstellen, die die beiden ebenerwäbnten in sich enthalt und die Wurzeln dieser letzteren 

•''•■'■" t|+t_- ■ 

dei»uassen in zwei Gruppen zu sortiren, dass üxp der einen Gruppe der Gleichung u *. =^±i and die 
4er.2weitejDi Gr^tpe der v * =+1 Genüge leisten., Gel^entlieb,. wird es sich erdgn^ dasa dieCoef* 

ficienten A^ und ^, correspondirende imaginäre Werthe haben; in diesem Falle hat man nntter 

■ji+t ' 

Mi^ M*' *' J^M-t-« ^1^ Wurzeln der Gleichung: /x ' =y — i zu verstehen, wihrend eben so 

' • Vt» ^t» - • • '^«±,^^1^ Wurzeln der Gleichung ir ' = — y — 1 vorstellen. 

Fafls die Differentialgleichung (525) in, ihren AnCftugscoeffli^ienten überhaupt ^n|itei|ningen 
biet;het, wird man solcher höchstens zwei Stufen zahlen — es .werden nSmlich Ein oder einige An&ngs* 
coefficienten vom 0^«« Grade vorkommen können, dann folgt eine erste Stufe, die dnrch,. einen oder 
etliche Coefficienten vom Grade 1 gebildet wird , und hierauf kommt eine zweite Stufe spaterer Coef- 

■ ficienten vom Grade 2. Die U,, CT^ und U^ genannten Polynome werden hiebei Gradzahlen 
t^ /+r, t+r + s^=n ausweisen, in Folge deren die Hilfsgleichung für das erste und zweite Coef- 
ficlentebpaar bezicibungsweise Ansieigungen um r und s Einheiten zeigen wird , so oll wenigstens, als 
9^^« ist Für r<ir« wird beiden Coeinciehtenpaaren die Repiirtltionszahl — — entsprechen. Im er- 
steren Falle schreiben wir ein Integral nieder unter der Form: 

y= CJ e^V,du + CJ e'^V,du+ + C^^J e^^V.du 





mit den zwei Beziehungsgleichungen zwischen den Constanten : 

C, + C. + C3 + + Cr^^ = 

^^^ />, + !>. + />,+ + A.. = 0, 

ferner mit Weichen von V^ und F,, von folgender Gestalt: 
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F, =:^*.«'+*+Ä.<t:;.- W,\ |r, =- e^.«'+HB.»«'rtr- > JF, . (545) 

! ■ : ' ' • "'t\ '* ' 

/if • /if » • • • /V+i stnd Wurzeln einer binomiechen Gleiehong wie ff^^ = ± 1 « je nacndem A^ negativ 
ist, oder positi?; ingldelien sind r^« v«, ... v^^^ Wurzeln einer binomischen Gldchiiiig wie v^^ =d: 1< 
je naebdem A^ negativ ist, oder positiv. Auch im zweiten ^aUe, dem der Repartitionszahl -— — nfimlich« 



ist die Form des Integrals eine der 0^43) ahnliehe nnd reprasentirt, se wie diese« ein Integral mit r+s 
wUIkfirlichen Cohstanten, also nicht, das allgemeine , sondern nur ein pärticuläres , durch den Zusatz von 
n — r — 1 = / particulären Werthen, mit eben so vielen willkfirlichen Constanten, zu ergänzendes, ist 
daher <^=n, d. h. ist dias Polynom U^ bereits vom n^» Grade, so gewinnt man auf diesem Wege 

• • T 
I . - , . 

gar kdn Integral nnd also namentlich dann gar Iceines, wenn es in der vorgelegten Differentiatgleichung 
vom ersten CoefBcienten angefhngen gar kein Ansteigen gibt , sondern nur ein Fortsdireiten im 
inyeau , oder dn Abfallen gdgen den letzten. Dagegen liefern die in einem solchen Falle n an der Zahl 
Turhanden^n Faetoren des ersten Coefficienten I/« je Ein particuläres Int^alln einer anderen Funda- 
mentalform, der nämlich eines Differentialquotienten mft allgemeiner Ordnungszahl, 
und hierdurch ist der Mangel der flrfiher erwähnten Ansteigtingen ausgeglichen. Diess soll etwas später 
zar Sprache gebracht werden. 

Jetzt können wir den allgemeinen Fall dner gegebenen DilTerentialgleichung der n^» 
Ordnung mit Coefficienten vom m^B Grade, in Bezug auf die in ihrer Hilfsgleichung vorhandenen An- 
Steigungen der Betrachtung unterziehen. Die Gleichung ist eben die (492) des vorhergehenden Paragra- 
phes, .olmlich: 

<a.+i,a^4- . . . +A!«iP*)y("^+(«;^..-|-6»..a?+. . . -M^.af-^^— ^+ +(«,+6^+, • • +&.»-)y = 9 ; (546) 

■ . ■ • ....... i> 

ihre Hilfsgleidittiig aber ist: - m 



in«) fr 

yi^, [(7) VI - ("^') U^, + V.^ ] 



\. 



I ,^ 



M 



V [(7) ü{r»> - ("*7*) öfc*> + (V) ösr.*^ - • • ± «^. } 



(547) 



V [(?) PSr*' - (*"7') üä^v' + (V) ^-v> - . . . ± 2ir. T i^. J 

+ v [ ü2r> - üJTT.'^ + ' üSr." - ••- ± ü; T ü". ± cr.]= o, 

und man öberzengt sich leicht anf dem betretenen Wege , dass 

Erstens: Wenn der erste Coefficient (7„ dem n««" Grade aagebSrig ist, Ansteignngen 
weder in der Vergelten noch in der Rilfsgleichnng vorkommen können , der g^eirwärtig eingeschia- 
gene Weg also gar keine particaliren Integrale in Gestalt von bestimmten Integralen, deren Grenzen 
nnmittelhar angegeben werden können, zn liefern vermögend sei. 

44 • 



ni. Absehliitl. 

(<',<'. Zweitens: Wen» U^^ dnrch dus Verschwinden einiger seiner höchsten Glieder, sidi auf 

eine niederere Gradzahl h<^n znräckzieht ,^ dana erseheinen in der Hilfsgleic^nn^ nothwendig Anstel- 
lungen, im Gesammtbetrage von gerade n— A Einbteiten, denen n — A particulare Integrale der Diffe« 
rentialgleicbaDg , in Form von bestimmten Integralen mit unmittelbar angebbaren Grenzen und oo 
und Relationsgleichungen z]BrisGben den Integratio;isconstanten , ^ 

Drittens: Die Ansteigungszahlen . der Hilfsgleichung sind die reciproken W^rthe der ent- 
sprechenden Ansteigungszahlen der vorgelegten Differentialgleichung, und ist allgemein in der Letz- 
teren eine auf r Coefficientenpaare ausgedehnte Ansteigungszahl — vorhanden, so entspricht ihr in der 
Hilfsgleichung eine auf s Coefficientenpaare ausgedehnte Ansteigung^ welche auf. das einzelne Paar, die 

/ : t : . . . . A« ' * . . ' 

Repartitipnszahl — liefert. Diess führt in der Regel zu mehreren Gruppen particulärer. Genüge .leisten- 
der Werthe, und. namentlich, wenn — eine ganze Zahl ist, zu t solchen, mit Bez|el^iing;8|:leichnn|^ßB 
zwischen den Integrationsconstanten ebenfalls, t an der Zahl. ~ Fassen wir, der grosseren Klarheit 

wegen, einige der einfachsten Fälle ins Auge: 

■■.■.•'.■ 

o) In der Differentialgleichung befinde sich bei einem einzelnen Coefficientenpaare die An- 
steigung um die Einheit in der Gradzahl , was nach unseren Regeln auf Ein particulares Intc^pral wie : 

(548) - y i= e**'^ Q ' ■■' 

V 

1 ' ■ ■ 

den Schluss gestattet. Dem entsprechend hat auch die Hilfsgleichung, an der durch die wohlbekannte 
Etiquette bestimmten Stelle Ein Coefficientenpaar mit der Ansteigung' i , nur ist zu bemerken, dass, 
nach eben dieser erwähnten Etiquette, die Rangordnung der particulären Integrale sich in der ä&fsglei- 

• • I ■ 

^ chung umkehre , so , dass diejenigen unter Ihnen , die in der einen vorangehen , indem sie den ersten 
Coefficienten ihre Merkmale aufdrücken , in der anderen ganz zuletzt kommen. Wegen dieser Anstei- 
gung i entspricht aber offenbar dem V Ein Werth von folgender Gestalt : 

(549) V = e^"*^*" IF, : h 
welcher die Differentialgleichung (547) erfüllt. Zieht man überdem Werthe von u aus der Gleichung ~ 



' I 



(550) 



Ati' = — c», welche für posiüve X die Wurzeln +oo ^ — 1 , — c» y — i , für negative X aber die 
Wurzeln +co und — oo hat, so verschwinden für solche u auch sämmtliche Glieder der Gleichunj 
(498), die nicht unter einem Integralzeichen erscheinen, und' zwar jedes für sieh, d. h. man hat: 

0= u„-.v-iu„, vy 

= 17,_. V - (i/„_. F)' + (i7„ vy 



= ir, V— (t;, V)' + (U, vy - ^: <i/„ f)'—'^ •• 

= i; . r - (17. vy + (i7, vy -•.....+ {U^^, F)*--'^ ± iu^ vf-'h 

wählt man sie daher zu Integrationsgrenzen ?/' und n'\ so wird J e^ Vdu der vorgelegten Diffe 

«* ••■■■■■ 
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rentialgleichong als particnlares Integral Genüge leisten. Der obangeffihrte Werth (548) von y wird 
sich daher auch auf folgende Weise schreiben lassen : 

+00 +aV=r 

y =y ^u«+::r+x^tt ,pj^^ ^jflgy y ^J ^•+(rr+«)ii W.du, (55t) 

-00 -00^^ 

Je nachdem % negativ ist , oder positiv , und mriclich lässt sich die Identität der beiden Formen (548) 

und (551) vermittelst des Laplace*schen Integrals allgemein auf dieselbe Weise darthun, wie diess 

bereits in einem speciellen Falle , s. n. Abschnitt , S. 99 , geschehen ist 

h) Finde sich in der vorgelegten Differentiaigleicfaung die Ansteigung von Emer Einheit auf 

zwei Coeflricientenpaare, somit von einer halben Einheit auf das Paar, was, wie wir wissen, auf eine 

Grnppe von zwei particularen Integralen den Schluss verstattet , die , in der Form e gedacht , o*s 

1 
biethen von der GradzhhP-^. Die HilfBgleichung (547) besitzt, dem entsprechend. Ein Coeffidenten* 

paar mit der Steigmig t; DIteem gehSrt ein Werth von V an , der die Gestalt: 

. • ■'■•', 

Cragt Wiblt man femer den Werth von u aus den drei Wurzeln der Gleichung «di«*»»'— oo, ;iirelche 

man mit /i^ cxd , /i, oo « /x, cd bezeichnen kann , unter /Xi « /i» t /<• die Wurzeln der /i* =» ±: 1 verstan- 
den , so ist auch den Gleichungen (550) Genüge geleistet. Es tritt daher folgender dreigliedrige Werth 
sIs Integral der vorgelegten Differentialgleichung auf: 

a|00 a,oo tt,oo 



Buit der Beziehungsgieichung zwischen den Constanten : 

' <?! + C, + C, = 0, (554) 

■fraft welcher letzteren eben dieser Ausdruck ein Integral init zwei wiilkfirlichen Constanten reprfisen- 
Vrt, welches offenbar der Summe der beiden frfiher erwähnten particularen Integrale, die wegen der 
Ordnungszahl -^ des 9 hothwendfg irrational sind, identisch gleich ist, wenn auch der ihit den Trans- 
:fforniatiönen , die unsere Lehre von den Differentialgleichungen in sich sehliesst , minder Vertraute die 
Verwandlung der einen rational erscheinenden, in die andere irrationale Form zu bewerkstelligen ausser 
Stande sein sollte. 

cj Entspräche in der gegebenen Gleichung r Coefficientenpaaren eine Ansteigung 1 , folglich 

t /9<te 

Einem Paare die Ansteigung — , woraus wir r particuläre Integrale unter der Form e erschliessen, 

^ 1 
mit irrationalen, der Gradzahl — angeh5rigen 9, so besitzt, dem entsprechend, die Hilfsgleichung 

r 

(547) efn einziges Coefficientenpaar mit der Ansteigung r , dem ein einziger Werth von T, wie : 

V = ^3ii''+*+xii''* . . . +X11 ifT (555) 

angehört, der aber dennoch sämmtliche r irrationale particuläre Integrale liefert, in Gestalt eines 
( r + 1) - gliedrigen Ausdruckes : 



.00 



/,00 

(656) 



'r+t 





mit der zwiBchen den Constanten bestehenden Relationegleicbang : 

(557) C, + C, + C. + + C^+, = 0, 

and unter /x^, /x,, ... /v^^ die Wurzeln der Gleichong /i^^^ => ± i verstanden. 

dj Betragt eine in der vorgelegten Differentialgleiehang vorlEomoiende Anstdgnng aUgemein 
9 Einheiten aaf r CoeiTieientenpaare , somit — Einheiten auf das Paar , woraus vrir auf das Dasein von r 
particnlaren Integralen unter der Form e schliessen, allwo 9 der Gradzahl — angehört, so dehnt 
sich in der Hilfsgleichung (547) eine Ansteigung von r Einheiten auf 9 CoeflFicientenpaare ans. Sohl n 
bestehen Werthe von V, die ihr Genüge leisten « t an der Zahl , angehSrig der Form : 



^+i 



(558) F=e^«' + W; 

die ihnen zugehörigen Werthe des Coefficienten 5 gehen aus dner Gleidiung des ^^ Grades hervor, 
daher auch einige von ihnen , oder alle imaginär sein können. Zur Bestimmung von u dienen daher jetzt 
lauter Gleichungen wie ^^ = — 00, welche man nicht immer und namentlich dann nicht, wenn :& 
imaginär ist, durch die u = + 00 wird ersetzen können, deren Wurzeln man femer oft, und 
namentlich dann, wenn r dureh t nicht theilbar ist, genöthigt sein wird aus einer einzigen Gleidiong 
wie: u^'^=jjf.c3o, wo 9 auch imaginär sein kann, zu suchen und dann unter die übrigen gehörig zu 
vertheilen, wonach man auf die vidgeubte Weisen w Gruppen, t an der Zahl von particularen Werthen, 
mit ebenso vielen Relationsgldchungen zwischen den Constanten, mit denen die einzelnen Glieder mnlti- 
plizirt erscheinen, gelangen wird. 

ej Das allgemeine Integral bekömmt man aber offenbar auf diesem Wege nur dann, wenn 
U^ dem O^n Grade angehört , d. h. eine Constante ist. Die Gradzahl h von U^ verringert die Anzahl 
der auf diesem Wege aufflndbaren particularen Integrale gerade um h Einheiten , so dass uns dieser 
Coefficient so zu sagen den Ersatz von h particularen Integralen schuldig ist, den er auch wirklidi leistet 
und zwar , wie wir sehen werden , in Gestalt von Differentialquotienten mit allgemeiner Ordnungszahl* 
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S. 21. 

DiffereDtialqiiotieDt^D mit AllgeDieioer OrdDDDgssAbl. 

Es ist noch übrig den Bau der Hilfsgleiehang in Bezug auf die Zusammen- 
setzung ihrer Coeffieienten aus einfachen Pactoren, besonders des ersten unter ihnen, 
nämlich U^ , ins Auge zu fassen , und dasjenige zu erörtern , was sich sowohl aus der Beschaffenheit 
dieses Baues aus einfachen Factoren , als auch aus dem Werthe des gewissen , stets mit k bezeichne- 
ten Exponenten, an einfachen, bereitwillig, ohne sonderliche Bedinungsentwicklungen hervorgehenden 
Polgerungen ableiten lässt. 

Stellen wir uns also vor allem anderen den ersten Coeffieienten U^ in solche einfache Pacto- 
ren von der Form (u — a) zerlegt vor. Jede der Wurzeln der Gleichung U^ = werde femer, falls sie 
eine wiederholte Wurzel derselben ist , substituirt in die folgenden Coeffieienten , um ihr allenfalls statt- 
findendes Nullwerden für einen solchen Werth zu erproben, und daraus die Anzahlen der Divisoren 
(u — a) in dem ersten und den darauffolgenden Coetncienten zu ermitteln, damit man das gewisse, den 
Coefficientenbau in Bezug auf solche Factoren umspannende Polygon construiren, und daraus die Art 
des Vorhandenseins von Factoren oder Divisoren u — a , in den einzelnen pari iculären Integralen nach den 
daffir bestehenden Begeln erschliessen könne. Diese Arbeit denken wir uns in Bezug auf alle von einan- 
der verschiedenen Factoren u — a des Polynomes Ü^^ durchgeführt 

Wir beginnen bei dem einfachsten und gewöhnlichsten der Fälle, die sich ereignen können, 
indem wir einen einzigen Factor (u — a) im ersten Coeffieienten voraussetzen, während der zweite, 
in der Regel wenigstens, davon frei gedacht wird. Es deutet diess, wie wir wissen, auf einen Divisor 
{h — a)* Eines particulären Integrales für F, allwo k seinen Werth aus der Gleichung : 

^^ W— l 



= --^ (w-a)j +1 (559) 



zieht. Dieses, unter der Form: 



V = ^^ (560) 

(fi — a)* ^ ^ 



erscheinende particuläre Integral, wird furu=a, je nach der speciellen BeschafflBuheit des Exponenten 
k , entweder Null oder unendlich , jedenfalls aber hat die Reihe : 

V, F, V\ K^*-*^ F~^ 

die Eigenschaft eine steigende Reihe zu sein von Gliedern, die für ti = a verschiedenen Ordnungen an- 
gehören, und es findet namentlich von jedem Gliede auf das nächstfolgende ein Steigen statt um die 
Einheit in der Ordnungszahl, so, dass ihnen also bezüglich die Ordnungszahlen: 

&, Ä+1, Ä + 2, Ä + iii— 1, k + m 

angehören. Hieraus folgt « dass von folgender anderen Reihe : 
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U.V. (u,v)\ (ir.F)" : iu^-.V)^-^^\ iu^vy^^, 

unter den oben gemachten Voraussetzungen, die Ordnungszahlen bezuglieh: 

Ä, Ä + 1 ♦ *4-2, k + m—i, k + m — i 

seien. Diess bringt Aufsehluss über die Art, wie der vorgedaehte Wertb (560) von V der Hilfsgleiehung, 
die wir uns in folgender Gestalt vorstellen wollen : 

(561) u.v - iu.vy + iu.v)'' - + (- 1)»-* iu^, r)(-*> + (- o- iu^ V)^ = o , 

Genüge leiste. Ihre der höchsten, (jk+m — l)^^ Ordnung angehSrigen zwei Glieder: 

(56«) iu^ iO^~' - (i^«-. vy^'^^ 

reduziren sich , aggregirt, durch Aufhebung der höchsten Bestandtheile, auf eine Grosse der nächstniedri- 
geren Ordnung k + m — 2 und diess zwar nothwendigerweise , weil sonst an keine fernere Aufhebung 
und somit auch an keine Reduction auf Null zu denken ist Das hinzugefügte nächste, ebenfalls der 
Ordnung {k + m ^2) angehörige Glied ermöglicht, jetzt zugesetzt, eine neue Aufbebung der hoch- 
sten Bestandtheile in der Summe: 

(363) iU^ Vy"^ - (l^«_. F)^— > + (l^.-. F)»-'. 

die sohin im allgemeinen der Ordnong k+m — 3 angehSrig ist. Eben .so wird jetzt der Ausdruck : 

(564) (ir„ F)('"> - (r«_. F)<-'> + (ir,_ F)<"-> - (ir,_. r)>-> 

der Ordnung k+m — 4 angehören, und so geht es fort, bis zu dem m-theiligen Polynome: 

(565) iu^ vy^^ - (17^., vy^-'' + + (17. r/ ± (u, ry, 

welches, in Folge einer ganzen Reihe stattfindender Aufhebungen der höchsten Glieder sich auf einen 
Ausdruck reduziren muss, der für x = a eine Grösse der A^» Ordnung, in der Regel wenigstens, dar- 
stellen muss, damit sich dieselbe, mit dem hinzugesetzten, ebenfalls der k^^^ Ordnung angehörigen U.V^ 
identisch auf Null reduzire, so wie diess die Hilfsgleichung (547) erheischt. 

Wenn nun aber die Ausdrucke (562), (563), (564) und (565) nothwendigerweise, damit 
ein Identischwerden der Hilfsgleichung eintrete , keine höheren Ordnungszahlen , als bezüglich die : 

A + m — 2, k + m — 3, k + m — 4, k 

biethen können, so vermögen ihnen dagegen in speciellen Fällen immerhin niedrigere zuzukommen; 
namentlich wird z. B. das Binom (562), das in der Regel von der {k + Ht — 2)^" Ordnung ist, eine 
Herabsetzung auf eine niedrigere, etwa die nächstniedrigere (k + m — 3y^ Ordnung erfahren, diess aber 
nur dann, wenn U^^^ den Factor x — a hat, weil, in Ermanglung desselben, das Glied (l/«-, F) *""* 
eine Grösse der (k + m — 2)^^" Ordnung darstellen wurde , welche weder mit den vorangehenden noch 
mit den nachfolgenden Gliedern der Hilfsgleichung (561) Null zu geben vermöchte, indem die einen 
sowohl , als auch die anderen von niedrigerer Ordnung wären. Ja auch eine Reduction auf eine noch 
niedrigere Ordnungszahl k+m — i ist bei dem Binome (562) möglich, jedoch, aus der eben erwähn- 



ten Unaete« nr 4mi«:^wMii die CoefOdeiitM U^^ uttd U^^ keikhnigsiMfM «itadeateis iMi nnd 
Khifi VaeWr Wr^ « iMteea u. 9. w. Dasselbe Uset sidi vm dem TriiMie <9e8)^ dem QbadrinMie 
<564)« endlich auch von dem m-theOIgn Anadrielce (586) ugta^ wdeher Letstore^ Hr des IUI dase 
in U^ Factoren x — a ailgemein h an der ZaU wrhanden wären« eine Herabeetieng erf iDire seiner ihm 
in der Regel zukommenden Ordnungszahl A aif (It — A)-Efadieiten. Hieran Infipft sieh die nicht nn- 
kehlige Bemerloing, dass« wenn alle I/' genannten Gocffidraten den gemeinaehaftlielien Factor u — a 
liesitzen, diese ein Herabgeben in den Ordnugsiahlei simmtUcher Polynom^ (562) « (688) , (664) and 
<985) zur Folge habe, nnd diess zwar um so viele Einheiten, als Factoren u—a sammlUchen U 
SeffleilisehafUieh sind. 

Nachdem wir nun klar gezeigt haben, dass die Ordnungszahlen der Ausdrücke (17^ V)^^\ 
dann der (562) , (563) , (564) und (565) beziehungsweise höchstens die Werthe : 

Äd-m — 1, Ä + m — 2, Ä + m — 3, k + m — i k 

erreichen können, wihrend sie in speziellen Fällen auch unter densdben zu bleiben vermögen, bemer- 
ken wir , dass eben diese Ausdrucke bezfigUch als vollständige Differentialguotienten dastehen. Der erste 
Ton ihnen ist ein m^', der zweke ein (m — l)<®>^, der letzte ein vollständiger erster Differentialquotient; 

sie lassen sich daher bezfiglich m-mal, (m — l)-mal, 1-mal der Integration unterwerfen und 

liefern, so behandelt, die folgenden Ausdrucke m an der Zahl: 

(17« vy - ir«_. V 

iU^V)" -iU^^Vy + U^V (566) 



(CT. F)<-»' - iU^, F)^' 4- (O«- F)^— > - ± U, V, 

die , weil jede Integration , wie man weiss , die Anzahl der im Nenner des zu integrirenden Ausdruckes 
vorhandenen Factoren u — a um Einen verringert, offenbar in der Regel alle von derselben (k— 1)^" 
Ordnung sind, also alle mindestens um die Einheit niederer in der Ordnungszahl, als das F seilet 
In speziellen Fällen jedoch und namentlich dann , wenn nebst dem 17^ noch Einer oder einige der ande- 
ren mit U bezeichneten Coefficienten mit dem Factor u — a versehen sein sollten , findet eine Herab* 
Setzung der Ordnungszahlen Eines oder einiger dieser Ausdrficke statt. Namentlich , wenn : 

Factoren u^-a beziehungsweise : 

r, r— 1, r — 2, 1, 

besässen , s^ wären die eben genannten Ausdrucke (566) nicht sämn^licli 4 ^ Ordnnng k — 1 , sondern 
bezuglich den Ordnungen: 

k^r. ' k — r+i^ k — r + 2\ \ *— 2, k—i 
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aDgeMrig. Eioe allgemefaie Herabsetmiig jedoch sammtlieher Ordnongnahleo um die bestinuiile Anzahl 
von A Binheilea flndet lediglich iBtatt in dem Palle« wo alle U genannten Coeffieienten den gemein- 
sehaftliAei Factor (u — a)* beaitxea. Hieraus schlieeeen wir endlich , dass , während der Form nach : 

V ?1- 

gesetzt werde* kann, sobald U^ mit dem rinzelnen Fartor u — a versehen ist, man eben so in der 
Regel , die integrirt erscheinenden Glieder der (498) ins Ange tussend : 



(tt— 0)*-' L " 



(668) + x»-[U^V- (ü-„_y)' + (IT^F)"] 



+ x [u, v-iu, vy+iu,vr~ TCU^ Fy—^] 

4- fr. F-(ir. vy+iu,vr- =F(ir„_.io^'-'±(if„F)^— '], 

• - ' 

und uberdiess: 

II« tt" 

(589) A"* V.du = f-T^^^ du, wobei: 0(u) = e"* W 

J J (u — ar ' 

ist, zu schreiben berechtigt sei. Hlebei sind ^(u) sowohl, als auch i})(u) Functionen von ti, die 
auch X in sich enthalten, aber ffir u = a weder unendlich werden noch Null. Air diess besteht 

in voller Richtigkeit auch dann , wenn U^ , C/^^i U^^-^r Factoren u — a beziehungsweise 

r^ r — i , 1.0 besitzen , nur mit dem Unterschiede , dass in einem solchen Falle Werthe für 

V von der Fenn (567) nicht Einer , sondern r an der Zahl vorhanden sind , man also : 

(570) V - Q^_^yr (ii-a)^ (ii_a)*-.' {u-aY^ 

gewinnt, unter Ac. , Ac, kr jetzt die r Wuizeln der Gleicliung : 

(ilc-Hn— l)...(Ac-f«»— r) _. 



(571) 



Fo. r««ilehrf. :39ft 

venUtttai (8* & 176« (48)), wSlurend W^^ IF«, ..... Wr imieh ubebMite» jedoeb ftir ii:>»a 
weder uneBdlieh Bodi Null werdende Faaeiionen von ti ita4 Die yorUegeiide GMekwg dee r^ Grades 
in k kenn auch aof die feigende , der: Ktebnong eidi lieeeer .Meekmiegende Fenn geliraebl werden : 



t, 



(Ä+iB— l)...(*+m— r). U, 



_ r (*+m_2)...(*+«_r)[(«») U«- «„_.] 

+r(r-l)(ft+»»-3)...(Ä+m-r)[(«) u^-C^^^jU^..^ U«_] (67t) 



+ (-!)- r(r^l)..,3.2.1 [(^) U«_(^-/)u«..-h(^r/)U«-.- +(-l)'-U«^]=0, 

allwo Itm^ den Werth von U^;;^\ besitzt. 

Ibre Giltigkeit erstreckt sich angeschmäfert anch auf den Fall, wo Einer oder mehrere der 
Anfangs- oder Mittel-Coefficienten der Hilfsgleichung eine grössere als die frfiher erwähnte« bezugliche 

Anzahl r^ r — l,r — 2, 1.0 vou Factoren x — a enthalten, und es kann aus einem solchen 

Vorkommen eine Vereinfachung der vorliegei^den Gleichung (572) in Ae, durch Aufheben einiger ihrer Glie- 
der und« so diess Anfangsglieder sind, eine Herabsetzung der Gradzahl, die mit einer Formänderung 
Eines oder mehrerer der in der Formel (570) enthaltenen Werthe von V verknfipft ist, hervorgehen. So 

z. B., wenn in den Coefficienten der HUfsgleichung, der Reihe nach, Factoren u — a enthalten wären: 

•*• . ■ 
r'\'9^r — 1, r — 2, 1 , an der Zahl, dann wfirde der letzte der in (570) ersichtlichen 

Werthe von V wegzufallen haben , und an die Stelle desselben ein anders geformter wie : 



r=e^«-*>' Wr (573) 

' IL, I U- 

treten ; zu gleicher Zeit wurde aber , wegen des Verschwindens von : - — =-—1 = —, ^ , 

* {u — ^y\ r(r—l).. .3.2.1 

die Gleichung in k um die Einheit in der Gradzahl erniedrigt, wodurch sie nur mehr r — 1 Wurzeln zu 

liefern geeignet erscheint, welche eben die in (570) vorkommenden k^^ Ae, A^^ sind. Indem 

früher erwähnten Falle endlich, wo alle U genannten Coefficienten den gemeinschaftlichen Factor 
(u — a)* haben , ist die Gleichung (568) dahin abzuändern , dass anstatt ihres ersten Theiles der ähn- 
liehe Ausdruck j--^ — ^^p^ zu stehen kommt, während die (572) ungeändert fortbesteht. 

Diess alles vorausgesetzt sind wir im Stande, auf dieselbe Weise wie in S. 4 des U. Abschnit- 
tes, zu beweisen, dass einem jeden einfachen Factor ti-^a des ersten Coefficienten V^ der Hllfsglei- 
ehang (574), ja aneh jedem wiederholt in U^ vorhandenen, wenn ihm nur eine Wurzel k der algebrai* 
sehen Gleichnng (572) entspricht« Bin partienliree Integnd der vorgelegten Differentialgleichnng (546) an- 
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gehfire, weiches* in dett epeilellea Fülle, wo der za dem betreffenden Dtvisor u — a geMrige Bq^Meot k 
eineganzit^ positive Zahl Ist, alt dne Sntnme <dargestellt werden kann von besonderenintegral«B, 
/: an der Zahl , zwischen sehr* nahe an einander nnd an a streifenden Grinzen geiionimen, nd wel* 
ches der Verwandiang in eine andere Form, die nandieh eines Differentialqnotienten mit 
allgemeiner Ordnungszahl fähig ist — eine Form, die nicht mehr beschränkt ist aaf ganze , 
positive Ae, sondern vielmehr Tfir beliebige Werthe dieses EiLponen^en giltig bleibt In der That: sta- 
tniren wir, analog der (123) S. 67 des II. Abschnittes: 

allwo £ einen verschwindend kleinen Bruch, 9(11) den bereits sab (569) znr Sprache gebrachten 
Werth bedeutet, die Summirung § aber auf die säqmtiichen, ans der Reihe der natfirliehen Zahlen 
1,2,3,... A? zu nehmenden Werthe von /x, und die damit variirenden Constanten g^ nnd C^ zu 
beziehen ist , so ist offenbar die Hilfsgleichung erfüllt , und die zur Bestimmung der Integrationsgranzen 
sonst dienende, d. h. das Substitutionsresultat des ebenangeffihrten Werthes (574) Von y in die vorgelegte 
Differentialgleichung darstellende (568) gewinnt dife Gestalt: 

Es ist daher nur zu zeigen , dass fär gewisse Werthe der Constanten g und C dieser Glei- 
chung genügt sei , während für ebendieselben der angenommene Werth (574) von y von Null nnd voi 
Unendlich verschieden ausfällt. Um diess zu leisten , fuhren wir eine neue Veränderliche v ein , mittelsl 

der Substitution: 
(576) tt = a + er, 

und entwickeln die Functionen 9(11) und ij^iu) mittelst der Taylor*schen Formel, was zu: 



(577) 



(578) 



(tt — a)* ^ e*»* "*" e*-' »*"' "*" 2 . e*"» r*-» "*" 2.3.£*-*r*-* 

_i_ j_ 9^*-'Ha) 9^*^(a + eir) 

"'" 2.3 (Ä— 1)£» 2.3 k * 

^^(«) _ «/' (g) . ^ (g) . V^'(a) ■ r (g) 

(tt — a)*-' £*- r*-' e*-'»*-' "*" 2. £*-•»*-* "*" 2.3. €*-*»*-* 



_i_ »^'*-^ (g) 1^'*-') (tt + e tg) 

"*" 2.3 (& — 2)£r "'" 2.3 (&— 1) 



leitet Diese Werthe setzen wir in die Gleichungen (574) und (575) und seriegen die Summeo in ihre 
einfachsten Bestandtheile , sondern sodann die von ju unabhängigen Factoren nnd stellen sie binaos vor 
das Summenzeichen, so gelangen wir zu den beiden Gleichungen: 



V o r flu e » lifrh r^. 



•997 



-2Ä^$K/"$J.^0§ic.r'^J+K^S[.e.i/-^l 



+ 



• •••%•• 



9^ 



+ 



9r 9i> 



(679) 



9f>. 9p^ 9p^ 



] 



+ 



1^1 



9i^ 



f 



•,-ll: 



*•>># 



(MO) 



iTÖ^Sfl^l VriTT^ff^sre^.*'*- c.+*H ]. 



i" 



I ■■ - 



von welchen die Letztere , wegen des angenseheinlichen Convergirens des Erganznngsgliedes gegen die 
Nalle bei unendlich abnehmendem e • offenbar erfüllt wird durch solche Werthe von C^ , C, , ... Cf^ 
und^i, g^n ... ^A« die dem folgenden Systeme von (k — 1) -Gleichungen genügen, und die immer 



vorhanden sind: 



■ I 



I ■'• 



§[}^i"^>^[^-i^]*- 



.1 



! I 



. -1 ■: 



.'■ ! 



s[|^n=sii-^]=»- 



n^}. ..^rl.v: 



I ■ ' 



(581) 



1 • 



'\\ 



S 



^F+i 






«n 



/ I 



Erwagt man fiberdiess, dass in der Gleichung (579): 



l!. 



I . i. 



.1 

I • 1 /■ 



•:■ ;;''•: 






. t 






k — 2 



1 



.*-< 



9^ 

I 



(*-l)^*a 



*-t 



M.^ 



i_ü 



I .» 



1 



1 



■* ■ I 



(*-2)/- (Ä-2)^»t 

* ! *i ; ■ MV' ; 



/ =1 " 



»•I ■. ... .-. 



• • / ■ ! • 1 



(A-O^V. • 



ii" 



1 



/ 



'^'<»+« 



dr 



i . 



fM-i 



/o^r» 



=; toi, ^ 



+ 1 



■ t 



9i 



• tl 



;.:•' »U 






• 1 ' ■ •• . •Uli»«; . -A ir- , 



ist, und dassv in Pot|fe dessen, und zogleick in Folge de« Gooftiifireo« des trgteW Mg^ [ l llw ib i'|egti» dfa 
NiBfii,::^ (Utichoag <57^) fiui* gtifesehridieii werdei^^ t'i^ > '*: '<'''«' Iß «^'^ 
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y = -(ik=?y?^S[t;5£!J ]-(it_2)e*-S[[p;^) ]-2(/-3)«*-S(j^| ] 



*c. 



9^ 



(58«) 



2.3(Ä-4)e*-*?L|r*^ 



+ri^^:^?[K'--rj 



oder, mit Rucksiebt anf das System der Gleichungen (581), kurzer noch: 

r « \ . • . 

90 sieht man endlich ein , dass der für y angenommene Werth (574), bei schicklicher Wahl der Con- 
stauten C^, C,, ... Cf^ und g^^ ^,, ... g,,^ der vorgelegten Differentialgleichung (546) Genüge 
leiste, und man sieht noch uberdiess, dass derselbe vorkomme in Form eines Produktes aus dem be- 
stimmten 9^*''^^(a) in einen anderen Factor, der die Rettung einer wAlkfirjiichen Constante hat, so das 
also sehlechtveg, wenn diese ConsbnW .0 heisst: 

y = *9<*^') (0). 

oder, mit Rücksicht aaf den Werth (5Ü9) von ^: 



I 



(S84) y = ^\^['^'^]\ 



"-' :/ 



(585) 



wird — ein Ansdrucli , welchem man, aurcb wi^lrliche Entwicklung des (k — f)*«" Differentialqootien- 
ten nach einer bekannten Formel und nachherige Substitution des Werlbes a für u, auch folgende prak- 
tisch brauchbarere Gestalt ertbeilen kann : 

y = ^.6" fap*- SB + (*7*) a?*- W + (*7*) a?*"* SB" + ]; 

hier bedeuten SB, 9B\ W\ die der speeiellen Substitution u = a entsprechenden Werthe voi 

FT, IP, FT", und diess ist das dem Factor ti — a des ersten Coefficienten\ C7,„ der Hilfs — 

gleichung entsprechende, nicht nur für ganze und positive kf sondern vielmehr fär beliebige diesem Ex- 
ponenten ertheilte Werthe gütige particulare Integral der vorgelegten Differentialgleichung. Von dieser* 
seiner allgemeinen Giltigkeit aber überzeugt man sich durch folgende Betrachtung: Der Werth (585) ist 
offenbar ein particuläres Integral für alle ganzen iihd positiven, übrigens aber unbestimmt gelassenen 
Werthe von k; folglich muss die Form (585) in die Differentialgleichung (546) gesetzt, derselben Genüge 
letstea*^ '.fpIglMli BüHM dai fan Substituü^nsresultate vorhandene k als solches, d. h. als analjtiaehes 
Symbol — als Buchstabe — sich identisch wegheben und folglieh wird es sich auoh wegheben 
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müssen , und zwar genau anf dieselbe Weise, wenn der ihm ertheilte Werth ein negativer, gebroclianer, 
irrationaler , oder imaginärer ist. 

Die hier ffir den Fall eines einigen Factors u — a in U^ angebrachte Analysis lässt sich ohne 

wesentliche Änderung auch dann durchfuhren, wenn in den Coefficienten Ufg^ , U„^^^ , U^^^t t U^^ 

Factoren u — a der Reihe nach r, r — 1, ..... 1, voriianden sind, nur mit dem einzigen Unter- 
schiede , dass sie dann mit einem jeden der in diesem Falle vorhandenen r Werthe für F, den (570) 
nämlich , für sich durchgeführt gedacht werden muss , was nicht zu Einem , sondern zu r particulären 
Integralen der vorgelegten Differentialgleichung fuhrt, die 'alle die Exponentialgrösse e^ als Factor 
haben , und aus denen sich ein y zusammensetzt wie folgt : 



i- / 



rf^i-* r n\ i rf*»"* 



d*r-l 



oder in anderer Form : 



y = B,e^ Fx^«-* SB, + (*'7*) a:*'"' SB'. + ] 

: * •. . •. 

+ B. e« [»*•-' SB, + (*'r *) **'"• SB. + . , .] 



■(.<'. 



(587) 



*i 



+ Br e^ [ar*^-* SfB^ + (*r— i) x^r-y gg; + J; 

Einige Veränderungen wurde diese Analysis leiden in dem Falle, ' wenn sämmtliche mit 
V bezeichneten Coefficienten durch (u — a)^ theilbar wären; es musste nämlich dann in unseren 
Formeln anstatt des Bruches ■ ^ ,. , stehen , ' ^,, . ; es ist aber nicht nothig mit dieser Verän- 
derung die Rechnung noch einmal durchzuführen . weil sich ja in diesem Falle mit Leichtigkeit auf dem 
bereits in S. 4 des II. Abschnittes, S. 64, betretenen Wege zeigen lässt, dass dann h particuläre Inte- 
grale auftreten , gegeben durch die einzige Formel : 

y .« «** (C, + C. ar + C, X« + ......;.. + C*.. »^'), (588) 



.1 



unter C^ , C^ , Cj|_^ eben so viele willkürliche Constanten verstanden. Zudem ist hier noch zu 

bemerken , dass das Stattfinden dieser Form nicht nur aus dem , den Coefficienten U^ , U^^^ , . , . U, 
in diesem Falle der Voraussetzung nach zukommenden Factor (u — a)* erkannt werden könne, sondern 



ni 




auch , dass , wenn man diesen Umstand etwa übersehen hätte , die construirte Hilfsgleichung selbst und 
die daraus abgeleitete Algebraische in k^ vermöge der Beschaffenheit ihrer Wurzeln, davon unmittelbar 






Kunde geben wurden. Man gewahrt in der That unter solchen Verhältnissen in den Coefficienten der 

erwähnten Hilfsgleichung Factoren u — a, der Reihe nach, A, A — 1 , 2, 1, an der Zahl, und 

die Gleichung (572) in k erhält , indem man in derselben den Buchstabeii r durch A ersetzt , und mit 
Rücksicht darauf, dass 11^-1 = 11«-, = . . .. i =Um^»»0 ilterdeD, folgende Oeotalt: 



8^ IlL A b • e b'n i t t. 

**'^5C*^~*^**'"] ^ "*" (»*+*— (m+A— 2) (m+Ä— 3) . . . (m+&— /i+l) (m+*-A) 



(*) m (m+fc— 2) (w+Ä— 3) . . . (m+Ar—Ä+l) («+*—*) 
(*) mim~i) (m+ft— 3) . . . (m+A-^+i) (m+Ae— /i) 



(589) 



+ (- 1 )*"' ( J) «» (»«—1 ) . . . (m— A+3) (m+A— A4- 1 ) (m+ft~Ä) 
+ (-0*"' (*) »n (»»—0 • (»«—A+3) (ifi— A+2) (m+Ä— A) 

+ (-!)* ifi(j«— I). .(m^A+3)(m— A+2)<m-A+l) =»o. 



oder anch : 
d 



(590) x*^[a?*-*] = (A — *)(A-&— 1)(A — At — 2) (_A-|-2)(— A4- 1) = 0. 

Ihre ersten zwei Glieder sind identisch gleich, vermöge der wohlbekannten Formel, die wir zur A-maligeu 
Differentiation des Produktes P:Q besitzen, angewendet für den Fall, wo P=x'~"'^*^*, Q^:=x^ ist, 
nnd gleich Null, vermöge der (572). Sie wird offenbar erfüllt für Werthe von h — k^ die ganze positive 

Zahlen und der Beihe 0,1,2 ,A — 1 beliebig entnommen sind, sohin für solche Werthe von 

k , die man nach Belieben aus der Reihe : 

' :» ' Ä 3tt t ,■" • 2, 3, h — 1, li 



wählt, die demnach anstatt ft«, k^^k^n in die für r = A angesetzte Gleichung (587) sub- 

stituirt werden können, wodurch man eine der Formel (588) fihnliche Form gewinnt, und auf diese 
Weise , durch die Andeutungen der Analysis selbst , zu derselben zurückgeführt wird. 

Es wäre nun noch Ein möglicher Umstand in Betrachtung zu ziehen : wenn nämlich das den 

* 

Coefficientenbau der Hilfsgleichung (574) aus Factoren u — a umspannende Polygon Coefficientenpaare 
darböthe , auf welche ein stärkerer Abfall , als der um die Einheit in der Ondnungszahl entfiele. Es wurde 
diess auf particuläre Integrale für V hinweisen, die im Exponenten der Exponentielle einen Divisor u — a 
in irgend einer Potenz beherbergen. Wir haben in einigen einfachen Beispielen im IL Abschnitte und na- 



;■• • 



inentlich bei der Gleichung (95) S. 57, die Schwierigkeiten kennen gelernt, die dem Erkennen der 
Form des entsprechenden Integrales entgegenstehen, und uns erst in S. 18 dieses Abschnittes überzeugt, 
dass sie irrational sei und durch Änderung der unabhängigen Veränderhchen x in eine nach unseren 
Regeln leichter diskutirbare umgesetzt werden könne. Ahnliches ist auch hier der Fall; wiewohl wir 
hiemit nicht andeuten wollen, dass aus einem in solchen Fällen auftauchenden Integrale der Hilfsglei- 
chung wie : 



(801) ih fO >lm'>!'- •; . •=.*^«.€^« ■-)'>' Wr 



Im 
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gar kein der ursprfinglidieD Differentialgleichung Genäge leistender Werth zu gewinnen sei. Im Gegen- 
tbelle: man gewinnt deren, und zwar 9 an der Zahl« wenn man damit anfingt, in dem wohlbekannten 
bestimmten Integrale : ^, ' 

den obigen Werth (591) von Fanzunehmen« sodann die Variable der Integration u in eine andere r zu 
verandern , vermittelst der Substitution : 



wodurch sich: 



M - 


m 

- a — 


V. 


oder 

• 


u = 


+ 


1 

• 


y 


- />. 






••+..,. 




dv 



(59») 



(593) 



der Form nach herausstellt, während man sieh' leieht überzeugen kann, dass der im vorletzten Para- 
graphe zur Bestimmung der Gränzen u' und ti' dienenden Gleichung : 



«" 



+ a?~-[ir^F-(l^«_,F)'+(l^«F)"] (594) 



+ ar \V, F-Ct^, F)' + (Cr»F)"-..... HF(ir« Fy«-..] . 

.+ CT, r-(17. F)' + (l7.Fr- +(r«-.F)^'-'^±(lf„.F)^«-!]=0, 

weldie , nach geschehener Umsetzung von ti in ^ ^ auch zur Ermittlung der neuen Gränzen ff und t/' 
tauglich ist 9 durch alle diejenigen Werthe von v Genfige geleistet werden könne, welche die Exponen- 
tialgrosse ^ der Nulle gleich machen « d. h. durch die 9 an der Zahl vorhandenen unendlichen 

Wurzeln der Gleidiung axf^=^ — 00 und noch fiberdiess durch den unendlich kleinen, reellen oder Ima- 

•SC 

ginaren Werth, der — unendlich und negativ macht. Wird nun anstatt dieses Letzteren, der ein reeller 

x> 

oder imaginärer Nullwerth ist, die Nulle schlechtweg geschrieben , so gewinnt man aus dem vorliegen- 
den V eine Reihe von particulären Integralen der Differentialgleichung in y, » an der Zahl, gegeben 
durch eine Formel: 






o 



■''•°°* + ap' + »o-' + W 






(595) 



»,00 s 



-\-ü,t^J e" —dv. 
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in welcher i;«, v,, r, die Wurzeln der binomischen Gleichung ^ = ±^i bedeuten, je nachdem 

der Coefficient a negativ ist oder positiv, und die nur den folgenden zwei Unzukömmlichkeiten un- 
terliegt, nämlich Erstens: entspricht dieser Ausdruck für y mit seinen s Constanten eigentlich 
(«+ i)-Factoren u — a von t7,„ in der Hilfsgieichung, welche für jeden solchen Factor Ein parli- 
culärcs Integral zu liefern schuldig wäre. Da wir nun der Letzteren nicht «+ 1« sondern nur s an der 
Zahl erhalten haben, so ist uns Eines abhanden gekommen. Zweitens: Zerfallen die gewonnenen« 
in der vorliegenden Formel (595) enthaltenen particulären Integrale in zwei Gruppen, von welchen die 
eine, deren v an den oberen Gränzen mit negativen reellen Theilen begabt sind, brauchbar ist für 
positive X und unbrauchbar für negative, für welche die Function unter dem Integralzeichen an der 
unteren Gränze selbst unendlich wurde; mit der anderen Gruppe particulärer Integrale, deren v an 
den oberen Gränzen positive reelle Theile ausweisen , verhält sich*s umgekehrt. Diese doppelte Unzu- 
kömmlichkeit ist es nun, durch die wir in den meisten Fällen gezwungen werden die unabhängige 
Veränderliche x zu wechseln, um dadurch dircct gleich in den Besitz der s+i Genüge leistenden 
Irrational formen zu gelangen — ein Vorgang, der im nächsten Abschnitte des Näheren erörtert 
werden soll. 

Endlich können unter den Werthen von &, die aus der Auflösung der (571) oder (572) her- — ar- 

vorgehcn, die wohlbekannten, gruppenweise erscheinenden, gebrochenen und negativen Numerischen .^ezmt^si 
vorhanden sein, die ciuf irrationale F hindeuten. Nachdem wir aber in S. 15 gezeigt haben, dass die ^^^m Sh 
Erscheinung solcher Werthe von k ihren Grund finde in der Möglichkeit : aus der ermittelten Gruppe ^s^ ^5« 
particulärer Integrale , dadurch , dass man die einzelnen Entwicklungsglieder dieser letzteren in geeig- 
neter Weise anders zusammennimmt, eine neue Gruppe abermals je für sich Genüge leistender Werthe 
zu gewinnen, die dann wirklich die angedeuteten Divisoren (ti — a)^ besitzen , so geben solche gruppen- 
weise vorkommenden Werthe zu keiner Ausnahme Veranlassung. 

Dasselbe , was sich von Factoren u — a im ersten und den folgenden Coefficienten der-^ *^^ ^" 
llilfsgleichung (547) sagen lässt, gilt auch von allen anderen in ihnen etwa noch vorfindigen FactorenK^r ^^ei 

u — b, u — c, ; sie fähren nämlich zu Gruppen particulärer Integrale, von der Art der (587)^ ^Z ^ 

die bezüglich die Exponentialgrössen e*', e^^^ als Factoren besitzen, und je so viele Genfigc^ ' gUg ^ 

leistende Werthe in sich enthalten, als es eben Factoren n — b, ?/ — c im ersten Coeflficienteir» '^^^ ^^ 

Um S'M. Wir sehen also, dass in der That, mit seltenen unjl bestimmt angebbaren Ausnahmen, wic^-*^^*^'^ 
angekündigt, der erste Coefficient U„^ die noch fehlenden, nicht in der Form eines bestimmten Integra— ^-^ ■* ' ^' 
les, sondern in der eines Differentialquotienten mit allgemeiner Ordnungszahl erscheinenden particulärer« ^^^" 
integrale liefere, nämlich so viele, als die Gradzahl des U„^ Einheiten in sich enthält. 

Um ein Beispiel zu haben, könnte man zur Gleichung (525) der n^«" Ordnung mit Coef- 
iicicnton des zweiten Grades zurückkehren. Ihre Hilfsgleichung gehört der zweiten Ordnung an und is 
'die (527). Würde man nun annehmen, dass c^ von der XuUe verschieden sei, so würde man auf de 
in S. 19 vorgezeichneten Wege zu gar keinem Genüge leistenden Werthe in Form eines bestimmten Inte- 
grales zwischen Gränzen und oo gelangen: dagegen <?äl)e ein jeder der einfachen Factoren von ü, - 
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die dann n an der Zahl vorhanden sind. Einen genügenden Werth unter der Form eines Differenüaiquo- 
tienten mit allgemeiner Ordnungszahl. Wären nämlich die Wurzeln der Gleichung : 

17, = C;,!/» + c,^, II«-* + + c, 1/ + Co = 0, (396) 

die folgenden: 

u = a» , a, a^-t , a„ 

und alle von einander verschieden, so würde das allgemeine Integral der Differentialgleichung (525) in 
folgender Form vorhanden sein : 

y = C,c*'*(x*«-*+ ...) + C. e*»^ (a?*»-* + ...) + + C„ e««* (X*»-' + ...); (397) 

&^ , fc, , kn werden durch das gewöhnliche Verfahren des Zerlegens in Partialbruche als Zähler 

von solchen gewonnen , und gehen, zufolge (559), aus nachstehenden Gleichungen hervor : 






+ 1, *, = _^(ii_a.)j-*.i, Ä„=--^(M-a„)j +1. (598) 

Die Kenntniss dieser Werthe von A:^ , A;, , k„ wäre wohl im Allgemeinen zum Unter- 
scheiden der particulären Integrale nicht nothwendig, da die Coefflcienten a^^ a,, ...*.. a„ zu diesem 
Zwecke vollkommen ausreichen, sondern wäre bereits als ein fernerer Schritt zur wirklichen Integra- 
tion anzusehen, so lange wenigstens, als die unmittelbar früher gemachte Voraussetzung gilt, dass 
diese mit a bezeichneten Wurzeln der Gleichung (5D6) sämmtlich von einander verschieden bleiben. 
Hat man jedoch gleiche unter ihnen, so fallt begreiflicherweise der Unterschied zwischen den betref- 
fenden particulären Integralen (597) auf das k; die Kenntniss des Werthes dieses Exponenten wird 
daher nothwendig. Diesen Fall ins Auge fassend, setzen wir voraus, es sei a^ = a,, es enthalte somit 
(7, den Factor 0^ — aj', so wird man zwei Fälle sondern: es enthält nämlich dann entweder auch 
ü^ Einen oder mehre Factoren (m — aj, oder nicht. Im ersteren Falle werden die zwei Werthe 
von Ae, nämlich k^ und A,, durch die Gleichung (572) gegeben, in der man für den gegenwärtigen 
speciellen Fall m = r==2 zu setzen haben wird, wodurch sie übergeht in: 

(A + i) Ä U, — 2k [2U. - U,] + 2 (U. — U, + Uo) = 0, (599) 

allwo: U, , Ui, U. die Werthe sind, welche die Grössen: U"^^ IT,, U^ für u = a^ annehmen. 
Werden nun unter k^ und k^ gerade die Wurzeln die$er Gleichung verstanden , so besteht für diesen 
Fall der unter (597) dargestellte Werth von y der Form nach fort, nur hat man in demselben a, in 
a^ zu verwandeln. 

Hätte, im zweiten Falle, l^^ gar keinen Factor (ti — aj, während f7, furtwährend mit 
zweien dieser Art versehen bleibt, so deutet diess auf Ein particuläres Integral der Hilfsgleichung hin, wie : 

/ * Wdu 

V = e^^ (M— «i>* 

aas welchem sich, dem früher Gesagten nach, dir e et nur ein einziger, der ursprünglich gegebenen 
Gleichung Genüge leistender particulärer Werth , in Form eines bestimmten Integrales zwischen Gränzen 
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und CO ergibt« der noch fiberdiees ffir negative Werthe von x unbmachbar ist, wenn er sidi für 
positive brauchbar zeigt, nnd umgekehrt. 

Da die Gleichungen 17, = und U^ = 0, zufolge (528) , gelegentlich dem n^«« Grade ange- 
hören , so wollen wir noch den Fall betrachten , wo, allgemein , CT, und (7^ beziehungsweise d^ Poten- 
zen (u — CL^y^'^ (u — aj' proportional sind, während IT^ den Factor u — a^ nicht enthält — der Fall, 
wo durch das Vorhandensein mehrerer Factoren u — a^ in 17^ eine Theilbarkeit der ganzen Hilfsgleichnng 
(527) durch (u — a,)* entstehen mfisste, ist bereits auf S. 367 erledigt worden. — Wäre nun 
r^ «> 1 , so besässe die Hilfsgleichung (527) zwei ihr Genüge leistende Werthe in der Form: 

/ w,du r w^du, 

die, der auf S. 369 angedeuteten Behandlung unterworfen, zwei Gruppen particulärer Integrale der vor- 
gelegten Differentialgleichung liefern, beziehungsweise mit r — 1 und % — 1 willkürlichen Constanten , so 
also, dass auf diese Weise von den r+« particulären Integralen, welche 17, seinem Factor (m — aj*""^ 
entsprechend zu liefern schuldig wäre, zwei abhanden gekommen sind, uberdiess aber die r+' — ^ 
an der Zahl erhaltenen nur beschränkte Brauchbarkeit besitzen, indem die einen nur für positive x, die 
fibrigen nur für negative x zu Recht bestehen. Fär den Fall r<< deutet die Hilfsgleichung auf zwe 
Werthe von V wie: 



xY 



y (M — a,) « jr y (w— a,) » 



(601) V, = e ^"-««>" , F, = e 

die man, vermittelst der Substitution w — a, = — auf die Form: 

V 

bringen kann , und welche sofort zu folgenden zwei particulären Werthen für y leiten : 



(603) 






/-h^.r » + rfr r - 



r* 



Ist nun ~— = t eine ganze Zahl , so kann , in dem ersten der vorliegenden Ausdrücke, für p. irgen 
eine der Wurzeln der binomischen Gleichung p!~^ = qp i , je nachdem A^ positiv ist oder negativ , an- 
genommen werden , in Folge dessen derselbe einen particulären Werth mit t — 1 willkürlichen Constan- 
ten repräsentirt. Ingleichen kann im zweiten der Ausdrücke (603) für v irgend eine die Gleichun 
r''** = ± 1 erfüllende Wurzel geschrieben werden, weil, unter der gemachten Voraussetzung r <#, wi^i 
leicht nachweisbar, A^ und A^^ entgegengesetzte Zeichen tragen , so dass auch dieser particuläre Werti 
als roxi t — 1 willkürlichen' Constanlen begabt anzusehen ist, und sohin auch hier wieder die beider*^ 
Werthe (601) zu 2/— 2 = r + « — 2 particulären Integralen der vorgelegten Gleichung in y» mit ebet^^ 
so vielen willkürlichen Constanten, geleitet haben. Wäre r-^a eine ungerade Zahl, so würden die 
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r 






Wurzeln der Einzigen i**'"' =+ i, und zwar alle, sowohl die ju " = + i . als auch die 



'+'.- 1 



■ =±1 erfüllen ; weil man aber nicht zu gleicher Zeil und für dieselbe Bedeutung der Irrational- 



'■+'_^ r+* . rJbi- 1 



grosse r * = y^i?''+«-» haben kann: r^«*' ' =0 und £?^-'' ' =0, so erscheint von den ange- 
deuteten Werthen (601) für K^ und F, nur Einer als brauchbar, und der andere Tällt weg. Z. B. wenn 
Ai negativ und yr**+'-* in seiner positiven Bedeutung genommen wird, so ist F, der brauchbare Werth 
und liefert ein Integral: . . 

abermals mit r + « — 2 üonstanten, so dass das Wegfallen von T, durch die grossere Zahl der Wur- 
zeln der Gleichung ^j'+'~' = l vollständig aufgewogen wird. Von Letzterer auszugehen , ist man übrigens 
auch dann berechtigt, wenn r + s eine gerade Zahl ist, nur sind dann die Wurzeln derselben gehörig 



e ^+ +D,^..y^'J e' -, (604) 



r+^ > 1 '*"* 



zwischen die Gleichungen ju * =4= 1 und r • =±i ♦ bezüglich zwischen F» und F, zu verthei- 
len. Sind endlich A^^ und A^ imaginäre Werlhe, wie X \J — 1 und — /\ V^^^, so geht nur die Glei- 
chung p''+*-* = + 1 über In die andere />'^*-' = — 1. Alles Übrige bleibt. 

In "dem speeiellen Falle r>>«=l, wo also durch die Hilfsgleichung zwei Werthe von V 

m 

angedeutet werden wie : 

y — g.' (u-a,r. y _ LJ — ,j„«.. 

Icann der gewünschte Werth von k noch immer aus der Auflösung der Gleichung (599) erhallen werden« 
die aber, wegen des Verscliwindens von U, , in die einfachere Gleichung des ersten Grades: 

(A - 1) U^ +. Uo = (606) 

übergeht, und es kann noch bemerkt werden, dass, iu diesem Falle sowohl, als auch in demjenigen, wo 
j( = ist, d.h. wo U^ mit r Faetoren u — a^ versehen ist, während U^ einen solchen Factor nicht 
enthalt, von den zu verlangenden particulären Integralen der ursprünglichen Gleichung in y nur ein 
einziges verloren gehe. 

Zu unseren allgemeinen Betrachtungen zurückkehrend, drängt sich uns beim Anblicke der 
Formeln (585) und (587) die wichtige Bemerkung auf, dass die Form des aus den einfachen Faetoren 
wie u — a des ersten Coefficienten U„^ der Hilfsgleichung erhaltenen, bald allgemeinen, bald durch ge- 
wisse Zusätze zu completirenden Integrals der Vorgelegten, eben die assymptotische sei, und dass 
sich sämmtliche exponentielle Assymptoten, deren Gleichungen unter der Gestalt y = e^' erscheinen, 
deren Beschaffenheit daher lediglich von dem a genannten Coefficienten abhängig ist, so zu sagen aus der 
blossen Ansicht der vorgelegten Gleichung ergeben, und zwar auf folgende Weise : Man snche aus der 
Differentialgleichung die Glieder mit derselben höchsten Potenz von x heraus, verwandle die in ihnen 
vorkommenden Differentialquotienten von y in die gleichnamigen Potenzen einer Unbekannten t/, so hat 
man eine Gleichung in u , nämlich die I7„, = , deren von der Nulle verschiedenen Wurzeln eben 
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die mit a bezeiehneten CoefficieDten sind. Denkt man sich nun allgemein den einer solchen Differential- 
gleichung Genüge leistenden Werth unter der assymptotischen Form e , so ist diese Regel offenbar 
geeignet, die Assymptoten zu liefern aller derjenigen particulären Integrale, bei denen die Function o 
die Gradzahl besitzt, und diess zwar lediglieb aus den mit der höchsten Potenz von x verknüpften 
Gliedern der im Niveau stehenden Coefficienten. Diess ist nun ganz geeignet uns zur Vermuthung zu 
fähren, dass es dieselbe Bewandtniss habe auch mit air dei^enigen Differentialgleichungs - Coefficienten, 
welche nach geschehener Repartition irgend eine gemeinsame Steigung auf das Coefficienten paar von p 
Einheiten, oder einen gemeinsamen solchen, die Einheit nicht erreichenden Abfall darbieten, und, wie 
bekannt, auf particuläre Integrale hindeuten, deren 9, in Reihenform, nach absteigenden Potenzen von 
X geordnet, die Gestalt tragen: 

(607) 9 = Slx^ + ^x^' + , 

und denen sonach Assymptotengleichungen angehören von der Form: 

(ßos) y = e 

Diese Vermuthung bestätigt sich auch vollkommen, dergestalt, dass wir auch hier ungetrübt derselben 
Regel begegnen , nämlich : Man sehreibe aus der Differentialgleichung, und zwar aus 
denjenigen ihrer Coefficienten, denen die gemeinsame Steigung von p Etnheiten in 
der Gradzahl bei der Repartition zugefallen ist, die Factoren der mit'den hoch- 
sten Potenzen von x verbundenen Glieder heraus, mit Hinweglassung aller der- 
jenigen, welche die ihnen etiquettenmässig zustehende Gradzahl nicht errei- 
chen, verwandle sodann die Differentialquotienten von y in die gleichnamigen 
Potenzen einer Unbekannten ?/, so hat man eine Gleichung, deren von der Nulle 
verschiedene Wurzelneben die Werthe des Coefficienten % sind in allen unter 
der Form (608) 'erscheinenden Assymptoten -Gleichungen. In der That, setzen wir 
voraus: es falle diese gemeinsame Steigung von p Einheiten auf » Coefficientenpaare, und zwar au! 
die folgenden: 

(609) A,. , ^r-\ • ^r-% ' ♦ -^r-A » 

so werden diesen Coefficienten, fiills der erste von li Dimensionen ist, der Reihe nach Gradzahlen 
zukommen, die bezüglich nicht grösser sind, als die folgenden: 

li ^ h + p , h + 2p , , h + sp, 

und die wenigstens der erste und letzte von ihnen nothwendig erreichen muss; die in der Mitte 
liegenden können jedenfalls darunter bleiben, und werden es auch in der Regel, wegen der vorausge- 
setzten algebraischen ganzen Beschaffenheit der Coefficienten, jedesmal, so oft p eine gebrochene Zahl 
ist. Denkt man sich nun irgend eines der unter der Form e vorgestellten particulären Integrale » 
an der Zahl und mit Functionen (p von der Form (607), denen jene Coefficientengruppe angehört, 
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in die Differentialgleichang anstatt y eingeführt, und zugleich das o? unendlich gross, so stellen einer- 
seits die Differentialquotienten : 

y^''\ y''''\ y'-\ y'''^ (6t0) 

mit welchen die Coefficienten (609) in der vorgelegten Gleichung multiplizirt erscheinen , eine Reihe 
von Glfedern dar, deren jedes zu dem nächstfolgenden im Verhältnisse steht einer unendlichen Zahl x^ 
zu einer endlichen A. Hierdurch verwandelt sich das Gieichungspolynom : 

Ky^""' + X^,y^^^^+ +X, y + X, y = (611) 

in eine Reihe unendlicher Glieder von verschiedenen Ordnungen nach x, und die der höchsten Ordnung 
angehörigen sind gerade die folgenden : 

Xr y''^ . X,_, y'-*^ , X^, y '•--) , X^ t^-' , (618) 

welche, wenn- auch nicht alle, doch mindestens die beiden äussersten, X^j^''*^ und Xj^y^^''^^ nämlich, 
einerlei Ordnungszahl ausweisen werden (s. S. 15. S. 285). Da nun andererseits eine solche Substitution 
das Gieichungspolynom identisch macht, so müssen die aus der Entwicklung der vor Augen liegenden 
Producte (612) gewonnenen Glieder höchsten Grades, aggregirt, für sich Null geben. Zur Ermittlung der- 
selben ist es nöthig , in jedem einzelnen Coefficienten der Gruppe (609) sowohl , als auch in jedem ein- 
zelnen Differentialquotienten aus der Reihe (610), das mit der höchsten Potenz von x verknüpfte Glied 
zu kennen. Man verschafft sich dieselben ohne Schwierigkeit, wenn man einerseits bemerkt, dass, unter 
den gemachten Voraussetzungen, und nach absteigenden Potenzen von x geordnet, der Form nach: 

X, =fr^ + gr ^*"^ + 

X^, = /;., x*^'' 4- gr^, x'^P-' + 

ÄV, = /;_, x^^'P + sr^. x*^*'-« + (613) 



x^, = /;., x'^'p + ffrs a:*^'"-* + 



geschrieben werden können, wenn man nur übereinkömmt, die mit f und g bezeichneten Constanten in 

den Miltelcoefficienten Xp_i, X^,, X^,+, jedesmal durch die Nulle zu ersetzen, so oft sich kein 

Glied mit einer solchen Potenz von x in ihnen vorfindet , was jedesmal der Fall ist , wenn die Repar- 
titionszahl p gebrochen ausfällt. Man erwägt ferner, dass., wenn y in der assymptotischen Form e ^^^ 
gedacht wird, allgemein, für jedes r: 

erhalten werde, allwo man gegenwärtig von dem eingeklammerten Polynome, welches als Faotor der 
Exponentielle erscheint, nur zu wissen braucht, dass das erste Glied o'', das letzte aber o^''^^- sei, die 
Mittelglieder aber allgemein in der Gestalt: 

^.(9^'^r (9^^y (<)'. 

mit der zwischen den Dimensions- und Striehexponenlen nothwendigen Bedingungs- Gleichung: 



(a + 1) a + (yS + 1) b + -r y^ . 

erscheinen (s. S. 16, 8. 297). Setzt man nun ein in der Form (607) darstellbares 9 voraus, so u». 
in demselben offenbar ^x'' das für grosse Werthc von x vorherrschende Glied, dessen Keniitiüss 
sonach auch zum erwünschten Besitze der Assymptotengleichong (608) fuhrt. Hieraus folgt unmittelbar, 
dass die Gradzahlen der beiden Bndglieder 9** und 0^'^^ des eingeklammerten Polynomes In (614) 
bezuglich rp und p — r+i seien, dass sonach erst eres als das vorwiegende betrachtet werden müsse, 
so oft rp'^p — r+i ausßllt, also so oti p die negative Einheit überschreitet, und namentlich wird 
dann Wx''^ das, nicht bloss in o'*, sondern auch in dem ganzen eingeklammerten Polynome, wel- 
ches als Factor in y''^ vorkömmt, vorherrschende Glied sein. In der That haben nicht bloss 9^*'^'-, ^. , 

« 

sondern auch jedes der Mittelglieder von der Form A (9^^-)* (9^')^ (9'^'' )* nur niederere ^s^e 

tiradzahlen aufzuweisen, was sich auf folgende Weise darthun lässt: Es werde allgemein die Grad- 

zahl einer Function P durch G (P) angedeutet , so hat man, unter der gemachten Voraussetzung dass -^^«s 
f»=(jr(9)> — 1 sei, nicht nur den eben angestellten Betrachtungen zufolge allgemein: 

« (90 > O (&'-') , 
sondern auch im Detail: 

ü(0«^M > «(o«), G(o^') > 0(0^'), G(0^^') > 0(9^'): 

tf 4 rf 4 rf • 

multiplicirt man nun diese Ungleichungen der Reihe nach mit a, 6/ ^ und bemerkt zudem, das^^^ ^9BS 

allgemein die m-fache Gradzahl einer Function gleich der Gradzahl der m^^^ Potenz derselben ^"^ ^* -*^- 
addirt man sie iiberdiess und bemerkt wieder, dass die Summe von Gradzahlen gleich der GradzahHH M-Mh\ 
des Produktes sei, so gelangt man zur Ungleichung: 

Q (^a (af 1^ + b ,ß+i) + . . . + « (<T+i)) = G? (9O > G ((9^''')'' (9^^y (^'^'O*) . 

was zu beweisen war. Man sieht sohin, dass, der Reihe nach, fär sehr grosse x: 



bestehe, und somit, für eben solche x und so lange p'^ — 1 ist, mit genommener Rucksicht auf dl 
Werthe (613) und Beibehaltung nur der höchsten Glieder: 

werde. — Da aber diese Summe von Gliedern höchsten Grades dem früher Gesagten nach für sich N^^i // 
geben muss , so hat man : 

(6»') fr 'r + fr-. «'"* + + /;-, «'-' = 0, 

und in dieser algebraischen Gleichung, die, nach ^ aufgelöst, « von der Nulle verschiedene, d. h. so 
viele Wurzeln liefert, als Coefficientenpaare vorhanden sind, auf die sich die gemeinsame Steigung p 
erstreckt, ist die obenangegebene, für solche p, die die negative Einheit überschreite ^f 
zur speziellen Bezeichnung der Assymptoten giltige Regel enthalten. Bezeichnet man namentlich die U 
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Rede stehenden Wurzeln mit ^i, $[,, ^«r« so sind die zu den t entsprechenden partieuiären In- 
tegralen gehörigen Assyniptotengleiehungen die folgenden: 



y = e^-^' 



^^■^^ 



sr, 



►p+i 



x^ 



+1 



«c 



.f'+l 



o/ 



'+1 



(618) 



iiBc( somit wäre das einfache Mittel gegeben, zu den Assymptoten sämmtlicher partiqnlären Integrale zu 
gelangen , so oft diese exponentiell sind , also so oft die partieuiären Integrale der zweiten Fnnctions- 
klass^ angehören. Besitzt aber die vorgelegte Gleichung ausser solchen noch andere particuläre Integrale, 
die Functionen erster Klasse sind, so treten für diese algebraische Assymptoten auf, zu deren 
Kenntniss wir dnrch die Hilfsgleichung gelangen, vermöge derjenigen Werthe von ft, die den einzel- 
nen oder wiederholt vorkommenden Factoren u des ersten Coefficienten U^ angehören , und die noth- 
wendigerweise r an der Zahl vorhanden sind , wenn der vorgelegten Gleichung r particuläre Integrale 
der erwähnten Art entsprechen. Denn in einem jeden solchen Falle ist in den r letzten Coefficienten- 
paaren der Vorgelegten ein repartirter Abfall von Einer Einheit wenigstens auf das Paar mit Nothwen- 
digkeit vorhanden ; dieser hat eben so nothwendig in U„^ das Auftreten des Factors n'' , in den darauflfol- 
genden r Coeflicienten der Hilfsgleichung aber, der Reihe nach, das Erscheinen von mindestens 

r — l,r — 2, 1,0 Factoren u zur Folge, was wiederum hinreicht uns die Überzeugung zu 

verschaffen, dass in der Gleichung (571) oder (572) kein Anfangsglied verschwinden, und also auch 
keiner von den r Werthen für k verloren gehen kann. Bezeichnet man nun diese letzteren mit 
fti , Ar, , , so tragen jene Assymptotengleichungen zweiter Art die Form : 



y = ^*" » 



ar*«-* 



(619) 



und bedeuten parabolische, geradlinige oder hyperbolische Assymptoten, je nach der Beschaffenheit des 
Werthes von k. Diese entweder exponentiellen oder algebraischen Assymptoten, n an der Zahl, genü- 
gen nun^, die partieuiären Integrale von einander zu unterscheiden, so lange nicht 
etwa mehrere der letzteren eine und dieselbe Assymptote gemeinschaftlich besitzen, was jedesmal der 
Fall ist, wenn die Gleichung (617) in 91 gleiche Wurzeln hat, oder wenn sich bei den algebraischen 
(619) gleiche Werthe von k vorfinden. Der Unterschied zwischen den partieuiären Integralen fängt 
dann erst bei den späteren Bestandtheilen an. Da aber durch die daraus entstehende Ungewissheit die 
wirkliche Integration durchaus nicht erschwert wird , und die Formenlehre ihrer Natur nach diese spä- 
teren oder spätesten Bestandtheile zu liefern nicht verpflichtet ist, so können wir an diesem Orte solche 
Fälle ohne Anstand ausser Acht lassen. 

Die Assymptoten, von denen bisher die Rede war, sind aber, wie wir wissen, nicht die einzigen 
überhaupt vorhandenen, es gibt deren vielmehr noch andere, geradlinige und zur Axe der y parallele, 
welche den einfachen Factoren x — a entsprechen, in die der erste und die folgenden Coefficienten 
zerlegt werden können und nach welchen die partieuiären Integrale zu ordnen auch möglich und oft sogar 
erspriesslich ist (s. S. 18, S. 313). Nach der Assymptote selbst kann hier nicht gefragt werden, denn 
besitzt man Einen Factor x — a des ersten Coefficienten, bei dessen Verschwinden irgend eines der 

47 
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particulären Integrale durch Unendlich durchgeht, so ist die Assyraptote die in der Entfernung x=a 
von der Axe der y und zu derselben parallel gezogene gerade Linie, aber das Verhalten dea 
geometrisch construirten particulären Integrales in der Nähe des Werthes x=a 
kann Gegenstand der Untersuchung sein, oder mit anderen Worten, man kann fragen, welcher der 
nach unseren Begriffen einfachsten, dieselbe Assymptote besitzenden Curve dieses geometrisch constmirte 
particuläre Integral am ähnlichsten sei , und die Gleichung dieser einfachsten Curve ist es nun, mit deren 
Auffindung wir uns beschäftigen wollen und die auch nach einer ähnlichen Regel gefunden wird, wie 
die bisherigen Assymptotengleichungeji. 

Denken wir uns nämlich das den Factorenbau der Gleichungscoefficienten umspannende, gegen 
die Abscissenaxe convexe normale Polygon wirklich construirt und irgend eine seiner Seiten ins Auge 
gefasst, die etwa « Coefficientenpaare, also « + i Coefficienten umspannen mag, mit einem repartirten 
nicht unter der Einheit stehenden Abfalle p auf das Paar. Ihm entsprechen, wie wir wissen, particnlare 
Integrale, s an der Zahl, von der Form: 

allwo i/> gar keinen Factor x — a mehr hat, sohin, nach aufsteigenden Potenzen von x — a in eine 
Reihe entwickelt, in der Regel wenigstens, in folgender Form darstellbar erscheint : 

(681) \l> = ^ + ^ (x — a) + a (x — ay + , 

edesmal aber für x = a einen von der Nulle und von Unendlich verschiedenen Werth 91 annimmt 
Hieraus folgt, dass jedem dieser « particulären Integrale ein so zu sagen assymptotischer Werth zur 
Seite stehe, in der Gestalt: 

/^dx 

welchem sich das obige y desto mehr nähert,^ je näher o: an a ruckt, und diese s in Rede stehenden 
assymptotischen Werthe, die sich nur durch ihre 91 genannten Coefficienten unterscheiden, stehen jetzt 
als Sonderungsmittel der « particulären Integrale da , und wir bringen zur Ermittlung dieser Coefficien- 
ten 9 folgende ähnliche, der unmittelbar vorangeschickten vollständig parallelgehende Analysis: 

Es seien die « + 1 Coefficienten , die den repartirten Abfall von p Einheiten auf das Paar 
ausweisen, der Reihe nach: 

so werden ihnen Factoren x — a, falls der erste X^ deren h an der Zahl besitzt, der Reihe nach 
nicht weniger zukommen als bezuglich: 

j Ä, Ä — p, h — 2p, h — (s — !)/>, h — 9p; 

der erste und letzte, X,. und X,^ nämlich, werden so viele, nicht mehr und auch nicht weniger ent- 
halten, als das Schema ausweist, die mittleren X,^», X^.,, X^^^+i können deren wohl mehr, aber 
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nMit welliger besitzen, ersteres jedesmal, wenn p eine gebrochene Zahl ist Zu diesen Coefficienten 
gehören non als Faetoren die nachstehenden Differentiaiquotienten von y , nämlich : 

y^''\ y^'-'K y^""\ y^^-^^^\ y^^\ 

welehe für den obenangefuhrten Werth (620) von y eine Reihe vorstellen von Gliedern, deren jedes 
vorangehende um p Faetoren x^a im Nenner mehr hat, als das nächstfolgende, also für x = a eine 
eben so abnehmende Reihe unendlich grosser Werthe, wie die der X eine steigende Reihe unendlich 
kleiner Werthe ist , so dass ihre Producte : 

Xr y^'^ . Xr., y^-^^ , X^ y^-«) , X^,, y--^*> , X^ yC--) , (683) 

für nahe an a gewählte x zu einerlei und zwar zur höchsten Grossenordnung in der vorgelegten Glei- 
ehnng gehörig erscheinen (siehe S. 15, S. 288). Da aber der ins Auge gefasste Werth (620) von y als 
an Genüge leistender gedacht wird, so müssen die höchsten Glieder dieser Producte, aggregirt, für sich 
Null geben. Nun kann man sich aber die X nach aufsteigenden Potenzen von x — a geordnet denken ; 
so geordnet biethen sie beziehungsweise Formen wie folgt : 

X, =fr {x-aY +9r (x-a)^' +... 

Xr,, = fr^Ax - a)'^ +g^^iX-a)^' + 

Xr^ = fr^ix-a)'^*^ + g^ix-a)^'^' + (6«4) 

nur ist zn bemerken , dass die mittleren von ihnen , falls der zu o: — a gehörige Exponent p gebrochen 
wäre, oder das betreffende X mit einer höheren Potenz von x — a wirklich anflnge, ganz und gar 
ausser Acht zn lassen seien. Ferner wird jeder Differentialquotient von y gegeben durch eine 
Formel wie: 

'pdx 

:^ r if)*^ G> 1 

(685) 



/'pdx 

L(ar-a)^ ^ ^ (a:-a)'^-J' 



das erste der eingeklammerten Glieder wiegt, für sehr kleine x — a, dem letzten derselben vor, wenn 
rp'^p + r — 1 folglich p> 1 ist, und es kann auf die bereits geübte Weise gezeigt werden, dass das- 
selbe erste unter solchen Umständen auch allen mittleren der Grössenordnung nach vorwiege. Wir haben 
also für sehr kleine x — a, für welche, zufolge (631), i/> sich dem constanten Werthe ^ nähert: 






und hieraus, mit fortwährender Beibehaltung nur der ersten Glieder der Entwicklung: 

/> ^dx 
(OP— «)'' 

47 • 
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Diese der (616) so ganz ähnliche Gleichung, welcher, mit Rücksieht auf die verschiedene Bedeutung 
der /'und 91 genannten Constanten, durch dieselben Werthe von 91, genügt wird, welche auch die 
(617) erfüllen, führt auch zu derselben Regel, die hier noch einmal auszusprechen unnöthig wäre. 
Diejenigen Werthe von y^ die sich den in Rede stehenden particulären Integralen in der Nähe von 
x = a am meisten nähern, und aus diesem Grunde die Geltung von Assymptoten zweiter 
Approximation haben, sind: 

^^^^^ y = V ^^-^^'' , er' ^^-')'' , e^ ^^-«>'' , 

oder, was dasselbe ist: 



(689) y = e(^-^^^'-*>''"' , ed^-DC^-^r* , e^v-mx^^r' 



Falle auf « particuläre Integrale in der Gestalt y= rzr ~~\h^ ^^^ ^ ^^^^ x = a weder _Null noch 



Die letztere dieser zwei Formen gilt nicht mehr, wenn p= 1 ist; wir schliessen aber in diesem 

Q 

{x — ay 

unendlich wird. Die Werthe von &, s an der Zahl, liefert die wohlbekannte Gleichung (48) des $. 7: 
werden diese mit ä\, ä,, .... Ä\ bezeichnet, so erhält man, anstatt der obigen (629), die folgenden 
Assymptotengleichungen : 

_ 1 1 1 

Für solche Werthe von p endlich, welche unter der Einheit liegen, Ondet kein Unendlich- 
werden des particulären Integrales für x = a statt, man hätte sohin auch keine eigentliche Assymptote. 
Indess treten hier, wie in den §§. 15 und 18 gezeigt worden ist, gewisse besondere Beziehungen auf, 
auf die der Rechner einiges Augenmerk zu richten haben wird. 

Die Vorschriften , die wir bisher , im ganzen Verlaufe des gegenwärtigen Abschnittes, zur Er- 
kenntniss der Form, Sichtung und Unterscheidung der particulären Integrale allmählig entwickelt haben, 
die einer DilTerentialgleichung mit algebraischem und ganzen CoelTicienten Genüge zu leisten vermögen, 
reichen auch zu diesem Zwecke vollkommen hin, und es kann hiemit der Gegenstand als abgeschlossen 
betrachtet werden. Man kann sogar sagen, dass weitere Untersuchungen über die verschiedenen Gestalten 
des allgemeinen Integrales mindestens der Formenlehre wenig frommen würden ; denn fiele es vielleicht 
Jemanden ein die Frage zu stellen: ob man nicht auf dem betretenen Wege weiter gehen könne, ob man 
nicht von der Hilfsgleichung, welche die der Vorgelegten Genüge leistenden Werthe in Form von einfachen 
bestimmten Integralen voraussetzt und gelegentlich auch erkennen lehrt, zu einer ihr entsprechenden 
zweiten , von dieser vielleicht zu einer dritten u. s. w. Hilfsgleichung fernere Schritte machen , und so 
das allgemeine Integral darstellen könne, nach Belieben, als eine Summe von einfachen oder Doppel-Inte- 
gralen, ingleichen von 3-fachen, 4-fachen ^-fachen solchen? so würde er sich nach näherer 

Belenchtung überzeugen , dass mit der ersten Hilfsgleichung , die auch wir ausführlich kennen gelernt 
haben, und mit den ihr und der vorgelegten Gleichung Genüge leistenden analytischen Gestalten, der 
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Cyflas aller hier möglichen Formen abgeschlossen sei. Denn die zweite Hilfsgleiehung ist eben 
die vorgelegte Gleichung selbst, und der daraus in Form eines Doppelintegrales hervorgehende 
Werth von y eine identische Gleichung, mit der F-ourier'schen nahe verwandt und gelegentlich mit 
ihr ZQsammenfallend. Auch darf man nicht glauben , dass man zu neuen Formen particulärer Integrale 
gelangen könne dadurch, dass man die erste Hilfsgleichung, bevor man aus ihr die zweite ableitet, zu- 
erst einer Transformation, etwa einer Veränderung der abhängigen Veränderlichen F, unterwirft; denn, 
wenngleich auf diese Weise eine zweite Hilfsgleichung erhalten werden kann , die von der Vorgelegten 
rersebieden ist, so ist es doch immer nur eine solche, welche auch durch Transformation der letzteren 
zu erzielen gewesen wäre, welche daher unmöglich zu neuen Formen führen kann. 

Es knfipft sich hieran noch eine zweite Bemerkung: mau stösst nämlich manchmal auf Diffe- 
rentialgleichungen, welche eine symbolische Zerlegung in zwei oder mehrere 
Factoren gestatten, so beiläuflg wie diess bei jenen mit constanten Coe&icienten der Fall ist — wir 
meinen , dass sich gelegentlich eine Gleichung wie : 

^n y "• + ^/i-i y""' + -t- X, 3/ + X, y = ü • (631) 

«schreiben lasse wie folgt: 



/ d^ d"' d \ 



(632) 



'\%'obei : 

P = dTn-r y "-' + ^n^. ^ ""'-* + + c?. ^ + J'o ^ (633) 

ist, unter 3£ und 3^ wieder algebraische und ganze Functionen von x verstanden, so dass unter anderen . 
.A^^ =s 3f^ ^^^ sein muss — eine Gleichung, die man als den Ausgangspunkt der nach ähnlichen Formen 
rorschenden Untersuchung anzusehen hat. Genau auf dieselbe Weise wird man sieh aber auch die Hilfs- 
leiehung der (631) gelegentlich gestaltet denken können, in der Form nämlich: 



("-^ + "-^S^^+ +«'^ + «0^ = ^- 



(63i) 



MTolieJ : 

Q = 1i„-, F "'-^ + tl«.,-, F *»— ' -t- + tl. F + tto F (635) 

erhalten wird. Nun: eine solche symbolische Zerlegung in Factoren ist entweder bei beiden Gleichungen 
— der vorgelegten und der Hilfsgleichung — möglich, oder bei beiden zugleich unmöglich, und ist sie bei 
einer derselben gelungen, so hat man sie bei der anderen auch. In der That: Hätte man die ^Hilfsglei- 
chung auf diese Weise zerlegt, so würde man ihr durch Werthe von F Genüge zu leisten suchen, 
welche die einfachere ^ = erfüllen. Die dieser letzteren entsprechende Hilfsgleichung wird nun einer- 
seits offenbar von niedererer Ordnungszahl und wohl auch niedererer Gradzahl der Coefficienten sein als 
die Vorgelegte, und die ihr Genüge leistenden Werthe werden uberdem eben die Vorgelegte (631) er- 
füllen — ihr Gleichungspolynom wird also offenbar für P angenommen werden dürfen , aus welchem 
sich dann mit Hilfe der (631) der Werth der in (632) vorkommenden X finden lassen muss. Übrigens 
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werden wir auf den hier nur obenhin angedeuteten Vorgang der Zerlegung einer Differentialglelchiuig 
in symbolische Faetoren, von deren gelegertlichen Nutzen die S. 19, S. 341 angestellten Untersuchun- 
gen Zeugniss geben , ausfuhrlicher im nächsten Abschnitte zu sprechen kommen. 

Wenn wir endlich gesehen haben , dass die Integrale von Differentialgleichungen mit constanten 
Coefficienten nur höchst selten und in ganz speziellen Fällen enthalten sind in solchen mit Coefficienten 
dea ersten Grades wie a + bx^ indem die Integration der ersteren von der Auflösung einer algebraischen 
Gleichung , die der letzteren von der Integration einer Hilfsgleichung der ersten Ordnung abhangig 
gemacht werden kann, so folgt daraus, dass eine Differentialgleichung mit (üoefTicienten vom zweiten 
Grade, die mit einer Hilfsgleichung der zweiten Ordnung in Verbindung steht. Genüge leistende Werthe 
besitzen werde in noch manuigfaltigeren und verwickeiteren Formen, in denen die früher erwähnten 
nur als sehr spezielle Fälle enthalten sind. Man wird daher hier ganz vergebens nach geschlossenen 
Formen suchen , weil die Differentialgleichung, kraft ihres Coeffidentenbaues, von dem Integrale Eigen- 
schaften fordert, welche ein durch die gangbaren und in endlicher Zahl angebrachten Rechnungsope- 
rationen zusammengekitteter Ausdruck nicht mehr besitzen kann, und wollte man dieser Unzulänglichkeit 
durch die ErAndung und Einfährung neuer Transceudenten abhelfen, so wäre damit, falls diess auch 
durchführbar sein sollte, doch sehr wenig geholfen , weil man für Differentialgleichungen mit höher ge- 
bauten Coefficienten neuer stets und neuer Transceudenten benöthigte. Glücklicherweise stehen nun aber 
die Integrale aller dieser Differentialgleichungen wenigstens insoferne in einem erfassbaren Zusammen- 
hange, als ihnen allen, was auch der Bau ihrer Coefficienten sein mag, einerlei Formen der 
Assymptoten zugehören, woraus folgt, dass sie sich doch, im Grossen der geometrischen An- 
schauung , auf eine und dieselbe Weise bildlich darbiethen , dass sich sohin die oberwähnten verwickei- 
teren Eigenschaften, wenn sie auch eine Darstellung des Integrales in geschlossener Form unmöglich 
machen, dem geometrischen Vorstellungsvermögen vorgeführt, nur als Feinheiten präsentiren, bestehend 
etwa in einem gewissen besonderen Schwünge der Curve von geringem numerischen Bestimmungswerthe, 
und sohin auch für uns nur von geringer Bedeutung. Wir halten es um so weniger für nützlich , diesen 
Bemerkungen eine grössere Ausdehnung zu geben, als wir später bei der Aufstellung der Inte- 
grationsmethoden selbst auf denselben Gegenstand zurückzukommen genöthigt sein werden: 
eine Bestätigung jedoch der hier hingestellten Behauptungen in einigen einfachen Beispielen halten wir 
der Klarheit wegen für zuträglich, und diese soll der folgende Paragraph bringen, der die geschlossenen 
Formen, insoferne als sie Gegenstand der Formenlehre sein können, der Betrachtung zu unterwerfen 
bestimmt ist. 
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Unbestimmte Integrale. 

Wer die iQte^ation der Differentialgleichungen als Zweck ansieht, und nicht als Mittel zu 
einem höheren Zwecke: die Brmittinng der darin enthaltenen Naturgesetze nämlich, wird stets geneigt 
sein, geschlossene Formen aufzusuchen, falls er überhaupt zwischen mehreren verschiedenen Formen 
die Wahl hat. Die Mannigfaltigkeit jedoch der analytischen Gebilde, die hier zu erscheinen vermögen 
und sich auch sehr bald dem Auge des Forschers enthüllen, wird ihn sehr bald zwingen, unter 
geschlossenen Formen nicht bloss diejenigen, die so eigentlich diesen Namen verdienen: algebraische 
ganze Functionen nämlich und rationale Bruche zu verstehen, sondern die Benennung »geschlossene 
Form« auch auf Bxponentiellen, trigonometrische Functionen, Kreisbogen, Logarithmen u. s. w. aus- 
zudehnen, wiewohl sie im Grunde nur eine Berechnung aus unendlichen Reihen, also einer nicht 
geschlossenen Form, zulassen. Diess lässt sich nun allenfalls noch dadurch rechtfertigen, dass man unter 
geschlossener Form eine solche versteht, welche die Function, die sie darzustellen berufen ist, durch 
eine Reihe von Rechnungsoperationen in endlicher Zahl liefert und unter die Rechnungsoperationen auch 
das Nachschlagen bereits berechneter Tafeln zählt. Allein diess ist noch nicht genug, man ist vielmehr, 
durch die vorerwähnte unendliche Mannigfaltigkeit der verschiedenen, einer Differentialgleichung zu 
genfigen vermögenden Gestalten, gezwungen, den Begriff der geschlossenen Form noch weiter auszu- 
dehnen , auf Formen wie : 



jr^Väu und ^[e-F]|, 



deren numerische Berechnung durch keinerlei Tafeln unterstützt ist, wenn nur V eine Function von u 
bedeutet, die insoferne geschlossen ist, als sie aus u durch eine endliche Reihe von Rechnungsoperationen 
im obenangedeuteten weiteren Sinne, nämlich das Nachschlagen von Tafeln darunter mitgezählt, gebildet 
wird. Man kann aber noch weiter gehen — man kann sich sämmtliche einer Differentialgleichung Genüge 
leistenden Werthe unter der Gestalt e denken und die verschiedenen 9 als Wurzela einer höheren, 
algebraischen Gleichung betrachten, und kann diese Form auch noch eine geschlossene nennen, wenn jene 
algebraische Gleichung lauter geschlossene Coefficienten besitzt, auch wenn sie sich rational in Factoren 
nicht zerlegen lässt Und so kann man fortschreiten ins Unendliche, so wird der Begriff der geschlossenen 
Form ein immer weiterer, aber je weiter, desto illusorischer, nutzloser. 

Wir legen aber gleichwohl auf geschlossene Formen, besonders wenn sie einfach sind, auch 
dann noch, wenn sie weder die numerische Berechnung unterstutzen , noch die klare Anschauung beson- 
ders fordern, keinen geringen Werth, weil wir, durch Erfahrung belehrt, von ihnen jedesmal gewisse 
Aufschlüsse über die Verwandtschaft der Functionen erwarten. Wir leiten daher beim Integra- 
tionsgeschäfte selbst ein sorgliches Augenmerk auf die geschlossenen Formen , an denen die Rechnung so 
zu sagen vorbeifuhrt, und erörtern die Bedingungen ihrer Existenz; finden uns aber, wie ganz natürlich, 
veranlasst, auch unbestimmte , erste , oder höhere , r^ Integrale , wie etwa : 
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r 

I % . dx oder / % . dx'' , 

wenn % eine geschlossene Function von x ist , unter die geschlossenen Formen aufzunehmen , gleich- 
giltig , ob das 1 ^® oder r^<^ Integral als geschlossener Ausdruck darstellbar ist oder nicht ; denn diese 
Gebilde stehen einerseits an Complication mit den obigen bestimmten Integralen auf einerlei Rang- 
stufe, und tauchen andererseits häuGg genug beim Integrationsgeschäfte auf. Es liegt daher der Formen- 
lehre ob , über die Art des möglichen Vorhandenseins solcher Formen Untersuchungen anzustellen , wie- 
wohl sie zur Unterscheidung der einzelnen particulären Integrale nichts beitragen, und auch, wenn 
vorhanden , den GleichnngscoefiTicienten keine unmittelbar in die Augen fallenden Merkmale aufdrucken. 

Um zuvörderst darzuthun , dass sie in den particulären Integralen der linearen Differential- 
gleichungen zu erscheinen vermögen, und diess zwar sehr häufig und namentlich dann, wenn das allge- 
meine Integral zerlegt werden kann in mehrere geschlossene Gruppen, bemerken wir: dass sie unter 
anderen durch dieselbe Operation in eine Differentialgleichung eingeführt werden, durch welche mau 
neue. Genüge leistende Werthe in Form von bestimmten Integralen einführt, d. h. die Gleichung Ein- 
oder mehrmal differenzirend und die durch Differentiation erhaltenen Resultate mit gewissen Constanten, 
oder auch einfachen algebraischen Polynomen multiplizirend und addirend. Die beiden zur Sprache ge- 
brachten Formen , die nämlich des unbestimmten und die des bestimmten Integrales , stehen also in einer 
gewissen Verwandtschaft, welche wir zuvörderst in den einfachsten Fällen an einem Beispiele, dann aber 
so allgemein der Erörterung uuterAverfen wollen , als diess zu unseren Zwecken dienlich erscheint. 

Wenn es sich darum handelt, eine Differentialgleichung höherer Ordnung zu bilden, die irgend 
ein gegebenes particuläres Integral hat, z. B. das: 

(636) y = C .e^ {X — aY, 

so kann diess geschehen auf unendlich viele verschiedene Weisen : indem man diesen Ausdruck einer 
gewissen Anzahl von Differentiationen unterwirft, und die gewonnenen Gleichungen so untereinander 
verbindet, dass die willkürliche Constantc C eliminirt wird, was nur auf eine einzige Weise geleistet 
werden kann , wenn die zu bildende Differentialgleichung der ersten Ordnung angehören soll , sich aber 
dagegen auf unendlich viele Arten thun lassen wird, wenn die Differentialgleichung eine höhere Ord- 
nungszahl ausweist. Differenziren wir im gegenwärtigen Falle nur zweimal , wodurch wir zum folgen- 
den Systeme von drei Gleichungen gelangen : 

y = C.e^^ (jc - aY 

(637) y' = Ce''^ (x — ay-' [a (x~«) + li] 

y" = C.e'^ {x — «)*-» [a* (x — ay + 2aA (x — a) + h (/i— 1)]. 

Eiiminiren wir aus der ersten und zweiten die Constante C, so ist die Eliminationsgleichung die fol- 
gende einzige und bestimmte Differentialgleichung der ersten Ordnung, die dieses bestimmte Integral hat: 

(638) (^ — «) y — [« {30 — ä) + A] y = 0. 
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Wir können aber das C auch ans allen drei Gleiclinngen (637) eliminiren, indem wir diesellien anf ganz 
willlcurllei^e Art unter einander combiniren, z. B. indem wir, bei vollständiger Übergehung der zwei- 
ten unter ilinen, die erste und dritte zu diesem Zweclce verwenden, oder indem wir die aus der 
ersten und zweiten abgeleitete (638), jenelr Rechnungsoperation unterwerfjpn , die durch das Symbol 

(-T ß) angedeutet wird u. s. w. Wir kommen auf diese Weise zu unzähligen Gleichungen der 

zweiten Ordnung nach jf, von welchen wir nur die beiden auf die speciell erwähnte Weise abgeleite- 
ten hiehersetzen: 

ix — ay yf' — [er* {x — «)• + 2ctA (a? — a) + Ä (Ä — 1)] y = 0, (63») 

(x-d) y" - [(a+/j)(ar — a) + Ä — f] y' + [aß (»-«) — a + A/J] y = 0. (640) 

Alle kommen darin uberein durch das Eine gegebene particuläre Integral (636) erfüllt zu werden, und 
unterscheiden sich im zweiten, welches erscheinen wird in Form eines Produktes aus eben dem ersten 
gegebenen in ein unbestimmtes Integral, oder auch, wenn man durch bestimmte Integrale Genüge zu 
leisten für gut findet, so ist es, in Übereinstimmung mit den in S. 19, S. 332 und 341 gemachten 
Bemerkungen, dieselbe Function F, welche allen diesen Gleichungen gemeinschaftlich wird. In der 
That: nehmen wir zuvörderst die der ersten Ordnung angehörige (638) vor, und bringen wir darauf 
die Integrationsmethode in Anwendung, die im IL Abschnitte auseinandergesetzt wurde. Staluiren wir 
also: 

vT 

y =Je'^ V.du, (641) 

so wird hier: 

U^ == u - it , Uf^ == — a (u — d) — A , 

sohin die Hilfsgleichung: 

U,V' + V iU\ - U,) = V iu-a) + V[_a (m ~a) + /i + i] = o, (642) 



/ 



—^ du = — au — h log (u — a). 



p-iiu gUyx—d 

V = TTTT und zur Bestimmung der Gränzen r.- = ü. /«aqv 

ijt — ay^ (u — ay ^"*^> 

und weil der letzleren, für negative Ä, die Werthe u = a und u^=^±co Genüge leisten, je nach- 
dem 07— a negativ wird oder positiv, so erscheint für negative h der Werth von y in der folgenden 
Form eines bestimmten Integrales: _ 

4-00 

e^^^-^\du 






(644) 

9. 



dagegen genügen der obigen Gränzengleichung für positive h die Werthe f^^ + oo^— f und 
#1 = — 00^—1. Diess gibt nun ein y entweder in der Form eines bestimmten Integrales, oder, i^ach 
dem bekannten Completirungsverfahren, in der eines Differentialquotienten mit allgemeiner Ordnungszahl ; 
d. h. wir erhalten : 

48 
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-foov-r , . 

(645) y=Cy -(.TZrTiyi^' «O«^ y=^li?^^"-'% 

- 00 V - 1 11 = a 

Der vor Augen liegende Differentialquotient ist auch für negative h giltig und , zusammt den erhaltenen 
beiden bestimmten Integralen, dem gegebenen particulären Werthe (636) offenbar identisch gleich. Wollte 
man aber der Hilfsgleichung durch ein bestimmtes Integral Genüge leisten, anstatt sie, wie hier 
geschehen, durch den obigen Werth (643) von V direct zu integriren, indem man statuirle: 

(««) V =/€'"'' W.dv, 

so wilrde sich W als abhängig herausstellen von der Integration der folgenden Differentialgleichung : 

(547) (V — d) FT' — [a (i? — a) + ä] 1^=0, 

die mit der Gegebenen (638) zusammenfällt, insoferne, als die eine aus der anderen durch Vertauschung 
von FF, V beziehungsweise mit y^ x hervorgeht, man demnach, die Form (636) im Auge habend: 

FF= Ce""' (v — aY 

bekommt. Hierdurch erscheint allerdings der Werth von y in Form eines Doppelintegrals, d. b. : 

+ 00^-1 +00 

(648) y = C. e*' (x - «)* = Cy _/* e*''-'- .e""' {v — aY.du.dv, 

diess ist aber oiVoubar eine identische, der F o u r i e r*$chen nahe verwandte Gleichung (s. II. Absch. S. 84;. 
Wenden wir uns jetzt zur Differentialgleichung der zweiten Ordnung (640), welche, in Folge 
der Form ihrer Coefficienten, die Anwendung derselben Integrationsmethode verstattet. Wir gewinnen in 
derselben : 

U, = u" — (a +y3) M + a/3 , U^= a,U, — u (A ~ \) + hß — a , 

also die Hilfsgleichung: 
^649) • iu — ß) [(ti -a) F' + {a (m -a) + A + t) V] = 0. 

Wir gewahren an ihr den einfachsten Fall der Zerlegung in zwei Factoren , voii welchen der eine u — ß 
der andere aber das alte Hilfsgleichungspolynom (642) ist. Diess kömmt daher, weil auch die Differen- 
tialgleichung der zweiten Ordnung in y^ von welcher die Rede ist, Vorausgesetztermassen eine sehr ein- 
fache Zerlegung in zwei symbolische Factoren gestattet, von denen der eine l- ß\ ist, der 

andere aber das alte Gleichungspolynom (638) darstellt. Wir gewinnen weiter : 



/ 



.-•lU 



Ua . . U — ß ,^ €' 

— *^ = ~ «" + % t:: — fr.-' ^ = 77. — rTxn- 



I7i (ti — a)^ (?/ — a) 

und' zur Bestimmung der Gränzeu: 

(MO) (1/ - ar 
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Wurzeln dieser Gleichung sind, für negative A, die folgenden: ti = a, ti=/6, 11 = + 00, je naeli- 
dem X — a negativ ist, oder positiv, daher das allgemeine Integral fiir diesen Fall so gesehrieben 
werden kann: 



^ r^"^ e"^""^ .du ^ f e^^'-^Kdu ^^_^ 



für positive h hingegen geht uns die Eine Wurzel n = a verloren, ein Differentialquotient mit allge- 
meiner Ordnungszahl tritt auf, und das allgemeine Integral erhalt folgende Gestalt: 



» = C. A, [^<">]| + C.y ;1-^. (.5., 



Der erste Bestandtheil ist überall der angegebene, allen Differentialgleichungen gemeinschaftliche particu- 
lare Werth (636) , der zweite wird , für positive h und reelle ß und a , wenigstens wenn ^ < a ist, 
dem ersten Anscheine nach unbrauchbar, weil die Function unter dem Integralzeichen zwischen den 
Grenzen ß und 00 für ti = a einen unendlichen Werth bekommt. Bei näherer Beleuchtung gewahrt man 
aber, dass eben dieser zweite Bestandtheil, weit entfernt unbrauchbar zu sein, wenigstens der Form 
nach das allgemeine Integral in sich enthalte. Um diess darzuthun, nehmen wir an, der dem x ertheilte 
Werth liege unter a, sodass x — a negativ ist, und bezeichnen eben diesen zweiten Bestandtheil mit 
C,£, so dass: 



cx> 



e^c*-«) du 



r e"^'-"^ du 



(653) 



wird , und unterwerfen jetzt diese Gleichung jener Reibe von Rechnungsoperationen , die das Symbol 
1-7 a\ andeutet, so erhalten wir: 



'^-« du = 



d " ^'■* r 



x — u 

p 

Diess ist aber eine Differentialgleichung in £, deren integrircnder Factor e"^ ist, mit welchem mul- 
tiplizirt der erste Theil derselben in den vollständigen (A-f-i)^^" Differentialqnotienten des Produktes: 
e~^ g übergeht • so dass wir haben : 

dx^^\ 

X — a 

ein Ausdruck . dem als Ergänzung eine Reihe von Gliedern wie folgt angehört : 

B, x' + Ä. x^" + B, X*-* + 

die sich zu einem algebraischen geschlossenen Polynome gestalten, wenn A eine ganze Zahl ist, für 
gebrochene oder allgemeine A jedoch eine unendliche Reihe darstellen. Die Coefficienten B«, B., B„ . . . 
sind aber hier offenbar keine willkürlichen Constanteu, sondern vielmehr in der Art zu bestimmen, 

48 * 



3^0 III. A b s e h n i t t. 

das8 der vorgelegten Differentialgleichang (640) Genöge geleistet wird. Es erseheint sohin das voll' 
ständige C,£ in der nachfolgenden Form: 



(A54) 



^[fi-ct)ae~ap 






dx^^\ 



Der erste Theil dieses Ausdracices besitzt , wenn er überhaupt von der Nulle verschieden gedacht wird, 
die Assymptote e^\ eben so Itömmt dem zweiten die Assyniptote e^ zu; da nun aber die Differential- 
gleichung (640) nur ein einziges particulares Integral mit der Assymptote e^^ das (636) nämlich, 
besitzt , so ist der in (654) ersichtliche erste Bestandtheil mit ebendemselben zusammenfallend und wir 
sehen sohin , dass das dem Anscheine nach unbrauchbare particuläre Integral (653) , mittelst des ange- 
wendeten Verfahrens in zwei Bestandtheile zerklüftet, der Form nach wenigstens, das Allgemeine der 
(640) reprasentire. 

Man hätte aber auch die zweite , der Differentialgleichang (640) Genfige leistende Function 
aofflnden können dadurch, dass man dieselbe, nach der S. 25, S. 5 des I. Abschnittes allgemein ausein- 
andergesetzten, und S. 101 des 11. Abschnittes auf einen besonderen Fall angewendeten Methode, von dem 
Einen bekannten particulären Integrale (636) befreit hätte. Macht man davon wirklich Gebrauch, so ge- 
langt man zn einem neuen Ausdrucke für den zweiten noch fehlenden Werth , nämlich : 

welcher abermals die Eigenschaft hat das allgemeine Integral darzustellen , und zwar vollständig und 
nicht bloss der Form nach , indem zn dem als Factor vorkommenden unbestimmten Integrale eine will- 
kürliche Constante hinzugefügt werden kann, und man namentlich ganz allgemein: 

X 

(656) f %dx = f %dx -t- c 

zu schreiben berechtigt ist. wo c eine willkürliche Constante bedeutet. Nach dieser Sehreibweise gestaltet 
sich aber der Werih von y wie folgt : 

wodurch seine Eigenschaft ein allgemeines Integrail zu sein in die Augen fällt. Es ist keinem Zweifel 
nnterworfen, dass diese Form der früher gewonnenen (654) identisch gleich sei, wenn auch die eine 
nur ein einfaches, die andere ein (A+l)^^ unbestimmtes Integral in sich schliesst, und es lässt sich 
diese Identität ohne Schwierigkeit nachweisen. In der That braucht hier nur gezeigt zu werden , dass 
allgemein und für jedes h : 



(657) 



(658) 



(X — a)* / r- = t / e^^^''-''^ 

^ ^ J {x-aY^' J x-« 



sei, unter 6 irgend eine Constante verstanden. Diess ist nun für A = 0, und wenn man eß^ anstatt 
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6 8et2f« wie der Augenschein iebrl, volllcömmen rieiitig und Icann, für ganze und positive Werthe von 
h dadurch dargethan werden , dass man zeigt , wie , unter der Voraussetzung der Giltigkeit der vorlie- 
genden Formel für irgend ein /i» auch diejenige richtig sei, die man aus ihr erhält, h + \ anstatt h 
schreibend nnd allenfalls noch die Constante b in eine andere B verwandelnd, d. h. die: 

^ ' J (x — «)*+• J x-a ^ 

und diess bewerkstelligen wir auf folgende Weise: Wir multipliziren die obige als richtig angenommene 
Gleichung (658) mit dx und integriren, so kömmt zunächst: 

Bringen wir im ersten Theile dieser Gleichung das Verfahren des theilweisen Integrirens in Anwen- 
dung, so zwar, dass in der allgemeinen Formel fudr = ur — fvdu zuvörderst: 

€?(^'^ dx 




/e^t^^ dx . 

^^--^, dr = (X - «)* dx 



geschrieben wird, so erhalten wir zunächst: 




^^^"^ J {x — af^A ~ A + 1 y (x-/i)*^* ~ (A+i) (^-a) 



dann aber, dasselbe Verfahren noch einmal anwendend: 

^* = -r Tifr: • ^^ = e^f^'^ dx 

(ar — «r^* 

setzend : 

r e^t^^^ dx e^^^"" A+1 r e^^^"" dx 

J (x—äy^' ^ Q3~ä) (i'~a)*^* "^ J^^J 0^- «)*^' • 
Uuivh Einführung der so erhaltenen Werthe in die frühere Gleichung gelangt man zur nachfolgenden : 

^ e^^'^dxi ^ (« — «)*+• re^^^'^dx ^ /^' h^, ^ dx'' ' 



/ r ' J (ar- /i/+'J ß — a J (x — aY^* J 



X — n 



woraus die (659) unmittelbar folgt, wenn B = (^ß — a)b vorausgesetzt wird. Es ist auch keinem 
/iWeifel unterworfen, dass die hier Tür ganze und positive A nachgewiesene Identiiät allgemein für alle 
Werthe dieses Exponenten fortbestehe, schon aus dem Grunde, weil offenbar beiderlei Ausdrucke ein 
und dasselbe particuläre Integfal , somit eine und dieselbe Function von A darstellen. 

Wenden wir uns jetzt zur Differentialgleichung (639) , so begegnen wir bei der Integration 
derselben Schritt für Schritt den ähnlichen Erscheinungen. Namentlich gelangen wir, das Integral in der 
Form /* e"' Vdu auffassend, zur folgenden Hilfsgleichung der zweiten Ordnung in V: 
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(660) («•—«•) V" + [2« («!'— a') + 4u+2aA] V + [«' (w'-a«) + a (4u+2aA) — A (A-i) + 2] F=- 0, 

da wir aber wissen, dass die Gleichung in y^ zu welcher sie gehört, ein particuläres Integral in end- 
lieber Form besitze, nämlich dass von der Integration der (638) abhängige (636) und sich somit 
symbolisch in zwei Factoren zerlegen lasse, von welchen der eine eben das Gleiehongspolynom der 
(638) sein moss, was sich, wenn man will, auch a posteriori nachweisen lässt , nachdem unsere Glei- 
chung in y auch so geschrieben werden kann : 

/661) j (x — a) - — \- iix — aa + A — 1 1 \{x — a) y' — (jctx — aa + A) y 1 = , 

so folgt hieraus, dass die ihr entsprechende Hilfsgleichung eine ähnliche das Integriren erleichternde 
Zerlegung in zwei symbolische Factoren gestatten werde, von welchen der eine eben das bereits 
bekannte Gleiehungspolynom (642) derjenigen Hiirsgleichung sein wird, die zur (638) gebort, und in 
der That lässt sich die (660) auch so wiedergeben: 

(66«) [ (w + a) — + au + aa — A + 2J ^{u — a) F + {au — aa + h + i) v\ = 0, 

und wird so offenbar erfüllt: erstens durch denjenigen Werth von K, den wir bereits kennen, den 
(643) nämlich , der das Hilfsgleichungspolynom (642) , welches in der vorliegenden Gleichung als zwei- 
ter Factor erscheint, auf Null bringt, und zweitens durch die besondere Auflösung der completen Diffe- 
rentialgleichung : 
(663) (u — a) F + [«M - aa -t- A + 1] V = C^ {u + it)*» e"" , 

die sich alsbald darbietet, wenn man in (662) den zweiten Factor durch den Buchstaben % ersetzt, 
und von der so gewonnenen: 

iti + cx) - — h \au + aa — Ä + 2I »■= 

du ^ 

den Genüge leistenden Werth sucht, als welchen man: 

» = C, (m + a)*-* e-^" 

erhält — eine Gleichung, die offenbar in die (663) übergeht, wenn anstatt des % der durch dasselbe 
vorgestellte Ausdruck wiedereingesetzt wird. Man gelangt so endlich zum folgenden , mit zwei willkür- 
lichen Constanten versehenen, also das allgemeine Integral der (660) darstellenden Werthe, nämlich: 

Auf dieselbe Weise vermag man sich auch das zweite , annoch unbekannte Integral der Glei- 
chung (639) zu verschaffen , welches fibrigens noch leichter durch Befreiung der (639) vom ersten auf 
dem schon vorhin betretenen Wege gewonnen werden kann, und man erhält: 
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y = e. «« (» - «)» + C\ c" (X - aYj ^^—ys dx. (865) 



also abermals einen mit zwei willkürlichen Constanten versehenen, and dadurch seine Allgemeinheit 
bearknndenden Ausdruck« und es ist klar, dass, so oft man bei einer Differentialgleichung der zweiten 
Ordnung ein erstes particuläres Integral mit einer einzigen Constante aufgefunden hat, das zweite dazu 
gehörige vermittelst derselben Rechnung gegeben werde, in Form eines Produktes aus dem aufgefundenen 
ersten, in ein unbestimmtes Integral durch eine Formel, die ganz den Charakter des allgemeinen Integrales 
an sich tragt. 

Erwägt man nun, ganz allgemein, eine Differentialgleichung der n^" Ordnung ins Auge 
fassend , dass sich gelegentlich von ihr ein einziges particuläres Integral in geschlossener Form finden 
lassen wird, wenn gewisse Bedingungen zwischen den constanten Parametern, die sie enthält, erffillt sind, 
etwa y = C« 2(i , erwägt man ferner , dass in einem solchen Falle die Gleichung vermittelst der Substi- 
tution lf=C^y^f%dx von diesem ersten Integrale befreit, und in eine andere in si verwandelt werden 
könne , die sich um die Einheit in der Ordnungszahl niederer gestaltet , die aber wieder gelegentlich ein 
einzelnes geschlossenes particuläres Integral, etwa «==«i, zulassen kann, wenn gewissen Bedingungen 
zwischen den constanten Parametern Genüge geleistet wird, wodurch sie wieder geeignet wird, vermit- 
telst der Substitution % = %^fudx^ in eine andere von der nächstniedrigeren Ordnung fiberzugehen 
u. s. w. • so ist die Möglichkeit begründet , dass zuletzt als particulärer Schlusswerth ein y gelegentlich 
erhalten werden kann in der complizirten , aber geschlossenen Form : 

y = C,,y,f%,.dxfH,.dxft,,dxf fS.,dxfrj^ dxjl.dx, (666) 

geschlossen insofern, als die n an der Zahl vorhandenen Functionen jft, «i, fit, f^, £if i/it ^^ 

sämmtlich geschlossene Ausdrucke sind. Dieser Werth von y trägt übrigens ganz die Eigenschaften des 
allgemeinen Integrales mit n willkürlichen Constanten aus dem Grunde, weil jedes der unbestimmten 
Integrale, n — 1 an der Zahl, wenn durch Rechnung ermittelt, den Zusatz einer willkürlichen Constante 
erheischt, wodurch zu der Einen C^ noch fernere n — 1 an der Zahl im allgemeinen hinzutreten. Will 
man das Zerfallen der allgemeinen Form (666) in ihre n Bestandtheile dem Auge ersichtlich machen, 

X 

so bemerkt man zuerst, dass J'S.^dx^^ f2.^dx + c^ sei, wodurch der obige Werth in zwei Bestand- 
theile zerfallt , nämlich : 

£ 

y = C,y, fz.dxj^u.dxy . , . J^£,dxJ^r),dxJ^^,dx + C.cjf, ffn.dxj^u^dxf. . .J^.dxJ'ij.dx: 

X 

von diesen zerlegt sieh der Letztere, wegen /?;, da? ==y^7;i<te-|-c,, abermals in zw«, von die- 
sen der Letzlere aus einem ähnlichen Grunde wieder in zwei u. s. w. , so dass man zuletzt bei einem 
Werthe von y anlangt , der die folgende dem allgemeinen Integrale zukommende Form trägt : 
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T ^ .r .r 

y= C,y, 4- C,y,fz,dx+ C,y^J %,dx f H,dx -\- C^y,f%,dxf%i,dxfr,dx -|- 
(«67) ^ 

+ + C^y,f%, dx fu, dxfv, dxf. . . ,/"5, dxfi^, dx/a, dx , 

und iii welcher auch alle Integralzeichen , nicht bloss die in jedem Gliede vorkommenden letzten , mir 
den Gränzen und x versehen werden können , weil man hiedurch nur auf die dem betreffenden Inte- 
grale zuzusetzende willkürliche Constante Verzicht leistet, was man zu (hun berechtigt ist , aus dem 
Grunde, weil die hinzugefügte Constante zu keinem neuen partfculären Integrale« sondern nur zu einem 
solchen ffihrt, das bereits in der Formel (667) enthalten ist« und dem ins Auge gefassteii Gliede voran- 
geht. Wir hatten hiemit eine neue, sehr merkwürdige analytische Form kennen gelernt, die (666) näm- 
lich, welche, eindeutig auf den ersten Blick, bei näherer Beleuchtung in die durch die Gleichung (667) 
dem Auge dargelegten n verschiedenen Bedeutungen zerfällt, und desshalb in einiger Verwandtschaft 
steht mit deiji irrationalen Grossen der Algebra, und namentlich mit den /i^«" Wurzeln, die ebenfalls 
n-deutig sind ; nur waltet hier der eigenthumliche-, in der Natur der linearen Differentialgleichungen 
wesentlich begrfindete Unterschied ob, dass, während eine n^ Wurzel, wo sie in unseren t{e('hnun<ren 
erscheint, irgend einen, entweder bestimmten oder unbestimmt gelassenen, jedenfalls aber nur Einen 
ihrer Werthe anzeigt, der zweite Theil der Gleichung (666) die Bedeutung eines, und zwar beliebigen 
der vorhandenen particulären Integrale n an der Zahl , oder auch der Summe von einigen von ihnen 
oder von allen besitzt. Da nun diese sehr interessante Form , schon wegen ihres nachgewiesenen häufi* 
gen Vorkommens , unserer Beachtung vorzugsweise werth ist « so wird es erspriesslieh sein , an diesem 
Orte einiger ihrer Haupteigenschaften Erwähnung zu tbun. Wir bemerken daher von derselben zuvör- 
derst, dass auch dann, wenn sie im obigen Sinne eine geschlossene ist, die (n — 1)- Integrationen, die 
sie erheischt , wenn durchführbar, zu Logarithmen, Kreisbögen« elliptischen Functionen und anderen 
ähnliehen Transcendenten fuhren können, die nun offenbar das allgemeine Integral aufzuweisen haben 
wird , wenn man seine in Rede stehende Form (666) in die wohlbekannte assymptotische verwandelt. 
Bei der Construction der Differentialgleichung nun , welche dieses assymptotische allgemeine Integral 
hat, wird man sich offenbar um die Elimination der oberwähnten Transcendenten nicht zu kummern 
haben, sie werden vielmehr von selbst herausfallen; wir schliessen hieraus umgekehrt, dass die particu- 
lären Integrale einer vorgelegten Differentialgleichung, nebst den in ihnen enthaltenen Exponentialgrös- 
sen, deren Elimination nothwendig ist, auch Logarithmen, Kreisbögen und andere ähnliche Trans- 
cendenten bergen können, ohne dass es desshalb unbegreiflich wird, wie eine Form dieser Art, ohne 
in mehrere je für sieh genugende Bestandtheile zu zerfallen, einer Differentialgleichung Genüge leisten 
könne, welche ganze algebraische Cuefficienten hat — eine Thalsache, welche abermals geeignet ist, uns 
von der Unerspriesslichkeit der üblichen Eintheilung der Functionen in algebraische und transcendente, 
wenigstens in diesem Theile der Integralrechnung, zu überzeugen. 

Hallen wir nun dieser Form (666) diejenige andere gegenüber, io weicher wir uns mit- 
unter das allgemeine Integral einer Differentialgleichung gedacht haben , nämlich die : 



wo 9i • 9« ' 9» ^^ Wurzeln einer algebraischen Gleichung sind, — eine Form die wir, vielleicht 

etwas nneigentlic^, als eine geschlossene betrachteten, wenn jene algebraische Gleichnng ganze alge- 
braische Coefficienten anfweist, so erkennen wir alsbald, dass wir ein Gebilde vor Augen hatten, welches 
in dem gegenwärtigen, geschlossen gedachten (666) als specieller Fall enthalten ist, und von demselben 
an Allgemeinheit bei weitem fibertroffen wird. Es lässt sich in der That die assymptotische Formel, 
die einer Differentialgleichung der zweiten Ordnung entspricht: 



y= C,e^'"^ + C./'**' (669) 



«Bch fo schreiben : 



y = C.e I (9, — 9O dx.e = C,e I ZT \^ j ^' ^^^^ 

Eben so wird die einer Differentialgleichung der dritten Ordnung angehorige assymptotische Form : 

J'^.dx fftdx y?.<«* ^n-i. 

sich auch so wiedergeben lassen: 

y yvy, yu j ^ ^_^^ ^_^^ (9,-9,)* J 

oder was dasselbe ist : 

IL s. w.« was augenscheinlich die Form (666) ist, jedoch für den sehr speciellen Fall, wo sich alle 
Integrationen der irrationalen Differentialftanctionen in geschlossener Form bewerkstelligen lassen. Hieraus 
folgt, dass, wenn es in unserem. Wunsche liegt durch geschlossene Formen zu integriren, wir in der 
Regel vortheilhaner und mit unvergleichbar mehr Aussicht auf Erfolg von der Voraussetzung der umfas- 
senderen neuen Form (666) ausgehen , als von jener der assymptotischen. 

Gleichwohl ist aber doch begreiflicherweise die vielerwahnte Form des unbestimmten Inte- 
grales • wie sie in der Gleichung (666) enthalten ist, als geschlossene Form betrachtet, die umfassendste 
iRt allgemeinste nicht ; sie kann vielmehr dadurch zu noch weiterer Aasdehnung gebracht werden , dass 
ma, anstatt der darin erscheinenden einfachen Integralzeichen, wiederholte, H« Integrale setzt, anter 
r eine beliebige, wenn man will auch allgemeine Zahl verstanden. Man gewinnt dadurch eine Form, in der 
•eibst die (666) nur die Rolle eines sehr speciellen Falles spielt, und vergroseert dadurch bei dem Aaf- 
Mchei geschlossener Formen die Wahrscheinliebkeit des Erfolges. Hiemit ist aber auch die Veranlassung: 
gegeben , bezfiglidi der flumnigfalCigen , der mathematischen Einbildungskraft durch die gegenwirUgen 
Betrachtungen sich aufdringei^en, aus mehrfachen unbestimmten Integralen und Irrationalgrössen ziaam- 
mengefiigten Formen, die dreifache Frage aufzu werfen: wie man die Differentialgleichung eon- 
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struiren könne « der eben dieselben Genüge leisten ; wie man sie als neue parüealSre Integrale in eine 
gegebene Gleichung einzuführen habe , endlich ob und welche Spuren einer solchen Einführung entwe- 
der den Coefficienten , oder den aus ihnen abgeleiteten analytischen Gebilden anhängen bleiben. 

Erledigen wir also zuerst die Frage: wie lässt sich am bequemste!^ die Differen- 
tialgleichung bilden, die das allgemeine Integral (667) hat? Es bietet sich uns hier 
folgende Methode als die allereinfachste, zuerst in die Augen fallende: Man schreibt zuvörderst die 
Gleichung der ersten Ordnung nieder , deren Integral ^ = c^ (2| ist ; sie lautet : 

(«»3) 5^ ^_ 2^^.5 = 0. 

dx 

ferentialgleichung erhebt sich dadurch zur zweiten Ordnung, geht über in die: 

und besitzt jetzt ein allgemeines Integral : 

X 

(675) i = c,J^ i,dx + c^ 







mit zwei Genüge leistenden Werthen, deren einer seinen Ursprung aus der früheren Gleichung zieht 

/^^ dl 

und Ji = c,y i^irfa? ist; der andere j, = c, aber die Gleichung ;r-=0 erfüllt. Lässt man nun hler- 

auf eine fernere Änderung der abhangigen Veränderlichen j eintreten, vermittelst der Substitution: 

j = — , also 7j = rf^ . i^ wo r) die neu eingeführte Veränderliche und tf^ die unter diesem Namen 

in der (666) erscheinende Function ist , so gelangt man zu einer neuen Gleichung , deren allgemeines 

Integral offenbar: 

X 

(«76) V = CiJ7«y^'2i dx + e, 17. 



ist, und die wieder durch die Einführung einer neuen Veränderlichen, im Wege der Substitution 

d\) 
);= — « um die Einheit in der Ordnungszahl wächst, und das allgemeine Integral: 

XX X 

(677) 9 = ^tj' Vt dxf 2. <£r + c, f rj, dx ■\- e. 







bietet , dessen zwei erste Bestandtheile aus der vorhergehenden entspringen , der dritte aber, die Con— 

rfto £ 

staute c, nämlich, ;7- = macht. Nun lässt man zunächst die Substitution: ^= — , also £=£j. p 

dx ^, 

folgen, und gelangt endlich in dieser Weise fortschreitend zu der Differentialgleichung der n^n Ord- 
nung, die das allgemeine Integral (607) hat. 

Es dürfte wohl keinem Leser entgehen, dass sich der hier eingeschlagene Weg auch mit 
einigen Abänderungen gehen lasse, kraft welcher nicht der Ausdruck (667), sondern ein anderer, 
höhere als erste Integrale und sonstige Gebilde enthaltender als eingeführtes allgemeines Integral da- 
stände. Anstatt nämlich <£ = -— zu setzen, hätte man eben so gut <2=-rT schreiben können, wodurch 

dx dx 



die DUTerentialgleichoDg (673) nicht zar zweiten , sondern zur dritten Ordnung erhoben worden wäre, 
mit eingeführten nicht Einem, sondern zweien partienlaren Int^alen, so, dass sieh statt der (675): 

J = c^fi,.dx^ + c,a? + c, (678) 

ergeben hätte ; man wärde aber auch, vermittelst der Substitution : d = —r • r<« unbestimmte Integrale 

dx 

und einen particulären, mit r willi(urlichen Constanten versehenen nenen Werth haben erhalten können , 
wodurch an die Stelle des Werthes (675) der nachfolgende : 

r 

j = cja.dx' + c.a?^' + e^x"-* + + c^a; + C;.+. (67ir> 

getreten wäre, üiess ist sogar einer noch viel allgemeineren Auffassung fähig : Man hätte nämlich ver- 
mittelst einer Substitution wie : 

dTk d''-*A dl 

^-^^-d+^-d^+ +3e.rf| + 3f.,, (680) 

die sich aber auch für tf oder £, kurz in einem jeden beliebigen Stadium der Rechnung hätte machen 

lassen, und wo X,., X^^ X« algebraische ganze Functionen von x bedeuten, die Einfuhrung einer 

neuen Veränderlichen ) und zugleich eine Erhebung um r Einheiten in der Ordnungszahl veranlassen 

können, wodurch einerseits r neue particuläre Integrale hinzugetreten wären, diejenigen nämlich« 

welche die Gleichung: 

d''i d''-'\ dl 

*'rf^ + ^-d^+ +3^'i + 3e., = (681) 

erfüllen, andererseits aber bei den bereits in der Gleichung in ^, oder 17, oder £ vorhandenen eine 
Umwandlung Platz gegriffen hätte, dergestalt, dass, wenn man die Gleichung .in 2, etwa mit Z=0 
bezeichnet und ihr allgemeines Integral mit einer oder mehreren Constanten (2 = /'(x) sein lässt, der 
durch Umwandlung aus diesem ^ entspringende Theil des Werthes von j eben die besondere Auflosung 
ist, die der completen Differentialgleichung: 

d'i d^-h * dl 

Xr ^ + 3f,-. ^^ + ..,.. + 3f. ^ + XoJ = fix) (68«) 

angehört und keine anderen als die in f(x) enthaltenen willkürlichen Constanten beherbergt. Es ist 
hiebet nicht zu äbersehen, dass die neu gewonnene Differentialgleichung in j eine symbolische Zer- 
legung in zwei Pactoren verstattet, mit welcher ein Erscheinen des allgemeinen Integrals in 
zwei von einander gesonderten Gruppen verknüpft ist und dieser letzteren Erscheinung wird man daher, 
wenn man nach geschlossenen Formen strebt, im allgemeinen nachforschen müssen, was sich nach 
Belieben in der Differentialgleichung oder in der ihr zugehörigen Hilfsgleichung thun lassen wird; denn 
gelingt eine solche symbolische Zerlegung bei der einen , so gelingt sie auch bei der anderen. 

Schreiten wir jetzt zur Beantwortung der zweiten Frage, nämlich: Wie kann man 
in eine gegebene Gleichung neue particuläre Integrale von der betrachteten Form 

49 • 



388 '"• A b 8 c h n i I I. 

einfuhren, solebe nämUeta, welche unbestimmte Integrale, einfaehe oder H«, von einer angefebenen 
DifferentialAinction m.dx oder %.dx^ in sieh schliessen? — Hier lässt sieh zuerst darthun, dass, wenn 
man Bin particuläres Integral der gegebenen Differentialgleichung: 

(688) X, y^") + A^, y -0 + + X,y+ X.y = 0. 

die wir mit algebraischen , ganzen Coefficienten voraussetzen , etwa y = y ^ in geschlossener Form kennt, 

man zu demselben ein anderes: 
(684) y = y^fzdx 

^ gesellen könne , unter % eine ebenfalls geschlossene Function verstanden , und dass die Gleichung dadurch 
der geschlossenen Beschaffenheit ihrer Coefficienten unbeschadet, zur Ordnung n+1 erhoben werde. 
Man bewirkt diese einfach durch dieselbe Pundamentalnethode der Einfuhrung neuer particulärer 
Integrale, die wir in S. 2 dieses Abschnittes kennen gelernt haben. Wir erhalten nämlich , wegen : 



y = y, f^dx 

yr =y\ f%dxAr y,. % 

y" =y'; f%dx+ 2 .y'.. « + y, 



«' 







einen Werth des S. 149 mit P« bezeichneten Substitulionsresultates, welcher so aussieht: 
P.^fzdx (X„ y^r^ + X,_. yi«-^) + +X, y\ + X. y,) 



•^[(«)X„y'. + X„_.y. ] • 



+ .'— )[(«)X„j,'; +(«;i)x^.y'. + X„_.j,. 1 

(685) 

+«' [(«) Jf^y'.-' + C^v') x^.y<->+ («72) x^.yr^+ + A.y. ] 

Die in der ersten Zeile vorhandenen mit dem Factor f%dx versehenen Glieder verschwinden aus dem 
Grunde, weil, der Voraussetzung nach, y« ein geschlossenes particuläres Integral der gegebenen Gleichung 
(683) ist: die übrigen aber bilden offenbar ein geschlossenes Aggregat. Es ist daher auch ^ = -1^ ein 
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gesehlossener Aosdrack und die S. 150 sab (12) ersicbtiiche Haoptgieiehung in % mit geschlossenen 
Geeffieienten versehen. Gleichwie man non aber za dem particulären Integrale y=yt ^in anderes 
ys=,y^f%dx einzufahren im Stande war, der geschlossenen Beschaffenheit der Coefficienten unbe- 
schadet, eben so wird man zu einem zweiten ebenfalls geschlossenen Werthe y»2(, der (683) einen 
neoen von der Form y=ytfvdx gesellen können n. s. w. , bis die Gruppe der vorhandenen geschlos- 
senen Werthe erschöpft ist. ' 

Um nun über die Wirkung der Binffihrung eines solchen neuen particnlSren 
Integrales Aufechluss zu erhalten, denken wir uns etwa beide Functionen y^ und s von derselben 
wohlbekannten Form, nämlich: 

y, = e und % = e , (686) 

so lehrt die Ansicht der Gleichung (685) , dass , der Form nach : 

Pt = e R (687) 

sein wird, und somit: 

R, R M L Ä 



P 



: = P = N = 9 + '^^R 



f 



woraus wir schliessen , dass ein solches neu eingeführtes particuläres Integral im allgemeinen dieselben 
Merkmale aufprägen werde , me dns y=y^% = e und namentlich wird, wenn tp und ^ ver- 

schiedene Gradzahlen besitzen, von denen Eine wenigstens die negative Einheit überschreitet, von die- 
sen beiden Gradzahlen die grossere die Assymptote sammt der Ansteigung in dem zügehörigen Coefficien- 
tenpaare bestimmen, woraus wir dann umgekehrt schliessen, dass der Coefficientenbau der Differentialglei- 
chung in Bezug auf ihre Gradzahlen zwischen den beiden Formen y=yif^i^dx und y=y^% keinen 
Unterschied mache. Es können aber auch gelegentlich 9 und tf> einerlei Gradzahl besitzen, dergestalt, 
dass sie sich von den höchsten Gliedern an ganz oder theilweise aufheben. In einem solchen Falle ist es 
z. B. möglich , dass der Coefficientenbau der Differentialgleichung, vermöge eines Abfalls von Einer Ein- 
heit in den letzten Coefficientenpaaren, auf Ein particuläres Integral der ersten Fnnctionsklasse hinweist, 
wahrend doch in demselben der zweiten Klasse angehörige Exponentialgrössen erscheinen können. Diess 
wäre z. B. der Fall, wenn man etwa hatte: y = e^*J"e^* 0<te, wo Q der ersten Klasse angehört; 
dass aber ein saldier Ausdruck auch wirklich eine Function der ersten Klasse sei, und eben desshalb 
den Gleichungscoefficienten keine anderen als die dieser Klasse entsprechenden Merkmale autzodricken 
vermöge, fällt von selbst in die Augen. 

Mit denjenigen etwa vorhandenen Werthen von x, welche q oder ib unendlich machen, hat 

es diesdbe Bewandtniss. Ist nSmIich = - rr: und tb=^-z r-, so ist von den beiden Expo- 

^ {x — ay ^ (x—ay ^^ 

testen p und q der grössere, etwa p, falls er die Einheit überschreitet, in der Art massgebend, 
dans die Differentialgleichung dieselben Merkmale aufweist, welche auch dem neu eingeffihrten partien- 
liren Integrale y==r'(^^/ angehören, so dass auch hier wieder die beiden Formen ye^y^s und 
y^^yt/^^ ^ Bezug auf die der Differentialgleichang aufgeprägten Merkmale keinen Unterschied dar- 
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bieten. Eine andere Bewandtniss hat es jedoch mit dem stets k genannten Eq^onenten ; hatte inao nim- 

O R 

lieh y-= 7 :.. und % = - ,., so wird der berechnete Werth von k nicht gleich r+t er- 

^ (x — a)' (x—a)' 

scheinen , sondern gleich r + 9 — 1 , weil das auf « sich erstreckende Integrationszeichen ihn , wie 
leicht einzusehen, um die Einheit verringern muss. Es folgt hieraus, dass jfur r= — <+i ein Verhal- 
ten auftreten könne , als ob das particuläre Integral von einem Factor oder Divisor (x — a) gar krine 
Spur an sieh tröge, was denn natürlich nur insoferne richtig ist, als für a;=a kein Unendliehwerden 
Platz greift, üiess lässt sich verallgemeinern, und man kann ganz allgemein sagen, dass, wenn mehrere 
Integrationszeichen auf die Function % hintereinander Bezug nehmen , ein jedes derselben eine ihnliche 
Verringerung um die Einheit zur Folge habe. 

Jetzt kann noch ferner gezeigt wei den , dass , wenn die vorgelegte Differentialgleichung zwar 
kein einzelnes geschlossenes particuläres Integral darbietet, wohl aber eine r-gliedrige Gruppe 
von irrationalen solchen, entsprechend einer geschlossenen algebraischen Gleichung des r^^ Grades: 

(688) y = C,y, + C^y^ + + CrVr. 

zu derselben eine neue gleichfalls r-gliedrige Gruppe hinzugesetzt werden könne , nämlich die : 

(689) y = (Ci yi + C,y,+ + C, yr)f%:dx, 

und dass die hierdurch zur (n + r)^" Ordnung hinaufsteigende Differentialgleichung jedesmal geschlos- 
sene rationale Coefficienten besitzen werde, so oft % eine geschlossene rationale Function ist. Diess 
lässt sich so beweisen : Man bezeichne dasjenige , was aus dem hier für P^ gewonnenen Ausdrücke 

(685) wird, wenn man in demselben y^ der Reihe nach in j^,, y,, y^ umsetzt, bezuglich mit 

P^^ P^ Pr 1 so gewinnt man , nach dem Vorgange des S. 2 , die nachfolgende Gleichung in « : 

(690) P = Jf„ «^"^ + ÄV. »C"-*' + +X,f^ + X.%=C,P, + C,P,+ -k-CrPr. 

aus der wir, durch das r-mal wiederholte Verfahren des Differonzircns, Werthe für P, P", ... P** 
ziehen , um sodann, durch EUmination der Constanten C. , C, , ... Cr aus den so erhaltenen r + 1 
Gleichungen, zu der gesuchten Differentialgleichung in P 2u gelangen. Die CoefTicienten dieser letzterei» 
sind nun zunächst zweiwerthige rationale Functionen der P^ , P, , ... P^ und ihrer Differentialquo- 
tienten , sodann aber , kraft der ihnen zukommenden durch die Formel (685) bestimmten Werthe auch» 

rationale und geschlossene zweiwerthige Functionen von y^, jf, , yr^ ja sogar, wenn man den. 

obigen Voraussetzungen gemäss: 

(691) yi = e » yt = ^ yr = ^ 

statüirt, eben solche Functionen von 9^, 9,, 9;., aus welchen allen der symmetrische Factor 

/'rO|4- 02~H "I" 9r) rfx 

e gesondert, und als sämmtlichen Coefficienten gemeinschaftlich, weggelassen wer- 

den kann. Durch Multiplication mit einer beliebigen zweiwerthigen Function , die bei allen mögliehen 

Vertauschungen nur das Zeichen ändert, werden sofort lauter nach den 9^, 9,, 9^ und ihren 

Differentialquotienten symmetrische Formen gewonnen, in denen zuvörderst jedwedes differenzirte 9 durch 
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das ondifferenzirte , und zwar auf rationale Weise ausdrockbar erscheint, so dass zuletzt lauter symme- 
trische Formen erhalten werden , die sich endlich durch die Coefficienten der algebraischen Gleichung in 
<p selbst wiedergeben lassen in rationaler und geschlossener Form. Man findet eine ausfährlichere Dar- 
stellung des hier nur obenhin angedeuteten Verfahrens in S. 9 dieses Abschnittes. 

Genau auf dieselbe Weise lasst sich aber auch darthun« dass, wenn die gegebene Gleichung 
in y ein einzelnes particuläres Integral y'=yi in geschlossener Form besässe, demselben andere, 9 an 
der Zahl , der geschlossenen Beschaffenheit der Coefficienten unbeschadet, zugesellt werden können, ent- 
halt^ in der Form : 

y = y,f{D, », + /),»,+ +/),»,) dx, ( 

wo J9^, J9,, D^ willkürliche Constanten, ferner: 

«4 = e , z^ = e , «« = ^ ( 

sind, und i^i« i^,« iff, A\e Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit rationalen und geschlos- 
senen Coefficienten bedeuten. — Der Leser wird keine Muhe haben den Beweis dieser analytischen That- 
sache dem unmittelbar vorangehenden Schritt für Schritt nachzubilden. 

Ware das in der Formel (684) enthaltene y^ nicht geschlossen, oder nicht rational, so wäre 
auch die Differentialgleichung, welche durch Einführung der in Rede stehenden x-gliedrigen Gruppe par- 
ticulärer Integrale erhalten wird , nicht mit geschlossenen oder rationalen Coefficienten versehen. Diess 
wärde z. B. dann eintreten, wenn yi = e wäre, unter (p^ Eine der früher erwähnten irrationalen 

Wurzeln einer algebraischen Gleichung verstanden. Allein , wenn man in einem solchen Falle nicht die 
x-gliedrige Gruppe (692) einzeln, sondern die folgenden r an der Zahl vorhandenen, entsprechenden, je 
«-gliedrigen Gruppen miteinander in die Differentialgleichung (683) einfuhrt, und sie dadurch um 
r9 Einheiten in der Ordnungszahl erhebt, so erhält man wieder eine Differentialgleichung mit geschlos- 
senen , rationalen Coefficienten. Die Gruppen , von denen die Rede ist , sind : 

y= y^f(p,%, + D,%, + +D,z^dx 

+ y.fiE, «, + £,«, + +E,%,) dx 

+ y./(C, »t + G. «. + + G.z.)dx ( 



+ yrf{K, %, + K,%,-\- + Ä. «.) 



dx. 



Da es aber keinem Zweifel unterworfen ist , dass man weitergehend die Arten der Einfuhrung solcher 
neaer geschlossener Formen auch vervielfältigen könne in unzähligen Abzweigungen , so gelangen wir 
auch rfickschliessend zu der Folgerung , dass dem nach geschlossenen Formen strebenden Rechner bei 
einer Differentialgleichung von hoher Ordnung und hoch gebauten Coefficienten mannigfaltige und zahl- 
reiche Gebilde dieser Art sich darbieten können, zusammengesetzt aus Irrationalgrossen, die Wurzeln 
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einer algebraischen Gleichung sind mit geschlossenen Coefiicienten« und mit unbestimmten« einftidien oder 
höheren Integralen, die sich auf geschlossene, oder Wurzeln der angedeuteten Art enthaltende Differen* 
lialftanctionen erstrecken. 

Hieran knüpft sich nun ganz natfirlich die dritte Frage: Hat die Formenlehre Cri- 
terien des Vorkommens solcher geschlossener, analytischer Gebilde und wel- 
che? — eine Frage, auf die sich aus den bisherigen Betrachtungen, die verneinende Antwort 
allsogleich ableiten lässt Der Begriff, den wir mit dem Worte »geschlossene Form« verbinden, ist ein viel 
zu willkürlicher , von dem Znstande der Wissenschaft , vom freiwilligen Übereinkommen u. s. w« abhän- 
giger , mit dem Verhalten der Differentialquotienten in zu geringem oder gar keinem Zusammenhange 
stehender , als dass wir hoffen könnten die Differentialgleichung werde sich um ihn kummern, und werde 
sich durch ihn zum Niederlegen gewisser sichtbarer Merkmale in die Coefficienten bewegen lassen« Die 
ersten , dem numerischen Werthe nach vorherrschenden und wichtigsten Bestandtheile der particularen 
Integrale — die Assymptoten — sind es, zu deren Kenntniss die Formenlehre auf Grundlage des 
Coefficientenbaues gelangen kann, und nicht die letzten, deren identisches NuUwerden, von irgend einem 
Gliede angefangen, eben die geschlossene Form bedingt. Es liegt daher der Formenlehre nicht ob ge- 
schlossene Formen aufzusuchen, wohl aber der wirklichen Integration sie anzudeuten falls die Rechnung 
daran voruberfuhrt , und die Bedingungen ihres Vorhandenseins aufzustellen, tfemungeaehtet 
lässt uns aber die Formenlehre auch hier nicht ganz im Dunkel, und namentlich sind es folgiende Andeu- 
tungen , die bei der Aufsuchung geschlossener Formen von Nutzen sein können : 

Fürs Erste sind solche gerne dann vorhanden , wenn die der Differentialgleichung A «= 
Genüge leistenden Werthe in mehrere von einander verschiedene Gruppen zerfallen, von denm minde- 
stens Eine eine niederere Differentialgleichung = mit geschlossenen Coefficienten erfüllt. Brstere wird 
sich dann symbolisch in zwei Factoren zerlegen , d. h. in der Form : 

d 



(695) fl = F Tx, — ^ = 



schreiben lassen, und es wird ihr Genüge geleistet sein zuTörderst durch diejenigen Werthe von y, 
die Q = machen , sodann aber noch durch gewisse andere auf folgende Weise erhaltene : Man integrirt 
die Gleichung F (x , — \ (? = und erhält für Q ein allgemeines Integral versehen mit der gehöri- 
gen Anzahl Constanten, das wir Q=f{x) nennen wollen, und sucht endlich von der Gleichung 
Q = f(^x), etwa vermittelst der Methode der Variation der Constanten oder einer anderen ihr äquivalen- 
ten, die besondere Auflosung, welche nur die in f(^x) enthaltenen und keine neue willkürliche Constante 
in sich enthält. Bekam man nun, die Q = integrirend, geschlossene Formen in irgend einem Sinne, 
so liefert die eben erwähnte besondere Auflösung neue geschlossene in demselben Sinne dazu nnr mit 
dem Unterschiede , dass hier noch unbestimmte Integrale hinzutreten , wovon man sich sehr leicht über- 
zeugen kann , den Werth (56) auf S. 29 des I. Abschnittes , zu welchem die Methode der Variation der 
Constanten leitet, ins Auge fassend. Besondere Fälle hievon enthalten die Gleidiungen (245) S. 102, 
(334) S. 123, (339) S. 124 des II. Abschnittes, und es lässt sich noch bemerken, dass, wenn eine stiebe 
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synbolische Zerlegung in Factoren bei der A = durehgefShrt werden kann , sie aoeh bei ihrer Hilfs- 
glefohang mSglich ist , man selbe daher bei deijenigen von beiden versuchen wird , bei welche die ein- 
fechsten Rechnungen in Aussicht stehen. 

Zweitens deutet die der vorgelegten Differentialgleichung entsprechende Hilf sgleiohung 
sehr oft auf unbestimmte Integrale hin , die in den Genüge leistenden Werth eingehen , und diess zwar 
bereits durch die Beschaffenheit ihres ersten Coefficienten. In der That, wenn Uj^ Einen oder mehrere 
Factoren u — a enthält, dergestalt, dass nach den Ergebnissen der Formenlehre hieraus auf einen 
Divisor wie (u — a)* in Einem oder mehreren der Werthe von V geschlossen werden kann , so ergibt 
sieh hieraus einerseits ein particuläres Integral von der Form : 

a 

oder mehrere solche ; andererseits aber werden sich unter dei\jenigen particularen Integralen , welche in 
der Form y =y* e"^ V du erscheinen, bei gewisser Beschaffenheit der Gränzen , etwa und oo , solche 
finden können , die ihrem Werthe nach desshalb unbestimmt, sohin zur Berechnung untauglich sind, weil 
V die Eigenschaft hat für das da zwischenfallende u = a unendlich zu werden. Wir benehmen uns beim 
Eintreten eines solchen Falles auch hier, wie an mehreren anderen Orten (siehe z. B. S. 103, (249)) 
auf folgende Weise: Wir unterwerfen , um die unstatthafte Form in eine andere zu verwandeln, dieses 
y derjenigen Reihe von Recfanungsoperationen , die das Symbol : i- a I andeutet und erhalten : 

\dx~ V ^ ^ f ^"^ ^^~ ^^* ^ ^^' (®'^) 

Nun trifft es sich aber oft , dass die Integration zwischen den Gränzen u' und u*' in diesem Ausdrucke 
in geschlossener Form gelingt , nachdem der Nenner (u — a)* aus dem Werthe von V weggefallen ist , 
während sie früher nicht durchfahrbar war. Ihr Ergebniss sei x(x) , so dass: 

(^ - a) y =y i^) (698) 

wird, so liegt uns eine lineare Differentialgleichung in j^ vor, deren integrirender Factor e"^ ist , mit 
welchem der erste Theil multiplizirt den vollständigen k^^'^ Differentialquotienten des Productes e'^^y 
darstellt. Man erhalt sonach , ft-mal integrirend : 

y = e'^J^e-^' y (x) dx*" + <?*' (C. a?*"* + C, x^'* + ) (699) 

einen Ausdruck , dessen erster Bestandtheil eine nach unserem Übereinkommen geschlossen zu nennende 
Function ist , und in welchem das k^ Integral auch einer Umgestaltung in ein erstes solches fähig ist. 
Im zweiten Bestandtheile hingegen ist Alles, was das für y angenommene bestimmte Integral dem 
Werthe nach Unbestimmtes in sich enthält, einbegriffen: bestimmt man in demselben die Constanten 

50 
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C^, C,, SO, dass sie mit den Coefficienten der Entwickluogsglieder des (k — i)^ Differential- 

qaotienten in der Formel (696) zusammenfallen , so stellt dieser zweite Bestandtheil ffir sich ein assymp- 
totisches particnläres Integral, nämlich eben das (696) dar, daher denn auch der erste , und zwar nicht 
nur in diesem Falle, sondern in allen Fällen, der Differentialgleichung Genfige leisten wird« 

Es könnte aber V nicht nur den die Integration zwischen den Gränzen t/ und u^ hindernden 
Divisor (u — a)* , sondern nebst demselben noch einen zweiten (u — 6)* besitzen. Wenn diess ist , so 
sehreiben wir zuvörderst: 

(700) ./ ^"* (u — a)* V . du = «, 

V 

rd \* 

und bringen hier diejenige Reihe von Rechnungsoperationen an, die das Symbol i- 61 erheischt, 

multipliziren sofort mit dem integrirendeu Factor e'^^, integriren A-mal, und gewinnen, falls sich: 



(701) ./* e""" (?i — a)* iu — b)* V. du = co (x) 



in geschlossener Gestalt erhalten lässt, zuvörderst: 



n 

^j(j2^ z = e^J^ e-^^ (so (x) dx" + e^' {D, x^'' + ß, x*"' + ). 

Diesen Werth fuhren wir anstatt x(x) in die Gleichung (699) ein und gewinnen: 

k h k 

(703) y = e'^J ^^"^^* dx^/e^^'co(x)dx^ + e^ f e^^"" dx^ (D,x^' ■+- J9,x*- + ) 

+ <?«^ (C, X*-' + C, X*-« -h ) 

einen Ausdruck, in dessen erstem Bestandtheile eine Zuruckfuhrung der k^^^ und h^^^ Integrale auf 
erste versucht werden mag, dessen letzter ferner das unter der Form eines Differentialquotienten erschei- 
nende assymptotische Integral (696) ist, welchem der Nenner (u — a)^ von V angehört, und dessen 
zweiter Theil dasjenige, dem Divisor (u — 6)* zugehörige assymptotische Integral darstellt , welches auch 
die Formel : 

b 

geliefert hätte. So fortschreitend gelangt man zum Schlüsse, dass ein in Form eines bestimmten Inte- 
grales erscheinender Werth von y auf andere Formen hinzudeuten vermöge, in denen Ein, zwei, drei, 
oder allgemein so viele unbestimmte Integralzeichen enthalten sind , als es verschiedene Divisoren wie 
(u — ay in V gibt. Hiebei ist es offenbar nicht nothwendig, dass jenes bestimmte Integral unbrauchbar 
werde, denn es könnte z. B. immerhin a eine reelle Zahl, die Integrationsgränzen aber und cx) ^ — i 
sein, also gar kein Unendlichwerden der Function zwischen den Integrationsgränzen eintreten, und die 
obige Rechnung dennoch zu Recht bestehen , von der sich noch bemerken lässt , dass die Anzahl der 
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Integralzeichen zu denen sie leitet , nielit grösser sein kann , als die Gradzahl des ersten Coefficienten 
U^ der Hiirsgleichung. 

Wir verkennen nicht, dass die hier znr Sprache gebrachte Anzeichen geschlossener Formen 
nichts weniger als mit vollkommener Sicherheit zu solchen fuhren , und dass ihnen im Grunde nur der 
Werth unsicherer Muthmassungen zustehe ; da dies? aber in der Natur der Sache liegt , wie wir schon 
oben angedeutet haben , da ferner die folgenden Abschnitte , die Transformationslehre nämlich 
und die Integrationsmethoden, abermals derlei Kennzeichen bringen werden, so, dass das ganze 
Integrationsgeschäft gewissermassen von ihnen durchzogen ist: Kennzeichen, welche theils negativer 
Natur sind , andeutend , dass geschlossene Formen gewisser Art im allgemeinen nicht vorhanden sein 
können^ theils auch mehr positiver Beschaffenheit, nämlich die Bedingungen angebend, unter welchen 
solche geschlossene Formen wirklich bestehen : so setzt am Ende doch der Inbegriff derartiger Kennzei- 
chen geschlossener Formen den aufmerksamen Rechner in den Stand ihrer habhaft zu werden , so oft sie 
in irgend einer Weise als Integrale nicht allzu eomplizirter Differentialgleichungen auftauchen. 



8. 23. 

Zusammen rasseode Wiederholung der Vorschrirten der Formenlehre. 

Die Formenlehre, insofern als sie Gegenstand unserer Untersuchungen ist, hat den doppellen 
Zweck: Erstens: Die Formen zu erforschen, in welchen die einer linearen Differentialgleichung mit 
algebraischen , rationalen und ganzen Coefficienten Genüge leistenden Integrale vorkomme^, können, und 
Zweitens: so viele Merkmale, nicht mehr und auch nicht weniger, der in einer bestimmten Form 
vorausgesetzten particulären Integrale anzugeben, als nothwendig sind, um einzeln jedes von ihnen von 
allen übrigen zu unterscheiden, auf dass man im Stande sei, sich analytisch und ohne Zweideutigkeit ftir 
jedes einzelne von ihnen za erklären und es der Analysis abzuverlangen. Die zu diesem Zwecke dienlichen 
Vorschriften, die wir im Verlaufe des gegenwärtigen Abschnittes begründet haben, sollen hier noch einmal 
aufgezählt, und mit einigen Beispielen belegt, ohne sonstige Erläuterung zur Sprache kommen, damit, 
sie, in der ihnen eigenthumlichen Einfachheit dem Leser vorgeführt, fester im Gedächtnisse haften bleiben. 
Die zur Sprache gebrachten Hauptformen der allgemeinen Integrale , die entweder einzeln und 
explizit, oder gruppenweise und implizit, z.B. durch Auflösung einer höheren algebraischen Gleichung, oder 
durch Integration von Differential - Functionen und -Gleichungen, aus der Rechnung hervorgehen kön- 
nen, sind: 

die assymptötische, 

die Reihen form, 

die Form des bestimmten Integrales, 

die Form des Differentialquotienten mit allgemeiner Ordnungszahl. 

die Form des unbestimmten Integrales. 

50 ♦ 
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Wir beginoen mit der in den meisten Fallen dnrdi8iditi|pten nnd dtiier andi wiehtigateB 
assymptotischen Form. and fassen eine lineare Differentialgleichung ins Aoge mit algebraiaeiieB, 
rationalen nnd ganzen üoefficienten. Sie heisse : 

('»*) X, y'"' + X„^, y"'^) + +X, y + X. y = 0. 

Ihr allgemeines Integral denken wir uns vorhanden in der Form: 

<^^> y -=^ C, e + C, € + 4-C„e^ , 

wo Oj, 9«* • • • 9ii von einander verschiedene, der ersten Klasse angehorige Functionen von x an- 
deuten, deren Gradzahlen p^, p,, ... p^ zunächst im Coefficientenbaue ersichtlich sind. Namentlich Icann 
man in dem einfachsten speziellen Falle, wo sie alle von einander verschieden nnd alle ganz nnd grosser 
sind als die negative Einheit, sagen, dass einem jeden o in der Differentialgleichung Ein Coeffidentenpaar 
eigenthumlich angehöre, und zwar dem der Gradzahl nach höchsten 9 das erste, dem nachstniedrigeren 
das zweite u. s. w. , dem niedrigsten das letzte Coefficientenpaar, und man erhält die Gradzahl p eines 
jeden 9 aus den beiden Gradzahlen des ihm angehörigen Coefficientenpaares , wenn man die erste d« h. 
die des vorangehenden Coefficienten von der zweiten d. h. der des nachfolgenden Coefficienten snbtra- 
hirt; umgekehrt: wenn eine Differentialgleichung vorliegt, mit Unterschieden zwischen den Gradzahlen 
je zweier nächstaufeinanderfolgenden Coefficienten, die alle von einander verschiedene, absteigend geord- 
nete Zahlen sind, wie z. ß. die folgende: 

tW7) y'^ + axr y"' + bx\ yT + cx\ y + (gx' +.A) y = 0, 

wo diese Unterschiede , der Reihe nach : 

3 , 2 , i , 

sind , so stellen dieselben eben die Gradzahlen von : 

9i • 9t • 9t • 9* 

in den einzelnen particulären Integralen der (707) dar. Dieser einfache Zusammenhang zwischen den 
Gradzahlen der (j> und jenen der Coefficienten besteht nicht mehr, wenn unter den p gleiche vor- 
kommen und man gebraucht dann zur Ermittlung derselben folgendes nicht viel complizirtere Verfahren : 

Man errichtet auf einer gezogenen Abscissenaxe in gleichen Abstanden von einander Ordinaten: 
auf diese trägt man der Reihe nach die nach einem beliebigen Maassstabe abgefassten, offenbar ganzen 
Ordnungszahlen der successiven Coefficienten X„ , X^^^ , . . . X^. Die geradlinig verbundenen Endpunkte 
geben eine Polygonallinie, von der man die einspringenden Winkel geradlinig abschneidet, wodurch sieh 
eine andere — die normale Polygonallinie — ergibt, bis zu welcher man alle Ordinaten verlän- 
gert und die Längenunterschiede je zweier nächster Ordinaten, die dieser neuen, normalen Polygonal- 
linie angehören, so lange sie grösser sind als die negative Einheit, gleichviel übrigens ob von ganzem 
oder gebrochenem Zahlenwerthe, sind zugleich die Gradzahlen /i,, p^ p,t der betreffenden Fonc 
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tionen 9^« 9«, ... 9„ in naturlicher Ordnung, und von der grossten angefangen. — Man gelangt zu 
ihnen, ohne Zeichnung, auch durch folgenden analytischen Vorgang: Man forscht, ausgehend von dem 
ersten Coefficienten X„ nach einem nächsten, zweiten, Eckcoeflncienten (er entspricht der nächsten 
normalen Polygoneclce), bis zu welchem die auf das Coefficientenpaar entfallende Steigung die grösste ist, 
und hezeichnet ihn als solchen , zugleich jene Steigung so oft notirend , als Coefficientenpaare vorhanden 
sind, auf die sie Bezug hat Von diesem zweiten Eckcoefficienten ausgehend, forscht man eben so nach 
dem dritten , bis zu welchem die auf das Coefficientenpaar entfallende Steigung die grosste ist (er ent- 
spricht abermals einer Polygonecke) , notirt auch diese Steigung zu jedem Paare u. s. w. Allenfallsige 
Abfalle werden hiebei als negative Steigungen angesehen, und eben so behandelt, und die so gewonnenen, 
absteigend geordneten Repartitionszahlen sind dieselben Gradzahlen der 9, die auch das graphische Ver- 
fahren liefert Unter ihnen können, in Folge des angewandten Repartitionsverfahrens, gleiche und gebro- 
chene vorkommen — letztere nur gruppenweise : Halbe wenigstens 2 an der Zahl , l^rittel mindestens 3 
an der Zahl, ... q^^ wenigstens q an der Zahl, es können ihrer aber auch 2qr, 3qr, ... rq vorhanden 
sein. Auch negative Repartitionszahlen vermögen zu erscheinen, sind aber nur verlässlich, wenn sie die 
negative Einheit überschreiten; darunterliegende, wie — 2, — 3, kann man sich durch die negative 
Einheit ersetzt denken. Die so gewonnenen Repartitionszahlen verwendet man zunächst dazu, um in der 
Differentialgleichung die Coefficienten auf ihre normale, d. h. dem normalen Polygone angehörige Grad- 
höhe zu ergänzen,' und man bezeichnet sorgfältig diejenigen unter ihnen, die sich wirklich zu dieser 
Höhe erliebeir. Ein Beispiel wird diesen Vorgang verdeutlichen. — Die vorgelegte Gleichung sei : 

x,p'' + ax\ y"^'" + (6x* + ex) f" + gx'. y^' + (Aar* +- kx') y' + 

+ l.y" 4- mx\ f 4- nx\ y" + ipx^ + yx + r) y' + «.y = 0. 

Das ihr entsprechende Polygon ist S. 169 zu sehen mit abgeschnittenen einspringenden Winkehn, sohin in 
seiner normalen Gestalt, in der die Ordinatenunterschiede bereits den Ordnungszahlen der o gleichen. 
Durch das ancily tische Verfahren ermitteU man sie hier auf folgende Weise: Die grösste Steigung findet 
Statt vom ersten auf den zweiten Coefficienten, beträgt hier 2 Einheiten, und dehnt sich nur aus 
auf dieses einzige Paar. Es ist also 2 die höchste der Ordnungszahlen der ^, und gehört nur zu einer ein- 
zigen dieser Functionen. Vom zweiten Coefficienten bis zum vierten bemerkt man jetzt die nächst nie- 
drigere« auf .das Coefficientenpaar entfallende Steigung von - Einheit auf das Paar, und ausgedehnt auf 

zwei nacheinander folgende Paare. Diess deutet auf zwei particuläre Integrale, bei welchen die Q genann- 

1 
ten Functionen die Gradzahl - tragen. Vom vierten Coefficienten an ist die grösste bis zum fünften 

Stattfindende Steigung und deutet auf ein einziges o vom Grade 0. Vom fünften bis zum achten tritt 

1 
der geringste alldort vorhandene Abfall von - Einheit auf das Coefficientenpaar an die Stelle der 

grössten Steigung; dann kommen noch zwei Abfälle von 1 und 2 Einheiten vom achten zum neunten, 
und vom neunten zum zehnten, letzten Coefficienten. Diess fuhrt zu den bereits S. 170 angeführten Repar- 
titionszahlen : 
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^ ^ i I 1 

^' 2' 2* ^' ~1' -T ~ J' ""^' ""^' 

von welchen die ersten sieben die Gradzaiilen eben so vieler Functionen o ganz verlässlieh angeben , die 
zwei letzten aber auf zwei 9 liindeuten , deren GradzabI entweder die negative Einheil ist , oder unter 
derselben liegt Schreiben wir jetzt die wirklichen und die etlqoettenmässig bestimmten d. b. dem nor- 
malen Polygone entsprechenden Gradzahlen der Coefficienten untereinander. 

1, 3, 3, 4, 4, 0, 2, 3. 2, 0, 

7 , , 11 10 

1, 3, -, 4, 4, — , — , 3, 2, 0, 

4 «So 

SO bemerken wir alsogleich, dass von den oberen Gradzahlen die erste« zweite, vierte, fanfte und 
achte sich zur Hohe der unteren erheben, woraus folgt, dass die ebensovielten Coefficienten in der 
Gleichung zur ferneren Unterscheidung der particularen Integrale von einander verwendet werden können. 
Dagegen fordern der neunte und zehnte Coefficient hiezu , trotz der vorhandenen Übereinstimmmig 
ihrer Gradzahlen in den beiden vorstehenden Reihen« eine eigene Behandlung, von wegen der unter die 
negative Einheit fallenden Repartitionszahlen , die weiter unten zur Sprache kommen wird. 

Als vollkommen genfigendes Unterscheidungsmittel dient aber hier die jedem parlicalaren Inte- 
grale zustehende Assymptote, die entweder exponentiell ist, oder algebraisch, je 'nachdem die Grad- 
zahl p des 9 ober der negativen Einheit liegt oder nicht, und die der Form nach aus den bisherigen Erhe- 
bungen gefolgert werden kann. Sind nämlich p^^ p^^ ... Pr die ober der negativen Einheit liegenden 
Gradzahlen der 9 in absteigender Folge, so sind die Gleichungen der den betreffenden particularen Inte- 
fl^ralen angehörigen Assymptoten : 

y = e^ = <?''• + * 

(709) fmx^ndx z^h^'*^' 






/• rix TT X '^ 



= e^ = e^'"^^ 



diess sind aber nur die exponentiellen; von den übrigen n — r an der Zahl, die algebraisch 
sind, wollen wir später sprechen. Die in ihnen vorhandenen Repartitionszahlen p^^ p,, ... p^ dienen« 
wenn unter denselben auch gleiche vorkommen, nicht zur vollständigen Unterscheidung; es hat vielmehr 
noch die Kenntniss der Coefficienten ^1, ^,, ... %. hinzuzutreten und diese verschafft man sich auf 

folgende Art: 

Einem jeden durch Reparlition gewonnenen Werthe von p, gleichviel ob es ein einzelner oder 
wiederholter ist, entspricht eine ganze Seite des normalen Polygons. Im Bereiche dieser Seite schreibe 
man diejenigen Gleichungsglieder auf. deren Coefficienten die etiquettenmässige Höhe erreichen; nehme 
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aber von ihnen nur den Coefficienten des mit der höchsten Potenz nach x verbundenen Gliedes, und setze 
anstatt des Differentialquotienten von y die gleichnamige Potenz einer Unbekannten 9 , so hat man eine 
höhere Gleichung in 6, deren von der Nulle verschiedene Wurzeln die entsprechenden mit 9( bezeichneten 
Coefficienten sind. In dem speciellen eben angeführten Beispiele (708) haben wir in der ersten Poly- 
gon s e i t e nur zwei in Rechnung kommende Coefficienten , die beide ihre etiquettenmassige Höhe be- 
sitzen. Die das %^ bestimmende Gleichung ist daher: 

« 

9» + a . e* = 0, oder 6 = «,== — a. 

Der zweiten Polygonseite entsprechen drei Coefficienten, von welchen nur der erste 
und dritte die etiquettenmassige Höhe haben. Sie geben die Gleichung in 6 : 

ö. 6* 4- ^.Ö* = 0, oder 6' = — — , 

a 

woraus sich Werthe für 91, und V, unmittelbar ergeben« als: 



*'-+V-i- *' — \f-l- 



Die dritte Polygonseite umspannt abermals nur Ein Coefficientenpaar und liefert: 

e = «^ = — . 

9 

Die vierte Seite dehnt sich über vier Coefficienten« von denen aber begreiflicherweise, der gebro- 
chenen Repartitionszahlen wegen« nur der erste und vierte die ihm nach der Etiquette zukommende Höhe 
erreichen. Wir gelangen daher zur Gleichung : 

was für %[«« %,« % die nachfolgenden Werthe gibt: 

Es gehören daher zu sieben particulären Integralen unserer zum Beispiele gewählten Differen- 
tialgleichung« welchen die folgenden Gradzahlen p der 9 benannten Functionen zukommen : 

^ ^ I 

P. = 2, />, = p, = — , p* = « p, = p. = p, = _ -., 

die folgenden zu ihrer Unterscheidung vollkommen zureichenden Assymptotengleichungen, eben- 
falls sieben an der Zahl « nSmIich : 



V -I A *•*' «iv 



» y _ 3 



,. „ „(4+^-')v^-i./•'--' ^ /-M--')\/-j' . 



3 _^ 



Als zweites Beispiel diene die K u m in e r*sehe Gleichnng, d. h. die folgende: 

Die Ordnungszahlen ihrer Coeffieienten , bezuglich Ordinalen des umspannenden Polygones, dann die 
Ordinalen des normalen Polygones, gewonnen durch Abschneiden des einspringenden Winkeb In dem 
vorigen, endlich die Repartitionszahlen p« zugleich Ordinalenunlerschiede und Gradzahlen der 9 genann- 
len Fnnetionen, haben hier, in drei Reihen unlereinandergesetzl, die sehr einfachen Werlhe: 

0, 0, 0, 0, 0, i, 

12 3 n— 1 

n n 1/ n 

111 J 

"" » "■■ ' ~~ ' • 

II n n n 

J*odx 

Die in der Form e gedachten particulären Integrale unterscheiden sich also nicht durch die Grad- 
zahlen -p der Functionen 9 , die säromtlich = ~ sind ; jede von ihnen, nach absteigenden Potenzen von 



^ 



X in Reihen entwickelt, fängt an mit einem Gliede wie a\fx\ die Werthe von a bieten also den Unter* 
schied. Zu ihrer Bestimmung concurriren nur zwei Eckcoefficienten : der erste und letzte, beide gldeh i. 
Als Werthe von a gelten daher die n Wurzeln der Gleichung : 0" -|- i = ; sie seien der Reihe nach 
9j, 9t, 9,, 6;,, so sind die n Assymptotengieiehungen der particulären Integrale enthalten in fol- 
gender einzigen : 



axt) T/ = e" + * , e" + ' . ff"+' , «•"+* 



■ 
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Die gleiche Behandiong konoen wir der 
die als drittes Beispiel hier stehen mag: 



Diffiereatialgleiehung aagedeihen lassen« 



X 



<te^ 



4-y = 0. 



(713) 



Ihre Assymptotengleichungen sind in folgender einzigen enthalten : 



»— I 



X 






i«-i 



»e. 



n—t 

> 1 






«-I 



(714) 



unter 6^, 9,, 6,« 9„ dieselben Werthe verstanden, wie im vorhergehenden Beispiele. 

Hiemit sind aber alle Assymptoten der particularen Integrale noch keineswegs aufgezahltt und 
es fehlen nicht nur die algebraischen« wie schon gesagt, sondern auch diejenigen« die den 
einfachen Factoren von der Form x — a des ersten und der folgenden Gleichungs- 
coefficienten entsprechen. Da nämlich, bei dem Vorhandensein Eines oder mehrerer solcher Fac- 
toren , Eines oder einige der particularen Integrale für ar = a unendlich wei;ilen können , aber nicht 
müssen , so wird gelegentlich die der Abscisse x==a entsprechende Ordinate den Namen einer gerad- 
linigen und zur Axe der y parallelen Assymptote verdienen. Will man nun, bei. dem möglichen Yorkom- 
men mehrerer solcher particularen Integrale mit derselben geradlinigen Assymptote, einen Unterschied 
unter ihnen angeben , so ist man genothigt nach deijenigen Cnrve zu forschen, die sich, längs der, dnrch 
geometrische Constrnction der particularen Integrale erhaltenen , in der Nähe Yonx^^a assymptotiseh 
hinzieht, und derselben näher kömmt als die Gerade x = a, die demnach wieder eine Assymptote 
sein wird in zweiter Annäherung. Zu ihrer Ermittlung dient folgendes, dem früher auseinander- 
gesetzten analoge geometrische Verfahren: 

Man errichte auf einer gezogenen Abscissenaxe, in gleichen Abständen von einander Ordinateo ; 
auf diese trage man der Reihe nach die, nach einem beliebigen Massstabe abgefassten , offenbar ganzen 
Anzahlen von Factoren x — a in den CoeSicienten X„, X^,, X,, X,. Die geradlinig verbun- 
denen Endpunkte geben dann eine Polygonallinie, von der man die ausspringenden Winkel geradlinig 
abschneidet, wodurch sich eine andere, die normale Polygonallinie ergibt, die gegen die Abscis* 
senaxe convex ist, während die früher zur Sprache gebrachte gegen ebendieselbe concav war. Man notire 

die Ordinatenunterschiede der so erhaltenen normalen Polygonallinie, sie seien m^, m,, m^, in 

natürlicher Ordnung und vom grössten angefangen, so entsprechen einer solchen Differentialgleichung 
particuläre Integrale r an der Zahl , von einer Form wie folgt : 






^tdx 






^räX 



(X- 



«) 



m, 



(715) 



allwo fJF, , i/>, , i/v Functionen von x sind, welche für x = a weder Null werden, noch unendlich. 

Derselben mit m bezeichneten Exponenten bemächtigt man sich auch, ohne Zeichnung, durdi folgenden 
analytischen Vorgang: Man forscht, von dem ersten Coefficienten X„ ausgehend, nach einem nächsten, 
zweiten Eckcoeffleienten (er entspricht der nächsten Ecke des normalen Polygons) , his zu welchem der 

5t 
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auf das Coefficientenpaar repartirte Abfall den grössten Zahlen werth baU bezeichnet ihn als Eckeoeffieien- 
ten , zugleich jenen Abfall so oft notirend , als Coeineientenpaare vorhanden sind , auf die er Bezug 
hat. Von diesem Eckeoefficienten ausgehend , forscht man eben so nach dem dritten , von diesem sodann 
nach dem vierten, u. s. w., so lange man noch Repartitionszahlen erhält» die nicht nnter der positiven 
Einheit liegen. Es ist nun klar , dass dieses Repartitionsverfahren gelegentlich auch Gruppen gleicher 
Werthe von m» item gebrochener solcher zu liefern fähig sei. Halbe wenigstens zwei. Drittel minde- 
stens drei , u. s. w. Sind wirklich solche vorhanden , so dienen sie nicht zur näheren Bezeichnung des 
particulären Integrales, und man wird zur Namhaftmachung eines Unterschiedes die Eckeoefficienten, und 
uberdiess noch diejenigen zu Hilfe nehmen müssen , denen im ursprfinglichen und im normalen Polygone 
einerlei Höhe, bezuglich einerlei Anzahl von Factoren x — a zukömmt. Ein Beispiel möge diesen Vorgang 
verdeutlichen:- Es sei gegeben die Gleichung: 

. «• (X« — 1) y'* 4- ax^ (x— 1) y"" + jc* (bx + c) y'" + gx* . y"" + 
^^**^ + X» (hx+j) y-^ + teV y'»^ + mx . y"' + Oix*+p) y" + yx" . y = 0. 

Der erste Coefficient bietet, zerlegt, die einfachen Factoren : x , x — 1 , x + 1 ; von ihnen muss, jeder für 

sich, abgesondert der Betrachtung unterzogen werden. Wir fassen also zuvörderst den erstgenannten, d.h. 

X ins Auge, und sehen, Gebrauch machend von dem oberwähnten analytischen Verfahren, dass der 

stärkste Abfall in der Anzahl von Factoren x stattfinde von dem ersten auf den zweiten Coefficienten, und 

zwei Einheiten betrage. Wir haben also m, = 2. Vom zweiten auf den vierten Coefficienten gewahren 

3 

wir den nächst niedrigeren Abfall von 3 Einheiten auf zwei Paare, sohin von --- Einheiten auf das einzelne 

3 
Paar; es ist daher m^=m^=^—. Eben so finden wir m^= I ; die übrigen, die Einheit nicht erreichen- 
den Repartitionszahlen haben wegzufallen. Die Ordinatenhöhen, im ursprunglichen und im normalen Poly- 
gone untereinander geschrieben , sind : 

8, 6« 6, 3, 2, 

9 
ö , 6 , ~ , 3 , 2 , 

und es findet für den ersten , zweiten , vierten und fünften Coefficienten eine Gleichheit der betreffenden 
Ordinatenhöhen statt ; diese sind daher zur ferneren Unterscheidung der particulären Integrale verwendbar. 
Um nun diese allgemein zu bewerkstelligen , bemerkt man , dass jede der tj) genannten 
Functionen in (715) nach aufsteigenden Potenzen von x — a, vermittelst der M a c - L a u r i naschen Formel 
in eine Reihe entwickelt werden könne, die man, für sehr kleine x — a, in erster Annäherung mit dem 
ersten Gliede wird abbrechen können. Es seien also die ersten Glieder der erwähnten Reihenentwicklun- 
gen für t/j^, 1^, if^r bezuglich «», %[,, 91,., so nähern sich offenbar die, durch geome- 
trische Construction der particulären Integrale (715) entstandenen Curven, für sehr nahe an a liegende 
x,den in der folgenden einzigen Gleichung enthaltenen Assymptoten zweiter Approximation: 

(717) ^y = e^ — '>", e*^— "• e ^ <'—' ' , 
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die f6r Werthe von m, welcke die Einheit überschreiten« exponeqtiell « für der Einheit gleiche hingegen 
offenbar algebraisch sind, und zwar geradlinig für 91= 1 , parabolisch ffir positive % hyperbolisch endlich 
far negative Werthe dieses CoeflTicienten. Sind non unter den Exponenten m gleiche vorhanden , so bilden 
zunächst die dem 9( zukommenden Werthe, zwischen den ihnen entsprechenden particulären Integralen, den 
Unterschied. Um sich dieselben zu verschaffen, verfShrt man beinahe ganz auf die früher auseinanderge- 
setzte, zur Ermittlung der Coefficienten gleichen Namens dienende Weise: 

Einem jeden durch Repartition gewonnenen Werthe von m, gleichviel ob einzeln oder wieder- 
holt , entspricht eine ganze Seite des normalen Polygons. Im Bereiche dieser Seite nun nehme man die- 
jenigen Gleichungsglieder, deren Coefficienten die normale Hohe mit der Anzahl ihrer Factoren x — a 
nicht überschreiten , so jedoch , dass man sie sich nach aufsteigenden Potenzen von x — a in Reihen ent- 
wickelt denkt, von welchen man aber nur das erste Glied« mit Weglassung der in ihm enthaltenen Facto- 
ren X — ix nimmt, und die übrigen. wegwirft. Schreibt man sodann anstatt der betreffenden Differen- 
tialquotienten von y die ebensovielten Potenzen einer Unbekannten Q , so hat man eine höhere Gleichung 
in 6 vor Augen, deren von der Nulle verschiedene Wurzeln die entsprechenden mit % bezeichneten 
Coefficienten sind. 

In dem beigebrachten speciellen Beispiele (716) ist, bezuglich des einfachen Factors op, für 
welchen also a = ist , m^ = 2 ein einzelner Werth. Das ihm zugehörige 91^ geht aus der Gleichung 

hervor: — 9* — a9' = 0; man hat also Hi^ = — a. Sodann folgen zwei gleiche Werthe von m, 

3 
nämlich m^=m^ = — angehörig der zweiten Polygonseite. Die ihnen entsprechenden 9(, und 9(, sind 

die zwei von der Nulle verschiedenen Wurzeln der algebraischen Gleichung: — a.Q*+g. 6* = 0^ 

folglich %[, = \/ — und %[, = — V/ • ^^^^^ 8^^^ ^^® folgenden drei, zu eben so vielen parti- 
culären Integralen gehörigen exponentiellen Assymptoten, die in der einzigen Gleichung ent- 
halten sind: 

-y? vi/?« -Vif% 

y = e , e^ , e ^ -^ ' . (718) 

Wenn unter den Werthen der mit m bezeichneten Exponenten der Einheit gleiche vorhanden 
sind, so hört die Formel (717) zwar nicht auf die Assymptotengleichungen auch in solchen Fällen in sich zu 
enthalten, nur werden dann mehrere derselben, vonwegen der im Exponenten durchfuhrbaren Integration, 
welche einen Logarithmus liefert, ihren exponentiellen Charakter verlieren und die algebraische Gestalt: 

annehmen, und nun wird man offenbar den Werth von k verwenden können, um das betreffende particuläre 
Integral näher zu bezeichnen. Um aber anzugeben, wie dieser allgemein gefunden werde« beginnen 
wir von dem einfachsten Falle, voraussetzend, dass in der gegebenen Differentialgleichung (705) der 
erste Coeflident An einen dnzigen Factor x — a, der zweite aber Xn_^ keinen solchen habe. In diesem 

51 • 
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gewöhnlichsteD aller Fille gewinnt man das k (ziifok;e S. 7« S. 177) durch dasselbe bekannte Verftkrei. 
welches zor Zerlegung des algebraischen Bruches -~^ in Partialbruche verwendet wird ; es ist BMlUck i 

(«0) * = ^ (ar _ a) j _ (n - i) = ^| _ (n - 1). 

Hätten die AnfangseoefBeienten der gegebenen Differentialgleichung, r+1 an der Zahl, d.h. die 
X^, -X^_o A^„ . . . Xn-r^ der Reibe nach« Factoren x — a bezfigilch r, r — 1, r — 2, ... 2, 1, 0, 
so bestehen r particulSre Integrale von der Form (719), die sich zunächst durdi die ihnen inl^em- 
menden Werthe von k unterscheiden. Diese sind die Wurzeln der folgenden algebraischen Gleiehog 
des rten Grades (s. i 7, S. 178): 
|--^-(A+n~l) (Ä + „_r)-— ^^(A + ii-2) ^k+n-r) + 

+ iF^^^ (A + n-r) ± X J =0, 

X — Cl ' 

a 

die auch dann nicht aufhört verlassliche Werthe von k zu liefern, wenn Einer oder mehrere der Coef- 
ficienten X„^ X^^, ... X^^ eine grössere als die obenbezeichnete Anzahl von Factoren x — a in 
sich enthielten, was zunächst ein Verschwinden Eines oder mehrerer Glieder der Gleichung (721) und, 
so diess Anfangsglieder sind, ein Heruntergehen der GradzabI r zur Folge haben würde. Das vorher- 
gehende Beispiel mag wieder dienen das Verfahren zu erläutern: Der erste Coefficient der Glei- 

Q 

chung (716) besitzt den Factor x + l, folglieh ist Ein particuläres Integral von der Form — ^ 
vorhanden, allwo: 

ax* (x — I 

(m) k = ^^— ,)' (X + 1) I - 8 = « - 8 

ist. Ein fernerer Factor des ersten Coefficienten ist x—i , sohin leistet der Gleichung auch Ein parti- 

Q 

euläres Integral Genüge« enthalten in der Form r)^. Hier ist: 

ax*^ (x — O .1 

ein Wertb, von dem wir noch bemerken, dass er ganz, negativ und numerisch kleiner als die Ordnungs- 
zahl der Gleichung sei, wodurch er zwar nicht unrichtig wird, sich aber so zu sagen von seihst ver- 
steht, d. h. : jede Differentialgleichung der n^" Ordnung wird gewöhnlich erfüllt durch ein particuläres 
Integral mit dem Factor (x — a)""', oder (x — a)*""' ... bis (x — a)\ was auch a bedeuten mag, 
selbst dann, wenn x — a als Factor nirgends in der Gleichung erscheint. Ist Ein particuläres Integral 
mit einem Nenner, wie (x — a)^ vorhanden , welchem der einzige Factor x — a im ersten Coefficien- 
ten entspricht, so tritt in der Regel dieses an die Stelle des anderen mit dem Factor (x — a)"~~', das 
dann wegfällt Sind zwei selche particuläre Int^ale vorhanden , angedeutet durch 2,1,0 Factoren in 
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den ersten Gleiehungscoeflficienten , so treten sie an die Stelle der dann wegfallenden, mit den Pactoren 

(ap — a)*"\ (x — a)""* versehenen, u. s. w. 

Endüch sind im ersten und in den folgenden CoelDcienten der (716) Pactoren x vorbanden, 

und zwar bezuglich : 

8, 6, 6, 3, 2, 2, 1, 

an der Zahl — eine Reihe, unter die wir die folgende andere, in einigen Gliedern mit derselben con- 

gruente und in den übrigen geringere Zahlenwerthe ausweisende schreiben, mit der gemeinsamen 

Differenz 1, nämlich: 

6, 5, 4, 3, 2, 1, 0, 0. 

Wir können daher r = 6 annehmen und erhalten in der* algebraischen Gleichung (721), die zur Bestim- 
mung von k dient, drei verschwindende Anfangsglieder und zwei der Nulle gleiche am Ende, so, 
dass nur deren zwei von der Nulle verschiedene fibrig bleiben, mithin die Gleichung in k so aussieht: 

1^' (Ä + 5) (Ä + 4) (Ä + 3) - :^i^-^^ (A + 4) (* + 3)) = 0, 

oder, was dasselbe ist: 

^ (A + 5) (A + 4) (* + 3) - j (A + 4) (A + 3) = 0, 
und die drei Wurzeln ffir k besitzt: 

A = - - 5, — 4, — 3, (724) 

von welchen die zwei letzteren abermals zwar nicht unrichtig sind, sich jedoch von selbst verstehen. 
Wir wären sonach, durch die f u n f gerechneten Werthe von A, zu ebenso vielen Assympfotengleichun- 
gen von der Porm (719) gelangt, die wir In der einzigen zusammenfassen: 

y ^(" x+0""' ^ Ö.(^-U^ ^J_., Q..x\ Q,.x\ (786) 

die aber nicht nothwendig zu fünf verschiedenen particulären Integralen gehörig sind, weil Bin 
particaläres Integral mehrere Assymptoten dieser Art besitzen, und umgekehrt eine und dieselbe Assymptote 
mehreren particulären Integralen zukommen kann. Die drei letzteren jedoch geboren entschieden zu drei 
verschiedenen der Differentialgleichung Genüge leistenden Werthen (s. S. 18, S. 314 u. s. w.) — nnd 
diess sind die Ergebnisse, zu denen die Untersuchung der Differentialgleichung selbst führt. 

Um zu ferneren Aufschlüssen zu gelangen über die Formen, deren das allgemeine Integral 
einer Differentialgleichung fähig ist, zugleich der algebraischen Assymptotengleichnngen 
erster Art habhaft zu werden, die uns noch fehlen, und die denjenigen Abfallen in der Gradzahl 
der Coefficionten gegen den letzten derselben entsprechen , welche auf das Piur die Binhdt oder mehr 
als die Einheit betragen, setzen wir die Genüge leistenden Werthe voraus in Gestalt eines bestimm- 
ten Integ rales wie: 
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(7«6) 



u" 



und gelangen (s. $. 19) zar nachfolgenden, das F bestimmenden , sogenannten Hilfsgleiehnng: 
V-' . IT, 

+ F— ' [(7) CT. - U„., J 

+ F--> [(7) CT, - (»»^l) IT,.. + ü^.. 1 

(W7) ■- V ' / j 

+ F» [(«•) üSr-^ - ("»7 *) t^-.'- + (""7^) t^rr.*> - T t^.J 

-j. F [ l^r- - t^fc'^ + t^Ä-V^ - T IT. ± IT.] = 0, 

die zn der in der nachstehenden Form als g^eben vorausgesetzten Differentialgleichung : 

+ («„ +b„ X + e„ X* + g„ X"- + A„ a:") j/^' 

+ («„-.+ *;_.« + C;^, «• + 9^^ ar»-' + A^. «") y^""*' 

(W8) 

+ («. + *. « + c. a?' + g, x"^' + A. x") y* 

+ (a. +6, X + c. X» + ^, x"-' + A, x"«) y =0, 

gehörig ist, nnd in welcher man hat: 

U„ = A„ «" + A^, u*-' + A^ ti^« + + A. « + Ä.. 

Um-i = y» tt" + y»-. «^* + y»-. «^ + + y. M + y.. 

(789) 

U, = 6„ M" + A;^. ti"- + A^ ti^* + + ft. tt + ft., 

ü, = «„ t*" + «;^. t^-' + a„_, m"-* + 4- «. « + a, , 

Man behandelt nun die besagte Hilfsgleiehnng auf folgende Weise : Man beachtet bei ihr, wie früher bei 
der (728), zuvörderst die Gradzahlen ihrer Coefficlenten, namentlich aber die in ihr vorfindigen Anstei- 
gnngen, und bildet nach ihnen auf die kurz vorher auseinandergesetzte Weise die exponentiellen- Assymp- 
totengleichungen. Es sei Eine von diesen : 

/■ , . 6«'+' 

80 ergibt sich aus ihr eine Gruppe von particulären , der gegebenen Gleichung Genüge leistenden Inte- 
gralen wie folgt : 

(73i) y = C.f^'°°e'" F. du, 0./^'°°««» V, du C,^,f^'^'"'e'^ F. du. 







wo F, gerade daqenige partieiilare lotegral der Hilfsgleichung bedeutet, das die eben angeführte Assymp- 
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tote (730) hat; ferner bedeuten /t^oo, 71,00, ... /x^f.jOo, die verschiedenen imendliehen Wurzeln der 

binomischen Gleichung: 

— — = _oo; (732) 

s + i 

endlich sind C,, C,, ... C^^., Constanten, welche nur die Beziehungsgleichung: 

C, + C, + + C^, = (783) 

zu erfüllen haben und sonach 9 willkürliche Constanten vorstellen. Diess gilt nicht bloss unter der 

P 
Voraussetzung^, dass 9 eine ganze Zahl ist» sondern mit einigen Verinderungen auch dann, wenn «=~, 

d. h. gleich einem unabkfirzbaren Bruche wird. Nur hat man dann nicht Eines, sondern mehrere particulare 

Integrale der Hilfsgleichung, nämlich mindestens q an der Zahl, mit Assymptoten wie die (730) , die sich 

aber durch verschiedene Werthe des Coefficienten Q unterscheiden. Die Gleichung: 

611*+* q.du " 

p 

kann hiebei als fortbestehend betrachtet werden, hat aber nicht mehr Wurzeln ^-|- 1 = « -|- 1 an der 

o 

Zahl; es genügen ihr vielmehr alle diejenigen P'{'q Werthe, welche die einzige: 

Qq ^p^q = ± Co (735) 

erfüllen. In Folge dieses Umstandes liefert ein einziges der erwähnten , q an der Zahl vorhandenen und 
mit V bezeichneten particularen Integrale der Hilfsgleichung einen {p + 9)-theiIigen Ausdruck für y, mit 
eben so vielen Constanten, deren Summe wie in (733) der Nulle gleich sein muss; dagegen sind nicht 
alle in Rede stehenden Werthe von F brauchbar, sondern nur derjenige oder diejenigen, in welchen 
im Exponenten der Exponentielle e *+* = e^^^^ ** , die Wurzelgrösse \jWi?^ in einem solchen 
Sinne genommen ist, dass die eben besagte Exponentielle selbst, für alle aus der Gleichung (735) gezo- 
genen unendlichen Werthe von u verschwindet. 

Sodann müssen die Coefficienten der Hilfsgleichung, von dem ersten derselben 17.^ angefangen, 
zerlegt werden in ihre einfachen Factoren von der Form ti — a , von welchen , falls sie alle von einander 
verschieden sind, jeder Ein particuläres Integral der ursprünglich vorgelegten Gleichung liefert, in Gestalt 
eines Differentialquotienten mit allgemeiner Ordnungszahl. Mau hat nämlich, wenn u — a ein solcher 
Factor ist, demselben entsprechend. Einen Werth für V zu erwarten in der Gestalt: 

wo k durch das oberwäbnte Verfahren des Zerlegens in Partialbrüche gefunden wird , das gegenwärtig 
auf die Hilfsgleichung angewendet: 

k = - %^(^r-a)| + 1 (737) 

«1 

liefert, und aus diesem particularen Werthe von V geht ein Integral der ursprünglichen Gleichung hervor, 
welches so aussieht: 
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(738) y = C^ [e-'H']}, 

II - a 

- • • • 

uDd^ durch Entwicklung des (k — 1)^" DifTerentialquotienten des Produktes e^^tV^meh anders geschrieben 
werden kann , nämlich : 

(789) y =7 ^^-'[h^. X*-* + (*7*) if; X*- + (*7«) ir;'x*-+ ]/ 

sohin eine Assymptote besitzt« deren Gleichung, für von der Nulle verschiedene Werthe von a, die Expo* 
nentielle y = e^ ist, für a = hingegen y = x^^^ sohin algebraisch wird. Zo bemerken ist hier« daw 
man dem letzteren Falle jedesmal begegne« so oft von dem vorletzten zom letzten Coeffldenteo der 
ursprünglichen Gleichung ein Abfall um die Einheit oder um mehr als die Einheit in der Gradzahl vorbanden 
ist — und so hätten wir denn die einem solchen Abfalle entsprechende algebraische Assjmp- 
tote, die bisher fehlte« ermittelt. Besitzt daher der CoeflTicient U^ mehrere einfache Pactoren 
// — a^« ti -— a, , u — a,, . . . , so entsprechen ihnen particuläre Integrale der Urgleichong wie: 

d*»-* r i\ ^ d*»-* r i\ ^ d*»-^ 



(740) 



»-'^•^^^■['"'^•ii- "■j^i'"'^']]- ''■^y""'-]\- 



y = a. •=?» ■ " = ''1 



sie unterscheiden sich genügend durch ihre exponcntiellen Assymptoten « so lange die mit a bezeichneten 
Coefficienten von einander verschieden sind, so dass man die k genannten Exponenten« die der Reihe 
nach sind: 

(741) k, = -^ 0«-ajj + 1, &. = _^(M_a,)| + 1 






hiezu gar nicht braucht, den Fall ausgenommen, wenn unter den a gleiche, oder verschwindende vor- 
kommen. Um auch diesen Fall zu erledigen, nehmen wir an, es wären in den successiven Coefficienten der 
Hilfsgleichung Factoren u — a bezuglich : 

r, r — 1, r — 2 2« 1, 0, 

oder theilweise auch mehrere vorhanden, so schliessen wir zunächst auf höchstens r Werthe von F« wie 

W 

F=r ;-r, die sich durch ihre k unterscheiden werden« welche ihrerseits der folgenden algebrai- 

(u — a)* 

sehen Gleichung als Wurzeln angehören (s. S. 21 « S. 355) : 



— /' 



{k-hm— !)...( ft+m— r) . U,„ 

(/j+,,4_2) ... (&+m-r)[(7) U«- U«„, ] 



+r(r-l)(&+m-3) ... (&+m -r)[(^*) U^-(^*7*)U«...+ H,,,] 

(742) 

+(-l)-V(r-t)...3.2(&+m-r)[(;^JU,,,-('';-/^ 

+(-!)' r(r-l)...3.2.1 [(^*j »m-(^r/)U»«-i+fc^)Um- - -h(-l)aU-,J==0. 
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all wo lt|i(^= I/^'l'^l isr. Hieraus entspringen nun so viele particulöre Integrale der urspnlnglichen 
Gleichung, als Werthe von k aus der obenstehenden algebraischen hervorgehen. Sind nämlich diese 
kl. k^n k^^ . . . , so bekömmt man eine Gruppe von Werthen der Veränderlichen y, nämlich: 

Ihnen allen kömmt ein und dieselbe exponentielle Assymptote e^ zu ; sie sind sohin nur durch ihre k unter- 
schieden. Hätte man a = 0, wäre somit U^^^ mit r oder mehr Factoren u versehen, was sich unter anderen 
jedesmal ereignen wird, wenn in der Urgleichung ebensoviele Abfälle von Einer oder mehreren Einheiten 
auf das Paar vorkommen , so geht die Eine exponentielle Assymptote in eine Gruppe von so vielen alge- 
braischen über , als Werthe von k vorhanden sind , d. h. : 

y = X*«-* , X*»-*, X*»-* (744) 

und mit ihnen sind nun alle exponentiellen und algebraischen Assymptoten der sämmtlichen particulä- 
ren Integrale, insoferne sie aus den Gradzahlen der Coeffieienten hervorgehen« vollständig bekannt, 
die Unterscheidung und Sichtung ebenderselben vollendet, und hiemit das nothwendige und zureichende 
Mittel an die Hand gegeben, sie zu isoliren und einzeln der Berechnung zu unterwerfen. 

Ein besonderes Augenmerk hat man auf den öfters, und namentlich dann vorkommenden Werth 
k=i zu wenden, wenn in der gegebenen Differentialgleichung die letzten Coeffieienten stärkere Abfalle 
bieten, als je um Eine Einheit auf das Paar, weil er auf ein particuläres Integral hindeutet, das, in der 
assymptotischeu Form e ^ gedacht, ein (p enthält, dessen Gradzahl unter der negativen Einheit 
liegt. Ein Beispiel bietet die Gleichung (708); geht man über zu der ihr entsprechenden Hilfsglei- 
chung , so hat man , mit Rucksicht auf die Werthe (729) : 

Um = 1/4 = gu^ + hu*^ 

Um-t = ^t = «M* -4- bW + HU* , 

t/«-, = r, = Am* + WIM* Hr pu, (745) 

t^m-s = U^ = w* + cm' + gu, 
U^^^ = U^ = lu" + ru + ä: 

Die aufeinanderfolgenden Coeffieienten der Hilfsgleichung beherbergen somit Factoren u bezuglich : 

5 , 2 , 1 , 1 , , 

an der Zahl , die , mit der naturlichen Reihe abnehmender Zahlen : 

3 , 2 , 1 , , , 

verglichen, r = 3 in der Gleichung (742) erschliessen lassen. Diese letztere wird nun, wegen: 

U^ = U, = 0, U^«, = U, = 2n, IU_ = U, =fi, U^., = U, = 

die folgende Gestalt erhalten: 
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n (*» — 3A + 2) + p (& -- = 0, 
und besitzt für k die beiden Wurzeln : 



(746) * = 1 , A = 2 _ C 

n 

andeutend, dass jedenfalls in Einem, und, wenn n=p ist. sogar in zweien particulären Integralen, 
die Gradzahl der Function o unter der negativen Einheit liege. Noch ist zu bemerken, dass auch für 
von der Nulle verschiedene Werthe von a gelegentlich k = 1 werden könne , was dann auf ein parti* 

y (a + '4«) dx 

onlares Integral wie e hindeutet, in welchem die Gradzahl von i/' unter die negative Ein* 

heit föUt. 

Wenn die Anzahlen von Factoren u — a , in den aufeinanderfolgenden Coeflficienten der Hilfs- 
gleichung, eine andere als die abnehmende Reihe der naturliehen Zahlen r,r — 1,...2, 1,0 
bieten würden, so hätte man, wie oben, S. 401 gesagt, das gewisse Polygon zu bilden, oder sich nur 
gebildet zu denken , und die Repartitionszahlen, nach weggeschnittenen ausspringenden Winkeln, zu er- 
mitteln ; kommen unter diesen Repartitionszahlen solche vor , die die Einheit überschreiten , und nennt 
man irgend eine derselben s , so entspricht ihr Ein particuläres Integral der Hilfsgleichung (727) in F, 
dessen Assymptotengleichung die folgende ist : 

(747) V = e^^«*-«)' = e <— iX—«)'-*. 

Bezeichnen wir nun dieses particuläre Integral mit V^ und denken wir uns zugleich in dem Ausdrucke 

e"^ V^du anstatt ti eine neue Veränderliche v eingeführt, vermittelst der Substitution = r, 

( u — a 

oder u = — h ft» so lässt sich aus diesem Einen, also in eine Function von v verwandelten parti- 

V 

culären Integrale, eine (s— l)-gliedrige Grüjppe von particulären Werthen fury ableiten, wie folgt: 







Zwischen den Constanten C, , C, , C^, besteht gar keine Bediagungsgleichung ; sie bedeuteu 

daher wirklich s — 1 vorhandene, willkürliche Constanten , und es sind /i^ oo, /i, oo, /^«-i^« 

die s — 1 unendlichen Wurzeln der binomischen Gleichung : = — oo , diess jedoch nur in 

s — 1 

dem Falle, wenn $ eine ganze Zahl ist; für gebrochene s gilt die Bemerkung S. 407, mit dem 
Unterschiede, dass in den Gleichungen (734) und (735) anstatt m , « + 1 , p + flr und — oo , bezüglich : 
r , « — t , p — q und +qo zu stehen kommen. 

Mit diesen Merkmalen sind nun die analytischen Mittel gegeben , die particulären Integrale, in 
den verschiedenen hier zur Sprache gebrachten Formen, zu vereinzeln, und dadurch ihre Berechnung 
vorzubereiten. 

Die besagten particulären integrale werden auf diesem Wege offenbar explicil erhalten, 
manchmal erscheinen sie auch in geschlossener Form. Die Bedingungen, unter welchen diess geschieht, 
gehören nicht hieher, sondern zur wirkliehen Integration, die der fünfte Abschnitt bringen wird. 
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Streben wir our nach geschlossenen Formen« so können wir uns mitunter veranlasst finden, einer 
impliciten Form, falls sie geschlossen ist, vor der expliziten, wenn sie^s nicht ist, den Vorzog zu geben. 
Es wird daher vorkommen, dass man gelegentlich, einige oder alle particulären Integrale einer Dif- 
ferentialgleichung in der assymptotischen Gestalt e auffassend, die algebraische Gleichung 
sucht, die die verschiedenen, 9 genannten Functionen zu Wurzeln hat Um die darauf bezugliche Rech- 
nung einzuleiten, genügt es im Wesentlichen zu wissen, dass ein und dasselbe Polygon, in Bezug 
auf die Gradzahlen, die algebraische und die Differentialgleichung umspanne, mit allfSlliger Ausnahme 
derjenigen Seiten, auf die ein stärkerer Abfall, als um die Einheit auf das Coefficientenpaar kömmt. 
Im Obrigen kann man sogar noch sagen,' dass die beiden Gleichungen — die algebr^tische und die 
differentiale — in den constanten Multiplicatoren der höchsten Glieder aller deijenigen Coefficienten 
übereinstimmen werden, welche die normale, ihnen etiquettenmässig zustehende Höhe wirklich errei- 
chen. So entsprechen den beiden, in S. 18 ausfuhrlicher behandelten, alldort unter (433) und (435) 
ersichtlichen Gleichungen : 

beziehungsweise die beiden algebraischen: 

[x" — — ^ 9' — 2a?. 9 — 6'a?' = und xV 9' + 2 a? . 9 — (6'a?' — 1) = ü, (7öO) 

bei welchen die erwähnte Übereinstimmung in die Augen fällt. Zudem lässt sich noch bemerken, dass 
die höchsten, zu den übereinstimmenden und die normale Höhe erreichenden Coefficienten gehörigen 
Potenzen von a? insoferne willkürlich gewählt werden können, als es frei steht, nach Belieben, die 
Differentialgleichung oder auch die Algebraische, mit irgend einer Potenz von a? oder einer anderen 
Function dieser Veränderlichen zu multipliziren , daher es denn erlaubt ist die erwähnten, fibereinstim- 
menden , d. h. dem ursprunglichen und dem normalen Polygone gemeinschaftlichen Glieder, mit unverän- 
derten Exponenten nach a? , von der einen auf die andere zu übertragen. Eine Veranlassung das allge- 
meine Integral , oder überhaupt einen der Gleichung Genüge leistenden Werth , in dieser impliciten Form 
zu suchen, hat man, so oft die nach den Grundsätzen der Formenlehre eingeleitete Untersuchung der 
Differentialgleichung auf irrationale particuläre Integrale hinweist, was geschehen kann. Erstens: 
durchgebrochene Repnrtitionszahlen, gleichviel, ob sie als Gradzahlen der mit 9 bezeich- 
neten Functionen erscheinen, oder als Exponenten eines Factors a? — a, der irgendwie in 9 enthalten 
ist, und Zweitens, selbst bei gänzlichem Mangel solcher gebrochener Repartitionszahlen , durch grup- 
penweise vorkommende, negative und gebrochene Werthe des mit k bezeichneten, zu 
einem Factor x — a gehörigen Exponenten, die zu einander stehen im Verhältnisse der naturlichen 

Zahlen 1, 2, 3, So deuten einzelnstehende negative Halbe, als Werthe für /c gewonnen , auf 

Quadratwurzeln, also auf einen Übergang eines Paares von Functionen 9 aus reell in imaginär, 
der füir a?=a Stattfindet. Ebenso weisen zweigliedrige Gruppen von Dritteln als Werthe 
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r 2r 
für k , wie etwa : & = , , unter r eine ganze positive Zahl verstanden , aof dritte W u r- 

«5 o 

zeln in dreien der Functionen o hin, also auf Irrationalgrossen , wie sie aus der AunSsung einer 

Gleichung des dritten Grades hervorgehen. Genau auf dieselbe Weise lassen drei Werthe, wie 

r 2r 3r 

& = 7-, . —auf Irrationalgrössen schliessen , die durch die Auflösung einer Gleichung des 

4 4 4 

vierten Grades geliefert werden , u. s. w. — diess alles zwar nicht mit der vollsten Gewissheit, aber 
doch mit einer an Gewissheit grenzenden Wahrscheinlichkeit. (Siehe die SS. 10 bis 13 dieses Abschnittes.) 
Und diess sind die von der Formenlehre dargebrachten Kennzeichen der verschiedenen Formen particü- 
lärer Integrale , die einer linearen Differentialgleichung mit algebraischen Coefficienten Genüge zu leisten 
vermögen , und die zur Sonderung der einzelnen particularen Integrale zu gleicher Zeit nothwendig sind 
und zureichend. 
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